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SUR  LE  NOMBRE  DES  RACINES 
COMMUNES  A  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES; 

Par  m.  Emile  PICARD. 


La  recherche  du  nombre  des  racines  communes  à 
plusieurs  équations  simultanées  a  fait  autrefois  l'objet 
des  travaux  de  Cauchy,  et  de  Liouville  et  Sturm.  Plus 
récemment  M.  Kronecker  a  rencontré  aussi  cette  ques- 
tion dans  ses  profondes  recherches  sur  les  caractéristi- 
ques des  systèmes  de  fonctions  de  plusieurs  variables 
[MonatJfberichtey  1869).  Je  viens  de  traiter  ce  problème 
dans  mon  Cours  à  la  F^^culté  des  Sciences;  un  résumé 
de  la  Leçon  que  j'ai  faite  à  ce  sujet  pourra  peut-être  in- 
téresser les  lecteurs  de  ce  Recueil.  Nous  allons  nous 
borner  aux  cas  de  deux  et  de  trois  équations  simulta- 
nées ;  l'extension  de  la  méthode  à  un  nombre  quelconque 
d'équations  ne  présenterait  aucune  difGcuIté. 

1.   Soient  d'abord  les  deux  équations 

F,  et  F2  étant  des  fonctions  continues  de  x  vl  y  ainsi 
que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dans  une 
certaine  région  du  plan.  Soit  dans  cette  région  une 
courbe  fermée  C;  je  suppose  qu'il  n'y  ait  pas  sur  cette 


(6) 
courbe  de  point  correspondant  à  une  solution  commune 
aux  deux  équations  précédentes. 
Je  considère  l'intégrale  curviligne 

prise  le  long  du  contour  C  et  dans  le  sens  direct,  c'est- 
à-dire  en  ayant  à  sa  gauche  Taire  enveloppée.  On  a  posé 


P=  - 


F| 


f)F, 
ôx 


*^2 


0  = 


F, 

<)F, 

F. 

(>F, 

dv 

Ff-f-FÎ 


Un  calcul  immédiat  montre  que  Ton  a 


ôx 


On  en  conclut  de  suite,  d'après  un  théorème  bien 
connu,  que  l'intégrale  sera  nulle  si  P  et  Q  sont  continues 
à  rintérieur  de  C,  c'est-à-dire  s'il  n'y  a  pas  de  racine 
commune  aux  deux  équations  à  l'intérieur  de  ce  contour. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  à  Tinlérieur  de  C 
un  point  A  correspondant  à  une  racine  commune  aux 
deux  équations.  Au  lieu  de  calculer  I  en  intégrant  le 
long  de  C,  nous  pouvons  intégrer  le  long  d'une  courbe 
quelconque  entourant  le  point  A.  Or  prenons  ce  point 
pour  origine,  et  développons  Fi  et  Fa  d'après  la  formule 
de  Taylor 


.  •  .  f 


•  •  1 


je  dis  que  l'intégrale  ne  changera  pas  de  valeur,  si  nous 
réduisons  Fi  çt  Fa  à  ses  termes  du  premier  degré.  En 
elVel,  concevons  qu'on  intègre  le  long  d'un  cercle  de 
rayon  p  ayant  A  pour  centre;  nous  aurons  dans  Tinté- 


.    (7  ) 
grale  I  un  terme  indépendant  de  p,  et  une  partie  deve- 
nant infiniment  petite  avec  p.  Le  terme  indépendant 
de  p  n'est  autre  que  Tintégrale  I  ou  F<  et  Fj  sont  rem- 
placées par 

la  seconde  partie  doit  disparaître,  puisque  Tintégrale  ne 
dépend  pas  de  p. 
Nous  avons  donc 

D     /*  .    X  dx — jr  dx 

"  iTz  Jç,  [(aia7-4-6,j^)«-f-(a,j?-+-6,7)*]  ' 

où 

D=     "'     *' 
a,     6, 

Nous  devons  par  suite  calculer  la  valeur  de  Tintégrale 
précédente  le  long  d'une  courbe,  d'ailleurs  quelconque, 
enveloppant  une  fois  Torigine.  Pour  faire  rapidement 
le  calcul,  intégrons  le  long  de  l'ellipse 

(E)         .  (aia?-f-6,j^)*-t-(a,iF-+-6,7)*=i. 

En  désignant  par  a  et  ^  les  angles  faits  par  la  nor- 
male extérieure  à  la  courbe  avec  les  axes  Ox  et  Oy^ 
nous  avons  d'ailleurs  d'une  manièiti  générale,  en  dési- 
gnant par  ds  Télément  d'arc  essentiellement  positif, 

dx  =^  —  c/jcosp,         €fy'  =  ciscosa; 
l'intégrale  devient  donc 

D    r 

I  =  —    1  (ipcosa -f-^' cosP)û^, 

ou,  en  appelant  r  le  rayon  vecteur  allant  du  centre  de 
Tellipse  à  l'élément  ds  et  cp  l'angle  aigu  fait  par  ce  rayon 
vecteur  avec  la  normale 


I  =  —   /  /'coscs  ds. 

2Tt,/  ^ 


(8) 

Mais  il  est- manifeste  que  Tintégrale  qui  figure  dans 
le  second  membre  représente  le  double  de  Taire  de  l'el- 
lipse. Or  on  trouve  de  suite  que  Taire  de  Tellipse  repré- 
sentée par  Téquation  (E)  est  égale  à 

71 

TdT' 

en  désignant  par  |D|  la  valeur  absolue  de  D.  On  a  donc 


i  = 


D 


D 


et,  par  suite,  1  =  dz  i,  suivant  que  D  est  positif  ou  né- 
gatif. 

Quant  h.  D,  ce  n'est  autre  chose  que  la  valeur  du  dé- 
terminant fonctionnel 


()F,     dFy 


dx 

diFs 
dx 


dy 


au  point  A.  Dans  le  cas  donc  où  il  y  a  à  Tintérieur  de  C 
une  seule  racine,  la  valeur  de  Tintégrale  I  sera  =t=i, 
suivant  que  le  déterminant  fonctionnel  de  F|  et  F^  au 
point  A  est  positif  ou  négatif. 

S'il  y  a  à  Tintérieur  de  C  un  nombre  quelconque  de 
racines,  on  conclut  immédiatement  de  ce  qui  précède  le 
théorème  suivant  : 

La  valeur  de  I  est  égale  à  la  différence  entre  le 
nombre  des  racines  contenues  dans  C.  pour  lesquelles 
le  déterminant  fonctionnel  est  positif,  et  celles  pour 
lesquelles  le  déterminant  fonctionnel  est  négatif 


Il  est  clair  que  nous  avons  exclu  de  notre  analyse  le 


(9) 
cas  où  pour  une  racine  le  déterminant  fonctionnel  serait 
nul,  c'est-à-dire  le  cas  des  solutions  multiples. 

Remarquons  encore  que  le  théorème  précédent  aurait 
pu  être  établi  plus  rapidement,  puisque  Ton  peut  écrire 


= ^  X '^  ('■■'"'"^  ft) 


mais  j'ai  voulu  suivre  une  marche  entièrement  ana- 
logue à  celle  dont  je  vais  faire  usage  pour  le  cas  de  trois 
équations. 

2.  Soient  maintenant  les  trois  équations 

et  S  une  surface  fermée  limitant  un  certain  volume.  Je 
considère  l'intégrale  suivante  étendue  à  la  surface  F 

1  =  7—   /  /  A  djr  dz  -h  B  dz  dx -h  C  dx  dy^ 


ou 


A  = 


F, 
F, 
F, 


dy  àz 
dy  âz 
dy       âz 


(F? 
Fi 

F2 

F3 


B  = 


Fr 

àFj_ 
dy 

dy 
dFs 


F|)* 

dz 

dFt 

dz 

dF^ 


dy       dz 


(FÎ  +  FÎH-F2)2 


c  = 


F, 
F, 


(    io) 


dx 

dF, 

dx 

dx 


aFs 


(Fîn-FÎ-t-FJ)-* 


On  vérifie  facilement  que,  quelles  que  soient  les  trois 
fonctions  F,,  F2  et  F3,  on  a  l'identité 


dx 


ày 


âC 
âz 


=  o. 


Par  conséquent,  diaprés  une  proposition  bien  connue, 
l'intégrale  I  ne  change  pas  quand  on  déforme  la  sur- 
face d'intégration  S  sans  rencontrer  de  points  où  A,  B 
et  C  cessent  d'être  continus.  Il  en  résulte  que  l'inté- 
grale I  sera  nulle,  s'il  n'y  a  pas  de  racines  communes 
aux  trois  équations  à  l'intérieur  de  S. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  à  l'intérieur  de  S 
un  point  A  correspondant  à  une  racine  commune  aux 
trois  équations.  Au  lieu  de  calculer  I  en  intégrant  le 
long  de  S,  nous  pouvons  intégrer  le  long  d'une  surface 
quelconque  entourant  le  point  A.  Or  prenons  ce  point 
pour  origine,  et  développons  Fi,  F2,  F3  d'après'  la  for- 
mule de  Taylor 

Fl(a-,7, -3)=  «137 -f-  617  H-  C,-S -h.  .  ., 

Fj(a:,7,^)=a,a7-+-6,y  +  c,^-l-..., 
F3(x,y,z)=aiX-hbjiy-hCiZ-h..,. 

Nous  montrerions  ici,  comme  plus  haut,  que  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur,  si  nous  réduisons  F^ , 
F2  et  F3  à  ses  termes  du  premier  degré.  L'intégrale  I 


(  "  ) 


devient  alors 


1  = 


D      n 


X  dv  dz  -\-  y  dz  dx  -\-  z  dx  dv 


[(  a  1  ./■  -f-  6 1  j'  -f-  c  1  ^  )* 


1 


{a^x-^h^y-^c^z)^-\-{a2X->rb^y-\-c^z)'^Y 


en  posant 


D  = 


ax     bx     Cl 
«»     6,     Cl 

«j       ^3       ^3 


qui  est  supposé  essentiellement  différent  de  zéro. 

En  désignant  par  a,  |â,  y  les  cosinus  des  angles  faits 
parla  normale  extérieure  à  la  surface  d'intégration  avec 
les  axes  de  coordonnées  et  en  appelant  drr  l'élément 
essentiellement  positif  de  la  surface,  nous  devons  poser 

dy  dz  =  cosa  rfj,         dz  dx  =  cos  p  «^j,         dx  dy  =  cos  y  d<j. 

Si  donc  nous  intégrons  le  long  de  rdlipsoïde  E 


\  {a^x  -\-  bxY  -^  Cxz)^-\'{aiX  -\-  b^y  -{-  c^z)^ 


(E)     I 

Tintégrale  deviendra 


1=  —    /   I  (x  cosoL-^ycos^ -h  ZCOS^)dfJ, 

ou,  en  appelant  r  le  rayon  vecteur  allant  du  centre  de 
Tellipsoïde  à  l'élément  dv,  et  <p  l'angle  aigu  fait  par  le 
rayon  vecteur  avec  la  normale, 

Mais  l'intégrale  double,  qui  figure  dans  le  second 
membre,  est  égale  à  trois  fois  la  somme  des  pyramides 
élémentaires  de  sommet  A  et  de  base  rfo-,  et  par  consé- 
quent égale  à  trois  fois  le  volume  de  relUpsoïde  E.  Or 


(  ■•-»  ) 

on  trouve  sans  peine  que  le  volume  de  (E)  est  égal  à 

4 
3" 


|D|' 

par  suite,  on  a  encore  régalilë 

D 


1  = 


|D| 


et  nous  arrivons  finalement  au  même  énoncé  que  pour 
le  cas  de  deux  équations  : 

L'intégrale  I  est  égale  à  la  différence  entre  le 
nombre  des  racines  contenues  dans  S,  pour  lesquelles  le 
dét  erm  inantfonctio  n  nel 


dF, 

dF, 

dF, 

dx 

ÔY 

« 

ôz 

dF, 

dF, 

dF, 

dx 

dv 

dz 

^F, 

dF, 

dFj 

dx 

ày 

riz 

est  positif,  et  celles  pour  lesquelles  ce  déterminant  est 
négatif. 

On  voit  le  rôle  important  joué  par  le  signe  du  déter- 
minant fonctionnel;  c'est  seulement  quand  ce  détermi- 
nant aura  un  signe  invariable  à  Tintérieur  de  S  que 
les  considérations  précédentes  donneront  le  nombre 
exact  des  racines.  Ainsi ^  par  exemple,  pour  le  cas  de 
deux  équations 

Fi(^,7)=o> 

Fj(ar,^)=o, 

si  ¥\  +  i'Fa  est  une  fonction  analytique  de  x-l-  1/,  le 
déterminant  fonctionnel  sera  une  somme  de  carrés  ^  on 
aura  donc  exactement  par  l'intégrale  I  le  nombre  des 


(   >3  ) 
racines  situées  dans  un  contour,  et  )'on  retombera  ainsi 
sur  le  théorème  de  Caucliy. 

Pareillement,  étant  données  les  deux  équations 

où  P  et  Q  désignent  cette  fois  des  fonctions  analytiques, 
uniformes  et  continues  des  deux  variables  complexes  x 
et  j  (nous  posons  x  =^j! -\'ix^\  y  ^=j'  -\-  iy")^  ces 
deux  équations  reviennent  aux  quatre  équations  réelles 

.Pî(^',^,/,r')=o, 
Qî(^',^,y,r')=o, 

et  Ton  pourra  représenter  par  une  intégrale  définie  le 
nombre  des  racines  communes  à  ces  quatre  équations, 
correspondant  à  des  points  situés  à  l'intérieur  d^une 
surface  S  de  l'espace  à  quatre  dimensions  (x',  oc" ^  y'^y")\ 
le  déterminant  fonctionnel  des  quatre  fonctions  P  et  Q 
a  en  eilet  un  signe  invariable. 


NOTE  SUR  LA  QUESTION  DE  MÉCANIQUE 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  DAGRÉGATION  EN  1887; 

Par  m.  de  SAINT-GERMAIN. 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Rouché. 


Puisque  vous  avez  bien  voulu  me  dire  que  je  pourrais 
être  utile  h  quelques  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  en 
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leur  indiquant  une  solution  du  problème  de  Mécanique 
proposé  à  l'Agrégation  en  1887,  je  vais  montrer  qu'on 
peut,  par  la  voie  la  plus  naturelle,  arriver  à  cette  solu- 
tion et  la  pousser  aussi  loin  que  le  permettent  d'ordi- 
naire les  problèmes  sur  le  mouvement  des  systèmes 
matériels. 

Soit  S  un  cône  droit,  homogène,  dont  le  sommet  O 
est  immobile  et  dont  chaque  élément  m  est  attiré  vers  un 
point  fixe  F  par  une  force  égale  au  produit  de  sa  masse 
par  sa  distance  au  point  F  et  par  une  constante  o)^  *,  la 
hauteur  OH  du  cône  est  égale  à  a,  le  rayon  de  base  à  art, 

OFà  -  a^  enûn,  à  Tinstant  initial,  l'angle  FOH  est  droit 

et  S  animé  d'une  vitesse  de  rotation  toy/a  autour  de  la 
bissectrice  de  cet  angle.  On  demande  de  déterminer  le 
mouvement  ultérieur  du.  cône  et  la  réaction  du  point 
fixe;  OM  étant  Taxe  représentatif  de  la  rotation  instan- 
tanée, montrer  que  le  point  M  décrit,  dans  le  cône  et 
dans  l'espace,  deux  herpolhodies  et  chercher  les  quadri- 
ques  correspondantes;  indiquer  la  position  relative  des 
cônes  lieux  de  l'axe  instantané  dans  le  solide  S  et  dans 
l'espace. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes,  OX<,  0Y<, 
OZ< ,  dont  le  dernier  est  dirigé  suivant  OF,  et  trois  axes 
OX,  OY,  OZ  liés  invariablement  au  cône,  OZ  étant  di- 
rigé suivant  OH.  Nous  chercherons  d'abord  les  moments 
d'inertie  A  et  C  de  S  par  rapport  à  OX  ou  OY  et  par 
rapport  à  OZ  :  £  étant  la  densité  du  cône,  [jl  sa  masse, 
on  trouve  bien  aisément 


C=   /     ^Tztz^  i^  dz  =  A; 
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celte  égaillé  simplifiera  beaucoup  les  résultats  que  nous 
devons  obtenir. 

D'autre  part,  les  attractions  qui  sexerccnt  suivant  la 
loi  donnée  ont,  comme  on  sait,  une  résultante  R  appli- 
quée au  centre  de  gravité  G  du  cône  et  égale  à  [xto^GF. 
Nous  définirons  la  position  du  solide  à  Taide  des  trois 
angles  d'Euler  0,  ^,  ^ .  Le  couple  qu'on  introduit  en 
transportant  R  parallèlement  «i  elle-même  au  point  O  a 
son  axe  K  dirigé  dans  le  plan  des  x^y^^  faisant  avec 
OX,  Tangle  180*^4-  ^  et  égal  à 

jjLw^GFx  OFsinGFO 

=  ïiwîQFx  OGsinGOF=  -  ïiw«a«sinO. 

il  est  facile  de  trouver  les  projections  de  Taxe  K  sur 
les  axes  mobiles  et  de  former  les  équations  d'Euler  :  en 

les  divisant  par  -  ^tù^a^^  elles  deviennent 

^  '     dt  ^  dt  ^  dt 

La  dernière  donne  immédiatement,  eu  égard  aux  con- 
ditions initiales, 

(•2)  /'  =  w. 

Pour  obtenir  d'aulres  intégrales,  je  rappelle  les  rela- 
tions qui  existent  entre  p^  q^  r  et  les  dérivées  des  angles 

d'Euler, 

d^  rfO 

p  =  sin  6  sin  9  -7^  -t-  cos  ©  -j-  > 
^  ^  dt  *  dt 

d^  ^0 

(3)  '  ^  =  sinO  cos?p -7^  —  5in?p -Tr-> 

d9  ft  d^ 

Cela  posé,  éliminons  co'  entre  les  deux    premières 
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équations  (i)  : 

.  •    dp  du 

sin  cf>  -y — h  cos  a  -ji-  =  o  : 
dt  at 

multiplions  par  sin^  dt  et  intégrons  par  parties;   nous 
aurons 

sinO(^sin(p  -h  q  coscp) 

—  /  (/>sin<p-h  çr  cos<p)cos6  «ro 

—  /(/>coscp  —  ^sincp)  sinOtf^cp  =  const. 
ou,  en  remplaçant  p  et  q  par  leurs  valeurs  (3), 

sin«6  -i^  —  /  sinO  (  cosO  -^  -h  -;5  I  cTO  =  const., 
dt       J  \  dt        dt  J  ' 

le  coefficient  de  sinQ  d^  est  égal  à  /^  ou  à  a>  et  Ton  a,  en 
intégrant, 

(4)  sin*0  ^  H- oicosô  =£  w. 

Ajoutons  enfin  les  deux  premières  équations  (i)  après 
les  avoir  multipliées  par  2/7  et  a^ 

dp  dçf 

ip  -J-  -{-  'xq  -^  =  —  2oj*sinO(/> coscp  —  q  sin  <p) 

=  —  2w*  smO  -J-; 

dt 

l'intégrale  est,  en  tenant  compte  des  données  initiales, 

(5)  /?*-h  ^*=  T-j -Hsin«0  ^  =  w«(i-f- 2cos0). 

On  eût  pu  écrire  directement  les  intégrales  (2),  (4) 
et  (5);  les  deux  premières  expriment  que  les  projec- 
tions de  Taxe  du  couple  des  quantités  de  mouvement 
sur  OZ  et  sur  0Z<  sont  constantes  ;  et,  en  effet,  d'après 
une  remarque  de  M.  Resal,  la  vitesse  de  l'extrémité  de 
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cet  axe  est  représentée  par  K,  perpendiculaire  sur  OZ 
et  sur  OZ<  ;  l'intégrale  (5)  est  celle  des  forces  vives,  le 
travail  de  R  étant,  comme  on  sait, 

i  fiw'  [(GF)Ô— Gf']=  >  iia«w«cos6. 

De  Téquation  (4)  nous  tirerons 

d^  eu 

^^  dt  ^  i-v-cose' 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  (5),  nous  aurons 

,    ,  «ro*  .  cosO(9. -<- cosO) 

cos*  -  0 

Si  l'on  pose  sin  -  0  =  --,  on  peut  tirer  de  cette  équa- 

^  y  2. 

tion 

sin  -  6  =  -=  cosam  (  (x>ti/ -  )  |  mod  -—  )  ; 

mais,  sans  recourir  aux  fonctions  elliptiques,  on  peut 
conclure  des  équations  (6)  et  (7)  que  6  décroît  d'abord 

depuis  -  jusqu^à pour  revenir  à  -,  et  ainsi  de  suite, 

tandis  que  ^  croit  constamment  et  sans  limite.  Sur  une 
sphère  décrite  du  point  O  comme  centre  avec  a  pour 
rayon,  le  lieu  du  point  H  sera  une  courbe  formée,  en 
général,  d'une  infinité  de  boucles  tangentes  au  grand 
cercle  situé  dans  le  plan  des  x^y^  et  s'entrecoupant  au 
point  qui  est  sur  la  partie  positive  de  OZ« . 

L'équation  (2)  et  la  dernière  des  équations  (3)  don- 
nent 

d^  t,  d^  10  d^ 

dt  dt        \  -^  cosÔ        dt  ' 
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OU  peut  choisir  les  axes  de  sorte  que  'f  et  ^  s'annulent 
pour  t  =  o;  ces  deux  angles  seront  constamment  égaux, 
ce  qui  achève  de  nous  faire  connaître  le  mouvement  du 
cône. 

Il  s*agit  de  calculer  la  réaction  E  exercée  par  le  point 
fixe.  Soit  J  Taccélération  du  centre  de  gravité;  les  forces 
extérieures  R  et  E  ayant  pour  résultante  Jfx,  on  en 
pourra  conclure  la  projection  de  E  sur  un  axe  quelconque. 
Je  chercher  ai  les  composantes  de  E  :  i®  suivant  la  trace  OU 
du  plan  OXY  sur  OX|  Y,  5  2°  suivant  la  droite  OV  per- 
pendiculaire à  OU  dans  le  plan  des  xy\  3°  suivant  OZ; 
c'est  celles  qu'on  calculera  le  plus  facilement  si  Ton  se 
rappelle  les  formules  de  Rivais  qui  expriment  les  corn- 
posanttïs  de  l'accélération  d'un  point  x,  j^  z  d'un  solide, 
savoir  : 

dq  dr 

1  /  \         %  ^^  ^P 

ly^q{px-^qy-^rz)-w'^y  \~x  -^^  -«^, 

•ls  =  r(pT  \-qy-^  rz)—  w^s-hy-£^  —  ar  -^. 

3 
Remplaçons  a:,  j-,  z  par  les  coordonnées  o,  o,  -adu 

4 
point  G,  ^y  -^1  57  P^^  leurs  valeurs  (1),  />,  ^,  r  par 

leurs  valeurs  (3)  et  supposons  0=0:  nous  aurons  les 
projections  de  l'accélération  du  point  G  sur  OU,  OV, 
OZ: 


3      /dd^         .  ,^  d^^\ 
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Les  projections  de  R  sont 

R«  —  o, 

R„=  -  uLcj^asinO, 
5 

(8  3  \ 

-  cos  ^  —  7  )  • 

On  trouve,  en  définitive, 

^            m         r»          ^             rfO         3       .      ycos*0 -H  2COS6 
Ey=  fiJ,^— R„=:  -  [j-ao)  —  =    ;fxu»»a ^ 


E„  =  - 


9 

COS  -  6 

7. 

|jLCo* a  sin  0  2  -h  1 7  cos  6 
ao  I  -»-  cos  6 


Ez  = u(i>*a  cos  6, 

10  *^ 

et  la  discussion  de  ces  formules  n'offre  pas  de   diffi- 
cultés. 

Considérons  maintenant  Taxe  OM  qui  représente  la 
rotation  instantanée  w  de  S  et  cherchons  le  lieu  V  du 
point  M  dans  le  cône.  Les  coordonnées  relatives  de  ce 
point  sont  /;,  q^  r  :  r  restant  égale  à  w,  la  ligne  V  est 
située  dans  un  plan  II  qui  coupe  orthogonal enient  OZ  en 
un  point  fixe  P  à  la  distance  (o  de  Torigine;  faisons 
PM  =  p,  MPMo=  y^  et  cherchons  comment  varient  ces 
coordonnées  avec  le  temps.  On  a  d^abord 

pi  =  pi_4_  ^1=  _.  H-sin«0  ~  =a>«(i-h2C0se), 
(8)  cos6  = ~-  . 

Différentiant  la  valeur  de    p',  élevant   au    carré   et 
tenant  compte  de  l'équation  (7),  on  a 

pî  -j-^  =  u>*sin*0  Yi  —  **'*^'  ~~  cos0)cos6(i  -^  2  cosO) 
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ou,  en  remplaçant  cosO  par  sa  valeur  (8), 

^^^  p«^'=_l(p«-u,t)(p«-3<o«)fp«-H3(o«). 

« 

D'autre  part,  en  vertu  des  équations  (i),  (3),  (6),  on 
a.  pour  le  double  de  la  vitesse  aréolaire  du  point  M, 

,  rfX  dq  dp         •  •   A/      •  V 

p'  — ,  -  =  p  —  -  —  q  -,-  =cu«sin8(psino-H  q  cos  o  ) 
^    dt        ^  dt        ^  dt  ^        '        ^         •  ^ 

d\ 

—  oj«sin«e  -^       =(o3(i  —  cosO): 

remplaçant  encore  cos 6  par  sa  valeur  (8),  il  vient 

(lo)  p«  ^^-  =  -  a)(3a>î~p«), 

M.  Darboux  a  montré  que  la  forme  des  équations  (9) 
et  (10)  est  caractéristique  :  elles  définissent  le  mouve- 
ment d'un  point  qui  décrit  une  herpolhodie,  dans  l'ac- 
ception générale  du  mot.  Soit  un  mouvement  de  Poinsot 
défini  parles  équations 

I  dp'  _(\       i\    ,  , 

les  quantités  ^~>  ^nf  O"^  des  valeurs  constantes 
/i,  g^^  et  la  quadrique 

T^  >'*  Z^ 

abc 

touche  un  plan  fixe  aux  divers  points  de  Therpolbodie 
correspondante;  les  variations  des  coordonnées  p,  A  du 
point  de  contact  sont  données  par  les  équations 


"^    dt 

(  ^'  ) 

où  Ton  a  posé,  pour  abrège r, 

m=   -  ^^{a^^-h){bg^—h){cg^-h). 

Il  suffit  d'Idenlifier  les  dernières  aux  éc|uatioiis  (9)  et 
(10)  pour  avoir 

h  — -y  g=  — ,  m=— 7(0», 

4  '2  0)  4 

a—    -2t0*,  6  =  0,  C  =  2W*. 

La  quadrique  qui  correspond  à  Plier polliodie  V  se 
réduit  donc  à  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  infini- 
ment  aplati  et  la  polhodie  est  un  arc  de  l'hyperbole 
équilatère  représentée  par  Téquation  z'^ — a:^=2co^. 
L'équation  de  riierpolhodie  V  s'obtient  en  éliminant  £^^ 
entre  les  équations  (9)  et  (10);  la  forme  d<î  cette  équa- 
tion et  le  fait,  aisé  à  établir,  que  V  n'a  pas  de  point  d'in- 
flexion, montrent  que  cette  courbe  ressemble  à  une  bypo- 
cycloïde  dont  les  festons  toucheraient  le  cercle  décrit  du 
point  P  comme  centre  avec  (o  pour  rayon,  tandis  que  les 
points  de  rebroussement  seraient  sur  un  cercle  de  rayon 

(oy/3.  Le  rayon  vecteur  PM  tourne  constamment  dans  le 

sens  positif  :  comme  il  varie  entre  (i>  et  (oy/3,  OM  varie 

entre  a>  y/a  et  2  w,  ce  qui  limite  l'arc  d'hyperbole  (jui  joue 
le  rôle  de  polhodie;  quand  OINI  atteint  sa  limite  2(0, 
le  plan  de  l'hyperbole  est  perpendiculaire  au  plan  II. 

Dans  l'espace,  les  coordonnées  du  point  M  sont  égales 
aux  composantes  de  la  rotation  w  suivant  les  axes  lixcs, 

'  ^  dt  ^  dt 

.    .  d(\  d^ 

'  ^  dt  '   dt 

d'h  ^  do 
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Nous  avons  pu  faire  en  sorte  que  les  (f  et  ^  fussent 
conslamment  égaux;  on  aura  donc 

il  en  résulte  évidemment  que,  dans  l'espace,  le  point  M 
décrit  une  herpolhodie  Vi  égale  à  V,  située  dans  un 
plan  Ui  qui  coupe  orthogonalement  Taxe  OZ,  en  un 
point  P|  tel  que  OP|  soit  égal  à  to  ;  seulement,  le  rayon 
vecteur  P<  M  tourne  dans  le  sens  négatif. 

On  pourrait  donner  au  solide  S  le  mouvement  qu'il 
prend  dans  les  conditions  données  en  supposant  qu'il 
soit  lié  invariablement  à  un  cône  (C)  qui  aurait  O  pour 
sommet,  V  pour  base  et  faisant  rouler  (C)  sur  un  cône 
égal  (Ci)  qui  a  V<  pour  base;  les  deux  cônes  seront 
constamment  symétriques  par  rapport  à  leur  plan  tan- 
gent commun;  toutefois,  ils  coïncideront  quand  leur 
génératrice  commune  passera  par  l'un  des  points  de 
rebroussement  de  V  et  de  V<  ;  la  rotation  instantanée  est 
mesurée  à  chaque  instant  par  la  distance  du  point  fixe 
au  point  de  contact  de  V  et  de  V| . 


NOTES  SUR  UN  POINT  DE  LA  THEORDS  DES  SÉRIES; 

Par  m.  Auguste  GUTZMER. 


Dans  ses  Remarques  sur  divers  articles,  concernant  la 
théorie  des  séries  (  *  ),  M.  Cesaro  s'occupe  de  telles  séries 
où  le  quotient  de  deux  termes  consécutifs  peut  devenir 
aussi  grand  que  l'on  voudra,  bien  que  la  série  soit  con- 
vergente. Peut-être  n'est-il  pas  sans  intérêt  de  constater 

C)   Voir  ce  Recueil,  3'  série,  l.  VII,  p.  4oi  à  ^07. 
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qu'on  couuait  depuis  longtemps  des  séries  jouissant  de 
celte  propriété.  Ainsi  M.  Stern  dit,  dans  une  Note  de  son 
Lehrbuch  der  algebraischen  Analjsis  (*)  :  Wenn  die 
Glieder  tlieils  zunehmen,  theils  abnehmen,  Inssen  sic 
sich,  wie  sich  von  selbst  versteht,  bei  der'grossen  Man- 
nigfaltigkeit  der  hier  môglichen  Fâlle,  eine  allgemeine 
Regel geben.  Cette  petite  remarque  prouve  que  M.  Stern 
a  eu  en  vue,  en  ell'et,  des  séries  jouissant  de  ladite  pro- 
priété; mais  il  ne  donne  aucun  exemple. 

De  même  M.  Eugène  Catalan  a  considéré  ces  séries 
et  il  a  consacré,  dans  son  Traité  élémentaire  des  sé- 
ries (*),  un  paragraphe  à  des  séries  à  termes  croissants 
et  décroissants .  Dans  les  n°*  40  et  41  de  son  Livre  il  dit  : 
«  Jusqu'à  présent,  nous  avons  supposé  que  les  termes 
de  la  série  proposée  décroissent  indéfini  ment,  du  moins 
à  partir  de  l'un  deux  ;  et  nous  avons  indiqué  diverses  rè- 
gles au  moyen  desquelles  on  peut,  dans  tous  les  cas,  re- 
connaître la  convergence  ou  la  divergence.  Mais  il  peut 
arriver  que  le  terme  général  Uny  tout  en  ayant  pour  limite 
zéro,  soit  exprimé  par  une  fonction  de  n  tantôt  croissante 
et  tantôt  décroissante.  Il  paraît  très  dilUcile  de  trouver 
des  règles  simples,  relatives  à  ce  cas  singulier.  INous 
nous  contenterons  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XV.  —  Si  les  quantités 

U\,       Mj,       M3,        .  .  .  ,       Ufit 

en  nombre  in  fini,  peuvent  former  des  groupes 

ffl=  Ui-h^  Ut-h  ...    -h  Up, 

ffi  "^  Up^i  -f-  Mp^_2-^   ...   -h  U,fy 

g^i  =   Uq^i-\-  Ufj-^i-i     ...      f-  Un 


(»)  Leipzig,  1860,  p.  91. 
(*)   Paris,  1860,  p.  27. 


(  M  ) 

{fuî  rtiminuent  indéfiniment  {en  valeur  absolue)"^  les 
séries 

(U)  Ml  -4-  a, -h  .  .  .   -^  M„-|-  .  .  ., 

(G)  ^,  -_^j-4_   ...  _^^^^   ... 

sont  en  même  temps  cons^er génies,  div^ergentes  ou  indé- 
te/7nînées.  De  plus,  si  elles  sont  convergentes^  elles  ont 
même  somme. 

M.  Catalan  n'a  pas  énoncé  le  théorème  démontré  par 
M.  E.  Weyr  (*).  Mais  il  en  a  donné,  dans  le  n^  42  de 
son  Traité,  trois  exemples.  En  premier  lieu,  il  considère 
la  série 

II         I         II         I 
7«  "^  4*  "^  3*  "^  6*  "^  5«  "^  8» 

dont  leterme  général  est 

1 


•   •  • 


^n  —  / ; :, 

(/l  -T-  I  H-COS/iTT)^ 

En  posant  généralement 


^/  = 


(a*  —  i)*       (2t-h2)* 


M.  Catalan  conclut  que  g/  <[    /  •  _    ,  ;  par  conséquent 

la  série  (G)  est  convergente  et,  d*après  le  théorème  cité 
ci-dessus,  de  môme  la  série  (U).  En  second  lieu,  M.  Ca- 
talan démontre,  par  un  groupement  analogue,  la  diver- 
gence de  la  série  dont  le  terme  général  est 


I 

Un  = > 

/l  -t-  I  -t-  COSAIÎC 


et,  en  dernier  lieu,  il  démontre,  de  la  même  manière,  la 

(')  Jornal  de  Sciencias  mnthematicas  e  astronomicasj  t.    VIII, 
p.  97  à  loo. 


(.5) 
convergence  de  la  série 


2;..=2 


n  =  l  nr=i  WSm /l'COS  — 

%  1 


Celle  remarque  littéraire  montre  qu'on  a  déjà  connu 
depuis  longtemps  des  séries  jouissant  de  ladite  propriété  \ 
mais  il  restait  dans  la  théorie  de  ces  séries  une  lacune, 
remplie  maintenant  par  les  nouvelles  recherches  provo- 
quées par  les  deux  articles  de  M.  Lerch  (^).  Quant  à  ces 
derniers,  ajoutons  quelques  remarques  tirées  d'une 
lettre  que  M.  Lerch  m'a  adressée. 

Dans  les  Contributions  à  la  théorie  des  séries  infi- 
nies, M.  Lerch  a  employé  la  notion ^  un  peu  généra- 
lisée, du  dérivé  d'un  ensemble  de  points  (  Punhtmenge)^ 
dans  le  sens  de  M.  G.  Cantor,  pour  les  éléments  de  la 
théorie  des  séries.  En  particulier,  il  a  considéré  l'en  sem- 
ble caractérisé  par  la  formule  -^^>  où  les  Uy  sont  les 
termes  positifs  de  la  série  inGnie 

U  =  Mo  -H  Wl  +  Mj  -f- 

Il  a  reconnu  alors  que  la  convergence  de  la  série  u  n*a 

pas  pour  conséquence  Texislence  d'une  limite  de  — — 

(pour  V  infini),  mais  que  ce  quotient  peut  surpasser  même 
toute  quantité  donnée.  Il  a  montré  cela  pour  quelques 
cas  particuliers  qui  sont  de  la  forme 

(l)  «0-^  ^0^- ^1  ^- ^1-^- ûtjH- 6j-h  . . ., 


(*)  Contributions  à  la  théorie  des  séries  infinies  {Comptes 
rendus  des  séances  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Bohême» 
Prague,  id  mars  i885). 

Bemargue  sur  la  Théorie  des  séries  {Jornal  de  Sciencias  ma- 
thematicas  e  astronomicas,  t.  VII,  p.  79). 


(  ■>-«) 

où  Sflv  ^t  S^v  soiil  des  séries  convergentes^  les  exemples 
plus  simples  de  M.  Cesaro  sont  du  même  type. 

M,  Lercli  ni*écrit  qu'il  n'aurait  pas  publié  ces  séries- 
là  s'il  n'avait  pas  eu,  pour  son  but,  un  autre  exemple. 
Pour  démontrer  le  théorème  que  la  série  Sv^v^^^"'  <-*st 
convergente  dans  la  même  région  que  la  série  Sflv  J^^?  on 
s'appuie  sur  la  remarque  (*)  que  le  quotient  de  deux 
termes  consécutifs,  du  moins  à  partir  de  l'un  d'eux, 
doit  être  inférieur  à  l'unité,  ce  qui  n'est  pas  vrai.  Mais, 
si  l'on  n'avait  pas  d'autres  séries  que  celles  de  la  forme  (  i), 
on  appliquerait  seulement  la  démonstration  à  chacune 
des  séries  régulières 

ao  -f-  «1  :r'  -f-  aj  a?*  -f-  ... 

pour  conclure  de  la  convergence  de  la  série 

ao-f-  60^7 -♦-  ai  a:* -4-  bxx^  -\-  Ojic^-h  tjr*  H-  . . . 

celle  de  la  dérivée.  C'est  pourquoi  M.  Lerch  a  construit 
la  série 

n 

où  (log/i)  désigne  la  partie  entière  du  logarithme  vul- 
gaire de  n  ou  le  nombre  des  chilfres  de  /?;  et  c'est  pour- 
quoi celle-ci  me  semble  être  plus  refnar(|uable  que  celle 
de  la  forme  (i). 

En  outre,  les  séries  de  la  forme  (i)  et  les  séries  ana- 
logues de  la  forme 

-h  a'"  H-  a'*' -h        -^a""'^ 


C)   Voir^  par  exemple,  UaunagKj  Die  hJlcmetite  der  Differential- 
lOid  fnlegralrcchnun g .  Leipzig,  1S81. 


(  27) 
ont  la  propriété  que,  si  le  quotient  de  deux  termes  con- 
sécutifs peut  devenir  infiniment  grand,  il  doit  aussi  de- 
venir nécessairement  infiniment  petit.  Cette  circonstance 
ne  s'offre  pas  dans  la  série  (2)  de  M.  Lerch. 
La  convergence  de  la  série  (2)  n'exige  pas,  en  effet, 

la  condJtiong^-<[  ^j-  Pour  avoir  un  exemple  d'une  série 

irrégulîère,  il  suflGt  de  prendre 

Un  =  8«-<«'  ^'«)'        (o  <  0  <  I  <  ^), 

où  (n)  est  le  nombre  des  chiffres  de  n.  Mais,  si  n  est  de 
la  forme  10^ — i,  on  aura -^^  =  g^^f"^"*"*;  par  consé- 
quent,  le  quotient  peut  surpasser  toute  quantité  donnée. 


SDR  LES  ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES; 

Par  m.  Gh.  db  GOMBEROUSSE. 


1.   Soit  Péquation  algébrique  quelconque 

m 

La  transformée  en  -  de  cette  équation  est 


(i) 


Ao    .       Al 


,     A/rt_î         Xfn  -1,4 


;;  étant  supposé  différent  de  zéro,  multiplions  les  deux 
membres  par  z"'  et  renversons  l'ordre  des  termes  i^  nous 


(  ^-8) 
aurons 


-h  Ajz*-h  Ai^  -I-  Ao=  o. 

On  obtient  donc  la  transformée  en  -  en  échangeant  dans 

la  proposée  les  coefficients  des  termes  également  éloi- 
gnés des  extrêmes. 

Pour  obtenir  maintenant  la  transformée  en de 

z 

l'équation  cp(z)  =  o,  il  suffit  de  changer  ^  en  —  z  dans 
le  résultat  précédent.  L'équation  de  la  nouvelle  trans- 
formée est  ainsi  : 

-^A;„_,(-^)'«-2-f-... 

H- A,(— -5)«4- Ai(—  z)-hAo—  o. 

Suivant  que  m  sera  pair  ou  impair,  on  changera  dans 
le  second  membre  les  signes  des  ternies  de  degré  impair 
ou  pair.  De  celte  manière,  le  premier  terme  du  second 
membre  aura  toujours  le  signe  -i-,  et  le  facteur  ( — z)'" 
du  premier  membre  sera  toujours  remplacé  par  z"^.  On 

aura  donc  finalement,  pour  la  transformée  en  —  -» 

-'"?(--;^W  A;„3'»- A,„_,z''»-»-hA;„_,;5'«-2-... 

dt  A^z^  1^:  Ai-5  :^  Aq  =  o. 

%  La  dernière  transformation  effectuée  conduit  na- 
turellement à  Tétude  des  équations  réciproques  de  se- 
conde espèce. 

On  peut  appeler  ainsi  toute  équation  ç(z)  =  o  dont 
les  racines,  au  lieu  d'être  simplement  réciproques,  sont 
réciproques  et  de  signes  contraires.  A  une  racine  z  --=  a 


(  29) 

répond  alors  une  autre  racine = >  et  le  produit 

des  racines  conjuguées,  au  lieu  d'être  égal  à  i,  est  égal 
à  —  I. 

La  théorie  des  équations  réciproques  de  seconde 
espèce  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  des  équations  ré- 
ciproques ordinaires. 

3.  Si  l'équation  cp(2)  =  o  a  ses  racines  réciproques 
et  de  signes  contraires,  elle  a  les  mêmes  racines  que  sa 

transformée  en •  On  a  donc  identiquement,  en  dé- 
signant par  X  un  facteur  constant  approprié, 

(i)  tC-îî)^  ^^'"?f— M 

ou 

=  XAm'Z'^ — ^Aw-I^'»-*H-  XAot-j-5"*"*  — .  .  . 
r+rXAj-s«:-XAi;f  ±:XAo, 

c'est-à-dîre 

Ao=XA/i,»         Al  =  —  AAni— I,         Aj=AA/n— îj 

A/n-J  =  —  XAî,  A;n_l  =  =j=  XAl,  A;;,  =  lfcXAo. 

Il  en  résulte,  en  rapprochant  les  égalités  extrêmes, 

=  X=±i         ou         X«  =  ^i. 


•  » 


On  a  donc  les  deux  solutions 

X  =  dr  I         et         X  =  rh  i. 

La  première  conduit  aux  conditions 

Ao=  — A;„,         Ai  =  =pA,n_i,         Xf—à-,  \m-ty 

la  seconde,  aux  conditions 


(  3o) 
Mais  on  peut  ramener  les  équations  considérées  à  un 
type  unique,  en  remarquant  que  les  seules  racines  qui 
paraissent  se  correspondre  à  elles-mêmes  sont  données 
par  la  relation 

z= ou      Z^  =  —  I, 

z 

c'est-à-dire 

z  =:t:  i. 

Admettons  donc  que  l'équation  (f)(z)  =  o  ne  possède 
aucune  racine  égale  à  H-  i  ou  à  —  i,  et  reprenons  Tiden- 
tité 


(I) 


'P(^)  =  Xz«cp^— M 


En  y  faisant  z  =  -t-  i,  on  a^  puisque  —  -r  =  -i-  i, 

(2)  cp(0  =  X(0'»T(0; 

en  y  faisant  z=.  —  i,  on  a  également 

(3)  çp(_,-)  =  X(-0'«?(-0. 

©(i)  et  ç( — i)  étant  différents  de  zéro  par  hypothèse, 
on  a,  en  multipliant  membre  à  membre,  les  rela- 
tions (2)  et  (3),  et  en  simplifiant, 

I=X«(—  «■*)'«  =X*  ou  X=:±|. 

Si  l'on  remplace  maintenant  X  par  cette  valeur,  dans  la 
relation  (2)  par  exemple^  il  vient 

ce  qui  exige  que  m  soit  pair. 

Par  suite,  lorsque  V équation  réciproque  de  seconde 
espèce  ne  renferme  aucune  racine  -\-  i  ou  —  1,  la  soin- 
lion  A  =::  dt  £  n\>xislepas,  t  équation  est  de  degré  pair, 


(  3.     ) 
et  les  coefficients  des  ternies  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes sont  ALTERNATIVEMENT  égaux  et  de  même  signe 
ou  égaux  et  de  signes  contraires. 

Supposons  maintenant  que  Inéquation  <p(2)  =  o  ad- 
mette des  racines  -h  i  et  —  i,  et  mettons-les  en  évidence 
en  écrivant 

L'équation  y*(  3 )  =  o  n*aura,  par  hypothèse,  aucune  ra- 
cine égale  à  + 1  ou  à  —  i,  et  elle  renfermera  les  autres 
racines,  conjuguées  deux  à  deux,  de  l'équation  <p(2)  =  o^ 
supposée  réciproque  de  seconde  espèce.  L'équation 
f(^z)  =  o  sera  donc  elle-même  réciproque  de  seconde 
espèce,  et  elle  remplira  alors  les  conditions  que  nous 
venons  d'énoncer. 

Or,  il  est  toujours  facile  de  débarrasser  préalablement 
Téquation  considérée  des  racines  zt  i  qu'elle  peut  avoir. 
Eu  substituant  -h- 1  ou  —  i  dans  le  premier  membre  de 
Téquation,  on  voit  facilement  si  le  résultat  obtenu  est 
nul^  et,  dans  Taflirmative,  on  n'a  qu'à  diviser  ce  pre- 
mier membf^  par  z  —  i  ou  z  -h  i,  pour  supprimer  la 
raciixc  correspondante. 

^u  point  de  "vue  de  leur  résolution,  il  est  donc 
permis  de  ne  conserver,  parmi  les  équations  réciproques 
de  seconde  espèce,  que  celles  qui  sont  de  degré  pair  et 
dont  les  coefficients  également  éloignés  des  extrêmes 
sont  alternativement  égaux  et  de  même  signe  ou  égaux 
et  de  signes  contraires. 

4.  Le  type  de  ces  équations  est 

■*^  I  -f- A„.s«-f-...  — A3.3»-+- Ajs*— AiS -h  Ao=  o. 

Si  l'on  pose 


I 


(5)  ^_^  =  w^ 


(3a  ) 
chaque  couple  de  racines  conjuguées  (a  et \  conduit 

à  une  seule  valeur  de  u  qui  est  (a  —  -  )•  En  éliminant  z 

entre  les  équations  (4)  et  (5),  on  obtiendra  une  équa- 
tion en  u  de  degré  moitié  ou  de  degré  n. 

Rapprochons  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (4)  les  termes  également  éloignés  des  extrêmes, 
après  avoir  divisé  par  «"  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion.  On  a  ainsi 

(6)  ]  -*-A.(='-»^-p^,) 


(^"-'-i^)-^--   =°- 


Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  en  fonction  de  u  les  bi- 
nômes 

^«  z'»-'  ^«-ï  ^«"ï 

où  les  signes  4-  et  —  alternent.  Pour  cela,  nous  aurons 
recours  à  la  relation  générale 


(••*  i)  (- :)  =  ••* 


^' 


où  l'on  doit  prendre  ensemble  les  signes  supérieurs  et 
les  signes  inférieurs. 
Il  en  résulte  donc 


(7) 


-^-^=^i^i=(^*-i)«-^(-^-^=^i^) 


En  prenant  alternativement  les  signes  supérieurs  et  les 
signes  inférieurs,  celte  formule  donne  l'expression  d'un 
binôme  quelconque  en  fonction  de  u^  à  Taide  des  va- 
leurs des  deux  binômes  précédents.  En  partant  des  deux 


(  ii) 
binômes  z =^  uni  z^~\ — r  =  a,  et  en  faisant  succes- 

z  z^  ' 

sivenient  À"  =  i ,  2,  3,  4;  •  •  •  1  nous  aurons 

z^---^  =  (^z^-^-^ju-^(z^-^j^  =  u'-^ 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  ces  binômes  sont  bien  ceux 
qu'on  a  à  calculer;  car,  le  premier  terme  de  l'équation 
donnée  étant  supposé  toujours  positif,  et  les  racines 
conjuguées  deux  à  deux  ayant  un  produit  égal  à  — i,  le 
dernier  terme  est  alternativement  négatif  et  positif  dans 
les  équations  successives  du  deuxième,  du  quatrième,  du 
sixième,  du  huitième,  du  dixième  degré,  . . .  qu'on  peut 
avoir  à  considérer. 

On  voit  que  l'équation  en  u  sera  bien  de  degré  n. 
Quand  on  Taura  résolue,  les  racines  de  l'équation  en  z 

seront  fournies   par   la   relation  générale   z  —  -  =  m, 

z 

c'est-à-dire  par  l'équation  du  second  degré 

(8)  z^-—  uz  —  i  =  o, 

dont  le  produit  des  racines  est,  pour  chaque  valeur  de  m 
et  comme  cela  doit  être,  égal  à  —  i .  On  a 


2 


et  les  n  valeurs  de  u  conduisent  ainsi  aux  a/z  valeurs 
de  z. 


Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  Vllt.  (Janvier  1889.) 


<  M  ) 


SUR  QUELQUES  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 
GONGER.^ANT  LES  SURFACES  GAUCHES  DU  SECOKD  DEGRÉ; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


On  rencontre,  en  Géométrie  descriptive,  un  certain 
nombre  de  problèmes  qui  consistent  ou  se  ramènent 
immédiatement  à  chercher  les  points  d'intersection 
d'une  droite  a^ec  une  surface  gauche  du  second  degré, 
définie  par  trois  directrices  rectilignes,  ou  par  deux 
directrices  rectilignes  et  un  plan  directeur.  Les  solu- 
tions que  l'on  donne  généralement  de  ces  questions  nous 
ayant  paru  laisser  à  désirer,  au  point  de  vue  de  la  sim- 
plicité et  de  Télégancc,  nous  avons  pensé  qu'il  serait 
peut-être  utile  de  faire  connaître  celles  auxquelles  nous 
avons  été  conduit,  en  nous  appuyant  sur  les  notions 
les  plus  élémentaires  de  Géométrie  projective. 

Nous  résoudrons  tout  d*abord  un  problème  relatif  à 
la  parabole,  dont  nous  aurons  à  faire  usage  dans  la  suite 
de  cette  Note. 

Mener,  dans  un  plan,  par  un  point  donné  m,  une 
tangente  à  la  parabole  (m)  qui  touche  trois  droites  don- 
nées (A),  (B),  (G),  et  dont  Vaxe  est  parallèle  à  une 
direction  donn ce  (  X  ) . 

Soient  a  et  ft  les  points  où  la  droite  (C)  coupe  respec- 
tivement les  droites  (A)  et  (B)  {fig-  i).  D'après  un 
théorème  bien  connu  dû  à  Steiner(*),  ou  obtient  un 


(*)  Les  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à   une  parabole  se 
coupent  sur  la  directrice  de  cette  courbe. 


(  33  ) 
politt  tlu  la  directrice  de  la  parabole  (et),  en  prenant  le 
point  d  d'iiitersectiou  des  perpendiculaires  abaissées  res- 
pective ment  des  points  a  et  b  sur  les  droites  (B)et{A); 
par  conséquent,  la  directrice  est  la  perpendiculaire  rfe 

Fis.  1- 


abaissée  du  point  </ sur  la  direction  (À).  On  a  ensuite 
le  foyer  y,  en  remarquant  que,  le  symétrique  de  ce  point 
par  rapport  â  une  tangente  quelconque  étant  sur  la  di- 
rectrice, la  droite  symétrique  de  la  directrice  par  rap- 
port à  cette  tangente  passe  par  le  foyer.  Eu  conséquence, 
les  symétriques  des  droites  { A  )  et  { B)  par  rapport  à  de 
se  coupent  au  foyery.  La  symétrique  de  de  par  rapport 
à  (A)  s'obtient  d'ailleurs  simplement  en  joignant  le 
point/,  où(Â)  coupe  c/e,  au  poiut /symétrique  de  tj  par 
rapitort  à  (A).  La  symétrique  ik  de  de  par  rapport  à 
(B)  se  construit  de  la  même  manière.  Il  n'y  a  plus  main- 
tenant qu'à  appliquer  la  construction  classique,  qui 
fournit  les  tangentes  menées  d'un  point  donné  à  une 
parabole  dont  on  connait  le  foyer  et  la  directrice.  A  cet 
cSet,  du  point  m  comme  centre  on  décrit  une  circoufé- 


(36) 

rence  passant  par^^  on  joint  le  pointeaux  points  g  et 
h  de  rencontre  de  cette  circonférence  avec  la  dîrecirice 
rfe,  et  du  point  m  on  abaisse  respectivement  sur  fg  et 
J'h  les  perpendiculaires  ms  et  mt.  Les  droites  ms  et  mt 
sont  les  tangentes  cherchées  (*). 

Remarque.  —  Si,  au  lieu  de  connaître  la  direction 
de  Taxe  de  la  parabole,  on  en  connaissait  une  quatrième 
tangente,  on  déterminerait,  d'après  le  théorème  de 
Steiner,  un  second  point  de  la  directrice  rfe,  et  la  con- 
struction s'achèverait  comme  précédemment. 

I.  Construire  une  droite  rencontrant  quatre  droites 
données. 

Soient  (X),  (Y),  (Z),  (T)  quatre  droîles  données, 
occupant  dans  l'espace  des  positions  quelconques  les  unes 
par  rapport  aux  autres.  Imaginons  la  quadrique  engen- 
drée par  une  droite  mobile  A,  s'appuyant  sur  les  trois 
droites  (X),  (Y),  (T),  et  considérons  les  deux  points 
d'intersection  de  cette  quadrique  avec  la  droite  (Z). 
Par  chacun  de  ces  points  passe  une  droite,  et  une  seule, 
telle  que  A.  Les  deux  droites  ainsi  obtenues  satisfont  aux 
conditions  du  problème,  lequel  est  par  conséquent  ra- 
mené à  chercher  les  points  de  rencontre  de  la  droite  (Z) 
avec  la  quadrique  gauche  (S),  qui  a  pour  directrices  les 
droites  (X),  (Y),  (T). 

Prenons,  à  cet  effet,  un  point  o  sur  (Z)  et  un  plan 
(II)  parallèle  au  plan  passant  par  le  point  o  et  la  droite 


(')  Il  est  bien  clair,  d'ailleurs,  que  ces  deux  tangentes,  dans  cer- 
tains cas,  pourront  être    imaginaires.   Les   problèmes   résolus  dan 
cette  Note  étant  des  problèmes  du   second   degré,    une   observation 
analogue  s'applique  à  leur  solution. 
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(T).  Puis  du  point  o  comme  point  de  vue  faisons  une 
perspective  sur  le  plan  (II).  Les  perspectives  des  droites 
telles  que  A  enveloppent  une  conique  F,  qui  résulte 
de  la  section  par  le  plan  (II)  du  cône  de  sommet  o,  cir- 
conscrit à  (S).  Cette  conique  T  est  d'ailleurs  tangente 
aux  perspectives  (X|)  et  (Y<)  des  droites  (X)  et  (Y)^ 
elle  est  pareillement  tangente  à  la  perspective  de  la  droite 
(T),  laquelle  est  rejetée  à  Tinfini,  d'après  Thypothèse 
faite  sur  le  choix  du  plan  (II).  De  cette  dernière  remarque 
il  résulte  que  la  conique  T  est  une  parabole.  Cette  pa- 
rabole est  complètement  déterminée  par  les  conditions 
d'être  tangente  aux  droites  (X|  ),  (  Y»  )  et  aux  perspectives 
de  la  droite  A  prise  dans  deux  positions  particulières. 
Mais  les  droites  cherchées,  devant  rencontrer  à  la  fois 
(X),  (Y),  (Z)  et  (T),  ont  pour  perspectives  les  tangentes 
menées  à  la  parabole  F  par  le  point  m  d'intersection  de 
la  droite  (Z)  avec  le  plan  (II).  Le  problème  se  résoudra 
donc  en  menant  du  point  m  des  tangentes  à  la  parabole 
F,  ce  qui  se  fera  à  Faîde  d'une  construction  indiquée 
plus  haut. 

On  pourra  aussi  prendre  Tinterseciion  de  (T)  avec  la 
droite  joignant  les  points  de  rencontre  du  plan  o(T) 
avec  (X)  et  (Y).  On  aura  ainsi  le  point  de  contact  du 
plan  o(T)  avec  la  quadrique  (S).  La  droite  joignant  le 
point  o  au  point  ainsi  obtenu  rencontrera  le  plan  (II)  à 
l'infini  au  point  de  contact  de  la  parabole  F  avec  la 
droite  de  Finfini,  c'est-à-dire  sera  parallèle  à  Faxe  de 
cette  parabole.  Il  suffira  alors  de  construire  la  perspec- 
tive d'une  seule  jlroite  A,  et  il  restera  à  mener  par  le 
point  m  des  tangentes  à  une  parabole  dont  on  connaît 
trois  tangentes  et  la  direction  de  Faxe,  problème  dont  la 
solution  a  été  exposée  tout  à  l'heure. 

On  simplifiera  pratiquement  l'épure,  en  prenant  le 
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plan  (II)  parallèle  à  l'un  des  plans  projetants  de  la  droite 
(T),  et  le  point  de  vue  o  à  l'intersection  de  ce  plan  pro- 
jetant avec  la  droite  (Z).  JNous  allons  du  reste  indiquer 
brièvement  le  détail  des  opérations  graphiques.  Soient 
respectivement  X  et  X',  Y  et  Y',  Z  et  Z',  T  et  T' les  pro- 
jections horizontales  et  verticales  des  quatre  droites  don- 
nées (Jlg*  2).  Prenons  pour  point  de  vue  de  la  perspec- 
tive le  point  (o,  o')  d'intersection  de  la  droite  (Z,  Z') 


Fig.  2. 
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avec  le  plan  projetant  horizontalement  la  droite  (T,  T'), 
et  pour  plan  du  tableau  un  plan  parallèle  au  précédent, 
ayant  par  conséquent  sa  trace  horizontale  T|  parallèle  à 
T.  Supposons  un  instant  la  perspecUve  obtenue  :  pour 
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exécuter  les  constructions  voulues  dans  le  plandu  tableau, 
nous  rendrons  ce  plan  horizontal  en  le  faisant  tourner 
autour  de  celle  de  ses  horizontales  qui  est  au  niveau  du 
point  (o,  o'). 

Cherchons  les  perspectives  des  droites  (X,  X')  et 
(Y,  Y').  Le  plan  horizontal  passant  par  (o,  o'),  et  re- 
présenté par  sa  trace  verticale  A/,  coupe  (X,  X')  au  point 
(i,  i'),  dont  la  perspective  z,  est  à  la  rencontre  de  T<  et 
de  o/.  Menons  par  (o,  o')  une  parallèle  à  (X,  X'),  qui 
coupe  le  plan  vertical  T<  au  point  (x,  od)  :  ce  point 
(  j?,  j/)  donne  par  rabattement  un  second  point  X\  de  la 
perspective  X 4  de  la  droite  (X,  X');  on  peut  par  suite 
tracer  X|.  On  obtient  de  môme  en  rabattement  la  per- 
spective Yi  de  la  droite  (Y,  Y'),  en  joignant  la  perspec- 
tive/! àvi  point  (y,  /')  à  Tintersection  j'!  du  plan  du  ta- 
bleau avec  la  parallèle  [oy^  o^)  à  (Y,  Y').  Les  droites 
X|  et  Yi  sont  deux  tangentes  de  la  parabole  F.  Pour  en 
avoir  une  troisième ^  faisons  la  perspective  de  la  droite  qui 
est  située  dans  le  plan  projetant  verticalement  (T,  T') 
et  s'appuie  à  la  fois  sur  (X,  X')  et  (Y,  Y').  Le  plan  pro- 
jetant verticalement  (T,  T')  coupe  (X,  X')  en  (a,  a!)  et 
(Y,  Y')  en  (i,  U).  Les  perspectives  de  ces  deux  points 
sont  rabattues  respectivement  en  a^  sur  X|  et  en  b^  sur 
Yj.  La  droite  a^  b^  est  une  troisième  tangente  de  la  pa- 
rabole r. 

Pour  avoir  la  direction  de  Taxe  de  cette  parabole, 
prenons  les  points  (^,  j/)  et  (y,  q')  d'intersection  du  plan 
vertical  passant  par  (T,  T')  avec  les  droites  (X,  X')  et 
(Y,  Y').  La  droite  {pq^  p' q')  coupe  (T,  T')  en  un  point 
(r,  r')  :  la  droite  (or,  oV)  est  parallèle  à  Taxe  de  la  pa- 
rabole r.  Rendons  horizontal  le  plan  vertical  T,  par  une 
rotation  autour  de  son  horizontale  passant  par  (o,  o')  : 
le  point  (r,  /■')  se  rabat  en  ri,  et  la  droite  07\  est  paral- 
lèle à  l'axe  de  la  parabole  F,  lorsque  le  plan  du  tableau 
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qui  contient  cette  courbe  est  rendu  horizontal.  Le  ra- 
battement du  point  nii^  où  la  droite  (Z,  Z/)  perce  le  plan 
du  tableau,  s'obtient  d'ailleurs  immédiatement. 

On  est  ainsi  conduit  à  mener  par  le  point  mi  des  tan- 
gentes à  une  parabole  dont  on  connaît  trois  tangentes 
et  la  direction  de  Taxe.  Pour  cela  (*),  des  points  at  et 
bi  on  abaisse  respectivement  sur  Y,  et  X|  des  perpendicu- 
laires qui  vont  se  couper  en  un  point  d.  La  droite  de 
peipendiculaire  à  o/'i  est  la  directrice  de  la  parabole.  Le 
foyer  est  à  l'intersection  des  droites  symétriques  de  de 
par  rapport  à  X|  et  à  Y|.  Du  point  m^  comme  centre  dé- 
crivons une  circonférence  passant  par  le  point  f  et  ren- 
contrant de  en  g  et  h.  Les  droites  mj  jj  et  m^  fi ,  respec- 
tivement perpendiculaires  h/g  et  ày7z,  sont  les  tangentes 
à  la  parabole  F  qui  passent  par  /Tif.  Soient  t^  et  Ut  les 
points  où  Tune  de  ces  tangentes  coupe  respectivement 
Xi  et  Y| .  Les  droites  joignant  le  point  o  aux  projections 
de  ti  et  de  U|  sur  la  droite  T|  rencontrent  respective- 
ment X  et  Y  en  t  ai  u.  La  droite  tu  est  la  projection  ho- 
rizontale d'une  des  droites  cherchées  :  on  en  obtient 
immédiatement  la  projection  verticale  t'i/.  Les  projec- 
tions horizontale  et  verticale  de  la  seconde  droite  cher- 
chée se  déduiraient  de  la  même  manière  de  la  seconde 
tangente  m^St  menée  de  irit  à  la  parabole  F. 

Remarque,  —  L'épure  précédente  peut  être  faite 
de  vingt-quatre  manières  :  on  peut  en  ellet  prendre  le 
point  de  vue  sur  l'une  quelconque  des  quatre  droites 
données,  et,  une  fois  le  point  de  vue  choisi  sur  Tune 
d'elles,  on  peut  prendre  le  plan  du  tableau  parallèle  au 
plan  projetant  horizontalement  ou  au  plan  projetant  ver- 


(')  Nous  ne  faisons  qu'appliquer  la  construction  exposée  en  détail 
au  commencement  de  celte  Note. 
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ticalemenl  Tune  des  trois  autres,  ce  qui  donne  six  orien- 
tations diilérenles  pour  le  plan  du  tableau. 

II.  Construire  une  droite  rencontrant  trois  droites 
données  et  parallèle  à  un  plan  donné. 

Ce  problème  peut,  en  quelque  sorte,  être  considéré 
comme  un  cas  particulier  du  précédent,  la  droite  cher- 
chée devant,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  projective, 
rencontrer,  outre  les  trois  droites  données,  une  quatrième: 
droite  située  à  Tinfini  dans  le  plan  donné;  aussi  est-il 
facile  de  déduire  la  solution  de  ce  nouveau  problème  de 
celle  du  précédent . 

Soient  (X),  (Y),  (Z)  les  trois  droites  données  et(P) 
le  plan  donné.  Le  point  de  vue  o  étant  pris  sur  l'une 
des  droites,  sur  (Z)  par  exemple,  il  est  clair  que  l'on  ra- 
mènera les  conditions  du  problème  n  celles  du  précé- 
dent en  choisissant  pour  plan  (II),  sur  lequel  on  fait  la 
perspective,  un  plan  parallèle  au  plan(P)  on,  plus  sim- 
plement encore,  le  plan  (P)  lui-même.  Rien  n'empê- 
chera d'ailleurs  de  supposer  le  point  o  à  Tinfini  sur(Z), 
et  de  remplacer,  par  conséquent,  la  perspective  sur  le 
plan  (P)  par  une  projection  oblique  faite  sur  le  même 
plan  parallèlement  à  (Z).  Dans  tous  les  cas,  et  de  quelque 
manière  que  soit  choisi  le  point  de  vue  o,  à  distance 
finie  ou  à  Pinfini,  on  projettera  de  ce  point  sur  le 
plan  (P)  les  droites  (X)  et  (Y),  et  l'on  joindra  par  une 
droite  A  les  points  d'intersection  de  (X)  et  de  (Y)  avec 
le  plan  (P).  On  aura  ainsi  trois  tangentes  de  la  para- 
bole r,  à  laquelle  il  s'agira  de  mener  des  tangentes  par 
la  trace  m  de  la  droite  (Z)  sur  le  plan  (P).  On  complé- 
tera la  détermination  de  cette  parabole  en  déterminant 
la  direction  de  son  axe,  lequel  est  parallèle  à  l'axe 
du  paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  la  droite  A, 
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c'esl-à-dirc  à  rinterseclion  du  plan  (P)  avec  un  plan  pa- 
rallèle aux  deux  droites (X)  et  (Y).  On  sera  ainsi  ra- 
mené au  problème  résolu  au  début  de  cette  .Vote. 

Indiquons  maintenant  brièvement  le  détail  des  con- 
structions. Soient  {^fi^*  3),  sur  deux  plans  de  projection 
se  coupant  suivant  la  ligne  de  terre  LT,  X  et  X',  Y 
et  Y',  Z  et  Z'  les  projections  horizontale  et  verticale  des 


Fîg.  3. 


trois  droites  données,  o.p  eX.  a.q  les  traces  horizontale  et 
verticale  du  plan  (P)  donné.  Il  est  clair  que  la  construc- 
tion à  effectuer  dans  le  plan  (P),  à  laquelle  nous  rame- 
nons le  problème,  peut  être  remplacée  par  la  même 
construction  exécutée  sur  les  projections  horizontales 
(ou  verticales)  des  éléments  sur  lesquels  on  devrait 
opérer  dans  le  plan  (P)  lui-même  :  cela  tient  à  ce  que  \v 
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problème  à  résoudre,  relativement  à  la  parabole  F  située 
dans  le  plan(P),  est  projectîf  et  à  ce  que,  par  une  pro- 
jection cylindrique,  la  parabole  F  est  cliangée  en  une 
autre  parabole  (v)  dont  Taxe  est  parallèle  a  la  projection 
de  Taxe  delà  première.  Cette  remarque  apporte  de  nou- 
velles simplifications  dans  la  solution.  Prenons,  suivant 
les  procédés  connus,  les  projections  horizontales  a  et  b 
des  traces  des  droites  (X,  X')  et  (Y,  Y')  sur  le  plan/^ay. 
La  droite  ab  est  tangente  à  la  parabole  (y).  Projetons  les 
droites  (X,  X')  et  (Y,  Y')  sur  le  plan  poLç  parallèlement 
à  (Z,  Z').  Pour  projeter  (X,  X'),  par  exemple,  il  suffît 
d*en  projeter  Fun  des  points,  et  de  préférence,  pour  sim- 
plifier, le  point  (i,  /')  d'intersection  de  cette  droite  avec 
le  plan  projetant  verticalement  (Z,  Z').  On  obtient  en  c 
la  projection  horizontale  de  la  projection  oblique  sur  le 
plan  (P)  du  point  (z,  îf)  :  ac  est  une  seconde  tangente 
de  la  parabole  (y).  En  opérant  de  même  sur  le  point 
{j\f)  d'intersection  de  la  droite  (Y,  Y')  avec  le  plan 
projetant  verticalement  (Z,  Z'),  on  obtient  le  point  d  : 
bd  est  une  troisième  tangente  de  la  parabole  (y).  Pour 
avoir  la  direction  de  l'axe  de  cette  parabole,  menons  par 
le  point  (i,  V)  une  parallèle  à  la  droite  (Y,  Y'^'),  prenons 
en  r  la  projection  horizontale  de  Fintersection  avec  le 
plan  /7a ^  de  la  droite  ainsi  tracée  :  ar,  étant  la  projec- 
tion horizontale  de  l'intersection  du  plan  pcnq  avec  un 
plan  mené  par  (X,  X')  parallèlement  à  (Y,  Y'),  est  pa- 
rallèle à  Faxe  de  la  parabole  (y).  11  n'y  a  maintenant 
qu'à  mener  à  la  parabole  (y),  complètement  déterminée 
par  les  éléments  obtenus,  des  tangentes  par  le  point  m^ 
projection  horizontale  de  la  trace  de  la  droite  (Z,  Z')  sur 
le  plan  poiq.  Ce  problème  ayant  déjà  été  résolu  plus 
haut,  nous  supprimons  sur  Fépure  les  constructions 
qui  s'y  rapportent,  pour  ne  pas  compliquer  inutilement 
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la  figure.  Soient  £  et  u  (*)  les  points  où  Tune  des  tan- 
gentes menées  du  point  m  à  (y)  coupe  respectivement  ac 
et  bd.  Pour  avoir  la  droite  qui,  s'appuyant  sur  (X,  X') 
et  (Y, Y'),  se  projette  sur  le  plan  ^a^/,  parallèlement  à 
(Z,  Z'),  suivant  une  droite  projetée  horizontalement 
en  mt,  il  suffira  de  faire,  en  partant  des  points  t  et  m,  la 
construction  inverse  de  celle  qui  nous  a  permis  d'obtenir 
les  points  c  et  d^  en  partant  des  points  (i,i')  et  (y,/'). 
La  droite  joignant  les  points  de  (X,  X')  et  (Y,  Y')  ainsi 
trouvés  sera  Tune  des  droites  cherchées.  On  aura  la  se- 
conde par  une  construction  toute  semblable. 

Remarques,  —  i°  La  construction  qui  vient  d*étre 
exposée  peut  se  faire  de  six  manières,  puisque  l*on  peut 
faire  la  projection  oblique  sur  le  plan  poiq  parallèlement 
à  Tune  quelconque  des  trois  droites  données  (X,  X'), 
(Y,  Y'),  (Z,  Z'),  et  que  Ton  peut  ensuite  projeter  ortho- 
gonal ement  la  figure  obtenue  sur  Tun  quelconque  des 
deux  plans  de  projection. 

a"  Au  lieu  de  projeter  la  figure  située  dans  le  plan  poLq 
sur  l'un  des  plans  de  projection,  on  pourrait  procéder 
en  rabattant  le  plan  ^a^  sur  l'un  de  ces  deux  plans; 
mais  on  arriverait  ainsi  à  des  constructions  un  peu 
moins  simples. 

Les  deux  problèmes  dont  la  solution  vient  d'être 
donnée  permettent  de  résoudre  simplement  un  assez 
grand  nombre  de  questions  relatives  aux  surfaces  gauches 
du  second  degré,  ]^ous  allons  les  passer  en  revue,  en 
indiquant,  brièvement  pour  chacune  d'elles,  comment 
on  en  ramène  la  solution  à  celle  de  Tun  des  problèmes 
précédents. 


C)  Cette   partie   des  constructions   n'est   pas   représentée   sur  la 
fi pure. 
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m.  lYouv^er  les  points  d' intersection  d'une  droite 
auec  une  surface  gauche  du  second  degré,  dont  on 
donne  trois  génératrices  rectilignes  d'un  même  sys- 
tème. 

Soit  à  chercher  l'intersection  de  la  droite  (D)  avec  la 
cjuadriquc  gauche  ayant  pour  génératrices  rectilignes 
d'un  même  système  les  trois  droites  (A),  (B),  (C).  On 
construira  les  deux  droites  qui  rencontrent  à  la  fois  les 
quatre  droites  (A),  (B),  (C),  (D)  (problème  I).  Les 
points  d'intersection  des  deux  droites  obtenues  avec  (D) 
seront  les  points  cherchés. 

IV.  Mener,  par  une  droite  donnée  (D),  un  plan  tan- 
gent à  une  surface  gauche  du  second  degré,  dont  on 
donne  trois  génératrices  rectilignes  d'un  même  système. 

Ce  problème,  comme  on  le  sait,  se  ramène  au  précé- 
dent. On  prend  les  points  de  rencontre  de  la  droite  (D) 
avec  la  surface  (problème  III};  puis  on  construit  les 
deux  génératrices  rectilignes  de  cette  surface  qui  passent 
par  chacun  de  ces  deux  points.  Les  quatre  génératrices 
rectilignes,  ainsi  obtenues,  appartiennent  par  couples  à 
des  systèmes  différents,  et  les  génératrices  d'un  môme 
couple  déterminent  un  plan,  qui  est  un  des  deux  plans 
tangents  demandés. 

V.  Construire,  en  un  point  donné  par  une  de  ses 
projections ,  un  plan  tangent  à  une  surface  gauche  du 
second  degré,  déterminée  par  trois  génératrices  recli^ 
lignes  d'un  même  système. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  point  soit  donné  par 
sa  projection  horizontale.  Ce  point  doit  se  trouver  à  la 
rencontre  d'une  verticale  déterminée  avec  la  surface.  Le 
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problème  à  résoudre,  pour  avoir  la  projecliou  verticale 
du  point,  est  donc  un  cas  particulier  du  problème  III. 
Le  plan  tangent  se  construit  ensuite  suivant  les  mé- 
thodes bien  connues. 

VI.  Mener  y  parallèlement  à  un  plan  donné,  un  plan 
Langent  à  une  surface  gauche  du  second  degré,  dé- 
terminée par  trois  génératrices  rectilignes  d'un  même 
système. 

La  génératrice  du  second  système,  située  dans  le 
plan  tangent  cherché,  doit  s'appuyer  sur  les  trois  géné- 
ratrices rectilignes  données  et  être  parallèle  au  plan 
donné.  On  la  déterminera  par  la  méthode  qui  résoud  le 
problème  II.  On  obtiendra  ensuite  par  les  procédés 
connus  le  point  de  contact  de  chacun  des  deux  plans 
tangents  trouvés. 

VII.  Trouv^er  les  points  d' intersection  d'ime  droite 
et  d'un  paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  une 
droite  mobile  s' appuyant  sur  deux  droites  données,  en 
restant  parallèle  à  un  plan  donné. 

Soit  à  chercher  Tintersection  de  la  droite  (D)  avec  le 
paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  une  droite  mo- 
bile, qui  s'appuie  sur  deux  droites  fixes  (A)  et  (B),  en 
restant  parallèle  à  un  plan  (P).  On  construira  les  deux 
droites  parallèles  au  plan  (P),  qui  rencontrent  les  trois 
droites  (A),  (B)  et  (D)  (problème  IP,.  Les  points  d'in- 
tersection des  deux  droites  obtenues  avec  (D)  seront  les 
points  cherchés. 

VIII.  Âfener,  par  une  droite  donnée  (D),  «/i  plan 
tangent  à  un  paraboloïde  hyperbolique,  engendré  par 
une  droite  mobile  s' appuyant  sur  deux  droites  données, 
en  restant  parallèle  à  im  plan  donné. 
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On  sait  que  ce  problème  se  résoud  au  moyen  du  pré- 
cédent. On  prend  les  deux  points  d'intersection  de  la 
droite  (D)  avec  le  paraboloïde  (problème  VU);  puis  on 
construit  les  deux  génératrices  rectilignes  de  la  surface 
qui  passent  par  chacun  de  ces  deux  points.  Les  quatre 
génératrices  rectilignes  ainsi  obtenues  appartiennent 
par  couples  à  des  systèmes  différents  ^  chacun  de  ces 
couples  de  génératrices  détermine  un  plan  qui  est  un 
dos  plans  tangents  cherchés. 

IX.  Construire,  en  un  point  donné  par  une  de  ses 
projections,  un  plan  tangent  à  un  paraboloïde  hyper- 
bolique, engendré  par  une  droite  mobile  s' appuyant 
sur  deux  droites  données,  en  restant  parallèle  à  un 
plan  donné. 

Soit  donnée,  par  exemple,  la  projection  horizontale 
d*un  point  de  la  surface.  Ce  point  doit  se  trouver  à  l'in- 
tersection de  la  surface  avec  une  verticale  déterminée. 
On  est  ainsi  ramené  à  un  cas  particulier  du  problème  VII. 
Ayant  obtenu  les  points  cherchés,  on  construira,  d'après 
les  procédés  connus,  le  plan  langent  au  paraboloïde  en 
chacun  de  ces  points. 

Remarque.  —  Les  constructions  nécessaires  pour  ré- 
soudre les  problèmes  VU,  VllI  et  IX,  déjà  simples  dans 
le  cas  le  plus  général,  se  simplifient  encore  lorsque  le 
plan  directeur  du  paraboloïde  coïncide  avec  un  des  plans 
de  projection. 

Application  à  la  construction  des  normales  à  cer- 
taines surfaces,  —  Les  normales  aux  surfaces  trajec- 
toires des  divers  points  d'un  solide,  dont  le  déplacement 
dépend  de  deux  paramètres  variables,  possèdent,  comme 
on  le  sait,  pour  chaque  position  particulière  du  solide. 
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la  belle  propriété  de  rencontrer  deux  mêmes  droites 
(Manmheim,  Cours  de  Géométrie  descriptwede  V École 
Polytechnique,  2*  édition,  p.  277).  Connaissant,  pour 
une  position  quelconque  du  solide,  les  normales  à  quatre 
des  surfaces  trajectoires,  il  sera  facile,  au  moyen  de  la 
solution  donnée  plus  haut  du  problème  I,  de  construire 
les  deux  droites  rencontrant  ces  quatre  normales  et 
d'en  déduire  la  normale  à  Tune  quelconque  des  surfaces 
trajectoires  du  solide. 


SUR  LES  POIIVTS  D  INTERSECTION  DTNE  CONIQUE  FIXE 
AVEC  UNE  CONIQUE  MOBILE  PASSANT  PAR  DEUX  POINTS 
FIXES; 

Par  m.  p.  APPELL. 


Nous  nous  proposons  d'appb'quer  à  un  cas  élémentaire 
les  méthodes  indiquées  par  Clebsch  (*)  pour  l'étude  des 
groupes  de  points  sur  une  courbe  unicursale. 

Soit  une  conique  fixe  S  supposée  réelle  et  soient 

^,)  ,^m         lit) 

les  expressions  des  coordonnées  d*un  point  de  cette  co- 
nique en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  iT,  f{t)^ 
g{t)  et  ©(f  )  désignant  des  trinômes  du  second  degré  en 
t.  Pour  préciser,  on  peut  supposer  que  le  paramètre  t 
est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  joignant  le  point 
(x,  j^)  de  la  conique  S  à  un  point  réel  fixe  sur  cette  co- 


(  '  )  Voir  Leçons  ««/'  la  Géométriey  par  Clebscii  ;  recueillies  et 
complétées  par  Lindemann,  traduites  par  Benoist,  tome  III.  Gauthier- 
Villars,  i883. 
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nique  :  on  voit  alors  qu'à  chaque  point  (a:  ,j')  correspond 
une  seule  valeur  de  t^  que  si  ce  point  est  réel  la  valeur 
de  t  Test  aussi,  et  réciproquement. 

Considérons  maintenant  deux  points  fixes  P  et  Q  réels 
ou  imaginaires  conjugués,  non  situés  sur  la  conique  S  et 
définis  par  l'intersection  d'une  droite  fixe 

UX  4-  ç'J^  -f-  w  =  o, 

avec  une  conique  fixe  ayant  pour  équation 

F(r,  r)  =  o. 

L'équation  générale  des  coniques  II  passant  par  les  deux 
points  fixes  P  et  Q  est 

(2)         F(jr,7)-i-(Mj:-f-  i>7-h  (v)(Xx-4-  fJL^-f- V)  =  o, 

avec  trois  coefficients  variables  X,  pt-)  v.  Ces  coniques  va- 
riables S  coupent  la  conique  fixe  S  en  quatre  points  parmi 
lesquels  trois  peuvent  être  choisis  arbitrairement;  le 
quatrième  point  d'intersection  est  alors  déterminé  et 
est  unique.  Appelons  f^,  t^^  U^  t^  les  valeurs  du  para- 
mètre t  correspondant  à  ces  quatre  points  d'intersection  : 
ces  valeurs  seront  liées  par  une  relation  algébrique  dé- 
terminant l'une  d'elles  dès  que  les  trois  autres  seront 
connues.  C'est  cette  relation  que  nous  allons  former. 

Supposons  d'abord  que  la  droite  PQ  ne  soit  pas  tan- 
gente à  la  conique  fixe  S  :  elle  coupera  cette  conique  en 
deux  points,  réels  ou  imaginaires,  correspondant  aux 
valeurs  t=  a  et  t  =  b  da  paramètre  f,  fournies  par  l'é- 
quation 

UX  -h  i^y  -+■  w  =  o, 

dans  laquelle  on  remplacerait  xety  par  les  expressions 
(i)  ;  nous  appellerons  x^j^^  et  a:^  r2  les  coordonnées  de 
ces  points  A  et  B.  Pour  trouver  les  valeurs  de  t  corres- 
pondant aux  quatre  points  d'intersection  de  la  conique 
Ann,  de  Matliémat.y  3-  strie,  t.  VHI  (Janvier  1889).  4 
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variable  S  avec  la  conique  fixe  S,  il  faut  substituer  dans 
réquatiou  (a)  de  S  les  expressions  (i)  de  x  Qly 

l'équation  (a)  devient  alors,  après  qu'on  a  réduit  tous 
ses  termes  au  dénominateur  commun  o^{t)^\xne  équa- 
tion du  quatrième  degré  admettant  les  racines  chercliées 
'm  ^2-)  ^3î  ^^^  0*^  aura  donc,  en  décomposant  le  numéra- 
teur de  cette  équation  en  facteurs  du  premier  degré, 
l'identité 

F(ar,j^)H-(Mir-+-  p^-f-t»')(Xj!r-+-  ^y  -4- v) 

OÙ  K  est  une  constante  qui  ne  dépend  pas  de  £,  mais 
qui  dépend  de  X,  [x,  v.  Si,  dans  cette  identité,  on  fait 
f  r=  «,  les  quantités  j:  et  ^  deviennent  les  coordonnées 
Xs  Qij\  du  point  A,  {ux  -f-  ^g'  -4-  w)  s'annule,  et  Ton  a 

F(^i,7i)?'(«)=  K(/|-a)(^- «)(/,  — a)(^~a); 
de  môme,  en  faisant  t  =zb^  on  a 

Divisant  ces  dt^ux  équations  membre  à  membre  pour 
éliminer  K,  on  a  la  relation  cherchée 

/ ^ \  ti  —  a  tt—a  t^—a  fkj;;^  __  p 

^^^        -  t^  —  b  tr  —  b  U-b  t,  —  b~     ' 

où  le  second  membre  C  est  une  constante  ayant  pour 
valeur 

Ou  voit,  comme  nous  l'avions  dit  a  priori,  que, 
<(,  ^a,  ta  étant  choisis  arbitrairement,  cette  relation  (3) 
donne  une  seule  valeur  pour  t^.  Examinons  maintenant 


/ 
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les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter  et  tirons  quel- 
ques conséquences  de  cette  relation  (3). 

I**  Les  points  A  e^  B  sont  réels,  —  Dans  ce  cas,  la 
constante  G  est  réelle  ;  elle  est  positive  si  Y{x^^ys)  et 
F(x2»^2)  sont  de  mêmes  signes,  c'est-à-dire  si  les  points 
A  et  B  sont  tous  deux  à  l'intérieur  ou  tous  deux  à  Tex- 
térîeur  de  la  conique  F (j:,  j^)=  o;  elle  est  négative 
dans  le  cas  contraire.  Nous  simplifierons  la  forme  de  la 
relation  (3)  en  faisant  un  changement  de  paramètre  et 
posant 

où  0  désigne  une  nouvelle  variable  destinée  à  rem- 
placer t,  A  chaque  valeur  de  H  répondent  une  valeur  de  t 
et,  par  suite,  un  point  de  la  conique  S,  et  réciproque- 
ment \  si  0  est  réel,  t  Test  aussi,  et  réciproquement.  Si 
l'on  appelle  6<,  62,  Q3,  9»  les  quatre  valeurs  de  6  corres- 
pondant aux  quatre  points  d'intersection  de  2  avec  S,  on 
voit  que  la  relation  (3)  prendra  la  forme  simple 

(5)  8,026304=0. 

m 

Coniques  S  surosculatrices  à  S.  —  Pour  qu'une  co- 
nicpie  S  soit  surosculatrice  à  S,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
quatre  points  d'interseclion  soient  confondus.  Appelant 
0  la  valeur  du  paramètre  qui  correspond  au  point  de 
surosculation,  on  aura  donc,  d'après  (5), 

(6)  0,=  G; 

cette  équation  a  deux  racines  réelles  ou  \\ei\  a  aucune 
suivant  que  C  est  positif  ou  négatif.  Dans  la  première 
hypothèse,  il  existe  deux  coniques  S  surosculatrices 
réelles;  dans  la  seconde,  il  n'en  existe  pas.  Les  quatre 
points  de  surosculation  réels  ou   imaginaires  ne   sont 
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jamais  sur  une  conique  S,  car  le  produit  des  quatre  ra- 
cines de  Téquation  (6)  est  égal  à  — C. 

Mener  par  un  point  ^^  de  la  conique  S  des  coniques  S 
osculatrices  à  S,  —  Soit  9  la  valeur  du  paramètre  corres- 
pondant au  point  d'osculation,  la  conique  2  osculatrîce 
au  point  Q  coupera  S  au  point  donné  O4  et  en  trois  points 
confondus  avec  6;  on  aura  donc,  d'après  (5), 

(7)  Oi03=G, 

équation  en  8  qui  a  une  seule  racine  réelle  6'  et  deux 
imaginaires  9"  et  9'".  On  ne  peut  donc  mener  par  un 
point  9<  de  S  qu'une  conique  2  réelle  osculalrice  à  S. 
Le  point  9i  et  les  trois  points  d'osculation  réels  ou  ima- 
ginaires 9',  9'',  9"'  sont  sur  une  conique  S,  car  on  a 

0i9'e''ô'"=c. 

2?  Les  points  K  et  ^  sont  imaginaires  conjugués.  — 
Alors  les  quantités  ¥{x^^ys)o^{a)  et  F(jr2,j  2)  f*(^) 
sont  imaginaires  conjuguées;  leur  quotient  C  est  une 
constante  imaginaire  de  module  i , 

G  =  cosw  -h  isinct). 

Les  constantes  a  et  b  étant  imaginaires  conjuguées, 

on  a 

a  =  a -h  î'p,         b  =  OL — rS. 

Pour  aîmplifier  la  relation  (3)  et  n'y  introduire  que 
des  éléments  réels,  posons 


^—  =  col  (  -  -+-  — 


T  étant  un  nouveau  paramètre  que  nous  substituons  à  t. 
Â  chaque  valeur  de  x  répond  une  seule  valeur  de  t^  mais 
à  une  valeur  de  t  répondent  une  inGnité  de  valeurs 
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de  T  différant  les  unes  des  autres  par  des  multiples 
de  aiî  :  en  outre,  si  t  est  réel,  t  l'est  aussi,  et  récipro- 
quement. Donc,  à  chaque  valeur  de  t  correspond  un 
seul  point  de  la  conique  S*,  mais  à  un  point  de  la  conique 
correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  t  diiiërant  les 
unes  des  autres  par  des  multiples  de  2n.  Si  nous  appe- 
lons T<,  Ta,  Tj,  Tj  des  valeurs  de  t  correspondant  aux 
quatre  points  t|,  ^29  ^39  U  d'intersection  de  la  conique  S 
avec  une  conique  î!,  la  relation  (3)  prendra  la  forme 

-+-  tsin  (T|  -f-  tj-4-  T3-+-  Tv-h  w)  =  coso)  -4-  l'sinio; 

d'où 

(8)  x,-4-':2-f-Tj-»-Tv  =  aX-7r, 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Coniques  S  surosculatrices .  —  En  appelant  t  le  pa- 
ramètre du  point  de  surosculation,  on  devra  avoir 

d'où,  pourTi,  quatre  valeurs  obtenues  en  faisant  succes- 
sivement A"  =  o,  I ,  '2,  3, 


T=0,  T=-»  T='7r 


î  ^ "> 


a  2 


les  autres  déterminations  de  l'entier  k  donnent  pour  t 
des  valeurs  qui  diffèrent  de  l'une  des  quatre  précé- 
dentes par  des  multiples  de  27r  et  qui,  par  suite,  ne 
fournissent  pas  de  nouveaux  points  de  la  courbe.  Il  j^  a 
donc  quatre  coniques  S  surosculatrices  réelles  ;  leurs 
points  de  contact  ne  sont  jamais  situés  sur  une  coni(|ue  S, 
car  la  somme  (T'-f-T"-!- T^'-f- x")  est  un  multiple  im- 
pair de  TT. 


\ 

1 
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Mener  par  un  point  ti  de  la  conique  S  des  coniques  ï 
osculatrices  à  S,  —  Appelons  t  le  paranièlre  du  point 
d'oscttlatlon,  nous  aurons 

T,-T-  3t  =  a  Air, 

d*où,  en  faisant  A  =  o,  i ,  2,  trois  valeurs  pour  t  : 

»    _2i        T*— 2^ Il        '-^'— i^ Il 

3'  3         3'  '^3         3' 

II  j  a  donc  trois  coniques  X  osculatrices  réelles;  les 
points  de  contact  et  le  point  ti  sont  sur  une  conique  S-, 
car  on  a 


t'-+-  "r'-h  X^-f- Ti  =  9.71. 


'i°  Nous  avons  supposé,  pour  établir  les  résultats  pré- 
cédents, que  la  droite  PQ  n'est  pas  tangente  à  la  co- 
nique S.  Lorsque  cette  droite  est  tangente  à  S,  les  deux 
points  A  et  B  sont  confondus,  a  devient  égal  h  i,  et 
Téquation 

où  Ton  remplace  j?  et  j^  par  leurs  expressions  (i)  eu 
fonction  de  f,  admet  la  racine  doubla  t  =  a  qui  annule 
aussi  la  dérivée 

Revenons  alors  à  Tidentité 

-''' — ^HÔ  "' 

et  prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres 
par  rapport  à  t.  Nous  aurons  la  nouvelle  identité 

l\c -g'f  -^  ^yy) -^ (  u x't -f-  p y / )  (X J7  -4-  |xr  -4-  y )  -^  (  ^a:  -4-  i>.v  >-Ky )  ( \x\ -t-  }^yt ) 

F(vr,  >')  +  (aj:-H  vy  H-tv)  (Xj7 -h  pij -h  v) 

I  I  1  I  ç'(0 


—  t.t  —  t.      t  —  t,t  —  t^         -fCO' 
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faisons  dans  celle  idenlîlé  <:=  a  el  rappelons- nous  que 
(ux  -\-  vfj-  -^  w)  et  [ux'i  -f-  vy'g)  s'annulenl  |>our  t  =  a, 
nous  aurons  la  relalion  cherchée 

et  —  ti       a  —  tf        a  —  ^3        CL  —  t^ 

h  désignant  une  constante  dont  il  est  inutile  d ^écrire 

l'expression.  Si,   pour  simplifier,  on  change  de  para- 

inèlre  en  posant 

I  h 


a  —  /  4 

5  désignant  un  nouveau  paramètre  qui  prend  les  valeurs 
.«,,  52,  -^s,  ^4  aux  quatre  points  d'intersection,  la  rela- 
lion (9)  devient 

(10)  «l -4- 5i -i- tfj  H- **  =  o. 

Il  n'y  a  plus  alors  qu'une  conique  ISsurosculalrice;  son 
{K)int  de  contact  est  5  =  o.  Par  un  point  54  de  S  on  ne 
peut  plus  mener  qu'une  conique  S  osculatrice  à  S  ;  le 

point  de  contact  est  —  -^ • 

Exercices,  —  1.  En  un  point  M^  de  la  conique  S  on 
mène  une  conique  I  osculatrice  coupant  la  conique  S  en 
un  autre  point  M^-^  en  M^  on  mène  de  nouveau  une  co- 
nique S  osculatrice  qui  coupe  S  en  un  autre  point  M3*,  . . . 
et  ainsi  de  suite.  Calculer  le  paramètre  du  point  M/^ 
ainsi  obtenu  en  fonction  de  paramètre  du  point  M|,  en 
se  plaçant  successivement  dans  les  trois  cas  examinés 
plus  haut.  Chercher  si  M,,  peut  coïncider  avec  M| .  Cher- 
cher si  M/i  tend  vers  une  position  limite  quand  n  aug« 
mente  indéfiniment. 

II.  Appliquer  la  méthode  générale  aux  cas  particu- 
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liers  suivanU,  auxquels  on  pourrait  toujours  ramener 
ies  trois  cas  précédents  par  une  projection  conique  : 

I**  S  est  une  hv]>erbole  —  —  ^^-=1  et  les  coniques  S 
sont  des  cercles 

ou  des  hyperboles  équîlatères  asymptotes  aux  axes 

xy  -4-  X;r  -f-  [ly  h-  v  =  o; 

2"  La  conique  S  est  une  ellipse  et  les  coniques  2 
des  cercles  5 

3**  La  conique  S  est  une  parabole  et  les  coniques  2 
des  cercles. 

IIL  Former  les  relations  qui  lient  les  quatre  valeurs 
du  paramètre  t  correspondant  aux  points  d'intersection 
d'une  conique  fixe  S  avec  une  conique  variable  T  pas- 
sant par  trois  points  fixes  ;  trouver  ensuite  les  coniques  T 
bi tangentes  à  la  conique  S. 


ETUDE  GÉOMÉTRIQIE  ÏÏME  FAMILLE  DE  CONIQUES; 

Par  m.  Charles  FABRY, 

•Vncien  Élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


On  sait  que  la  perspective  d'une  cubique  gauche  sur 
un  plan  quelconque,  en  prenant  pour  point  de  vue  un 
point  de  la  courbe,  est  une  conique.  Si  Ton  prend  pour 
point  de  vue  successivement  tous  les  points  de  la 
courbe,  le  plan  restant  fixe,  on  aura  une  famille  de  co- 
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niques  ;  c'est  celte  ramille  de  coniques  que  je  me  propose 
d'étudier. 


r 


1 .   Soient 


P  le  plan  tixe; 

S,  27'  deux  coniques  quelconques  données  dans  ce  plan  ; 

A,  B,  C  trois  de  leurs  points  d'intersection; 

a  le  quatrième. 

Menons  par  a  une  droite  non  située  dans  le  plan  P, 
et  prenons  sur  cette  droite  deux  points  S  et  S'.  Les 
cônes,  ayant  respectivement  pour  sommets  S  et  S  et 
pour  directrices  S  et  2/,  ont  une  génératrice  commune 
SS';  la  courbe  commune  à  ces  deux  cônes  se  compose 
donc  de  cette  droite  et  d'une  cubique  gauche  qui  passe 
par  les  points  Â,  B,  C,  ainsi  que  par  les  points  S  et  S'. 
Les  deux  coniques  S  et  2/  sont  donc  deux  perspectives 
de  cette  cubique  gauche.  Nous  allons  chercher  à  déiinir 

Fig.  f. 


toutes  les  autres  perspectives  de  la  courbe.  Cherchons 
un  autre  point  de  la  cubique.  Pour  cela,  je  coupe  par 
un   plan  passant  par  SS'  {^fig-    i)*    Ce  plan  coupe  2 
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en  p  et  5/  en  //.  Les  droites  pS^  //S'  se  coupent  en  un 
point  S'^  qui  est  sur  la  cubique.  La  perspective  de  la  cu- 
bique par  rapport  à  ce  point  est  une  conique  ^'  passant 
par  les  cinq  points  A,  B,  C,  p  et  p'> 

Donc  notre  famille  de  coniques  peut  être  déûnie  de 
la  manière  suivante  : 

On  donne  un  triangle  ABC  {Jig'  'à)  et  deux  coniques 

Fig.  2. 


2  et  S'  circonscrites  à  ce  triangle.  Ces  deux  coniques 
se  coupent  en  un  quatrième  point  a.  Par  ce  point  on 
mène  une  sécante  variable  pp'cL-,  et  Von  fait  passer 
par  les  cinq  points  A,  B,  C,  p,  //  une  conique. 

Deux  coniques  de  la  famille  n'auront  qu'un  point 
commun  autre  que  A,  B,  C. 

Les  coniques  S  et  S'  sont  deux  coniques  quelconques 
de  la  famille.  Donc  : 

Théorème  L  —  Si  l'on  prend  trois  quelconques  des 
coniques  définies  comme  ci-dessus,  les  trois  points  d'in- 
tersection (autres  que  A,  B,  C)  (ie  ces  coniques,  prises 
deux  à  deux,  sont  en  ligne  droite, 

2.  La  conique  ^f  doit  passer  par  le  point  où  la  tan- 
gente à  la  cubique  en  S'^  rencontre  le  plan  P,  et  ce  point 
est  celui  où  la  conique  £''  louche  Tenveloppe  de  nos  co- 
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niques.  Or  ce  point  esl  à  l'inlcrsectiou  de  la  tangente 
à  S  en  /;  et  de  la  tangente  kH  en  p'.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Si  W  est  l'intersection  des  tan- 
gentes à  S  et  S'  en  p  etp\  la  conique  passant  par  A,  B, 
C,  /;,  pf  passe  en  M'',  et  ce  dernier  point  est  celui  où 
cette  conique  rencontre  la  conique  infiniment  voisine 
de  la  famille, 

La  conique  I  passe  au  point  où.  la  tangente  en  S  à  la 
cubique  perce  le  plan.  Or  ce  point  est  à  l'intersection 
de  la  conique  IS  avec  la  tangente  à  2/  au  point  a.  On  a 
donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  S  étant  une  des  coniques  de  la  fa- 
mille, les  tangentes  aux  autres  coniques  de  la  famille 
au  point  oii  elles  rencontrent  la  conique  S  passent  par 
un  même  point  M,  qui  est  le  point  où  la  conique  S 
touche  renv^eloppe. 

De  ce  théorème  résulte  que,  par  aucun  point  du  plan 

Fig.  3. 


on  ne  peut  faire  passer  plus  de  deux  coniques  de  la  fa- 
mille. 

3.  Les  théorèmes  II  et  III  sont  des  conséquences  im- 
médiates du  théorème  I. 

Soient  en  effet  S,  ^\  V^  trois  coniques  de  la  famille  : 
^  et  2'^  se  coupent  en  «,  2  et  S''  en  n\  S  et  2'  en  a".  Oii 
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sait  que  les  points  a,  a^  (^  sont  en  ligne  droite.  Soit  S", 
la  conique  infiniment  voisine  de  S^;  elle  rencontre  2 
en  a'^,  2'  en  ai  et  S"  en  M''.  Les  droites  aa^  et  cià^  «ont 

Fig.  4. 


les  tangentes  en  a  et  a'  aux  coniques  S'  et  5.  Or  les 
points  IVr'rtai  et  les  points  M" «'a',  sont  en  ligne  droite, 
ce  qui  démontre  le  théorème  II. 

Le  théorème  III  ii*est  qu'une  autre  manière  d'énoncer 
le  théorème  IL 

Ces  deux  théorèmes  peuvent  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

Si  deux  coniques  de  la  famille  2  ef  2/  se  coupent 
en  a,  la  tangente  à  l'une  d* elles  en  a  passe  par  le 
point  oà  r autre  touche  Vens^eloppe, 

4.  Enveloppe  de  ces  coniques,  —  L'enveloppe  de  nos 
coniques  est  le  lieu  des  traces  des  tangentes  à  leur  cu- 
bique gauche  sur  le  plan  P,  c'est-à-dire  rintersection 
du  plan  P  et  de  la  surface  développable  qui  a  la  cubique 
gauche  pour  arête  de  rebroussemeut.  L'enveloppe  de  nos 
coniques  est  donc  une  courbe  du  quatrième  degré  qui  a 
trois  points  de  rebroussement  en  A,  B,  C.  Les  tangentes 


(dl  ) 

en  ces  points  sont  les  traces  sur  le  plan  P  des  plans 
oscillateurs  à  la  cubique  en  Â,  6,  C.  Or  ces  plans  oscu- 
lateurs  se  coupent  en  un  point  du  plan  P.  Donc  : 

Théorèiwe  IV.  —  L'enveloppe  de  nos  coniques  (ou  lieu 
des  points  tels  que  M!')  est  une  courbe  du  quatrième 
degré f  qui  a  pour  points  de  rebroussement  les  points  A, 
B,  C,  et  les  tangentes  en  ces  points  sont  concourantes. 


U. 

ÉTUDE  DES  CONIQUES,   DROITES  ET    POIMTS  CORRESPONDANTS 

PAR   RAPPORT   A  UN  TRIANGLE. 

5.  Soient  A,  B,  C  un  triangle,  S  une  conique  circon- 

Fig.  5. 


a 


D 


scrile.  Nous  allons  définir  celte  conique  d'une  manière 
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symétrique  par  rapport  aux  éléments  du  triangle,  au 
moyen  d^une  droite  ou  d^un  point  : 

1°  Soient  Aa,  B^,  Cy  les  tangentes  en  A,  B,  C  à  la 
conique  S.  Les  points  a,  ^,  f  sont  sur  une  droite  D,  A 
chaque  conique  S  correspond  une  droite  telle  que  D,  ei 
à  chaque  droite  correspond  une  conique.  La  droite  D 
peut  donc  servir  à  définir  la  conique. 

a®  Les  tangentes  A  a,  Bp,  Cy  forment  un  triangle 
abc,  et  les  droites  Art,  Bi,  Ce  concourent  en  un  point  P. 

Fîg.  (i. 


A  chaque  conique  correspond  un  point  P.  Réciproque- 
ment, si  P  est  donné,  on  en  déduira  les  points  a',  P',  y. 
Or  les  points  a,  ^3,  v  sont  les  conjugués  harmoniques 
des  premiers  par  rapport  à  BC,  AC,  AB,  et  les  points  a, 
j3,  Y  ainsi  construits  seront  en  ligne  droite.  On  aura 
alors  les  tangentes  à  la  conique  en  A,  B,  C,  et  par  suite 
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la  conique.  Le  point  P  peut  donc  aussi  servir  à  définir 
la  conique. 

De  mèmCy  si  T  est  une  conique  inscrite  au  triangle, 

on  pourra  la  définir  par  un  point  ou  par  une  droite;  la 

Jig,  d  fait  sufHsaaiuient  comprendre  de  quelle  manière. 

6.  Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  réfé- 
rence. On  démontrera  sans  difficulté  les  résultats  sui- 
vants : 

Si  un  point  P  a  pour  coordonnées  x,  j%  z,  la  droite 
correspondante  D  aura  pour  équation 

X       Y       Z 

1 1 —  =  o, 

X       y        z 

la  conique  correspondante  S 


X        y        z 


la  conique  inscrite  correspondante  T 


i/i  n/1  -  v/i = »• 


Si  l'on  se  donne  une  courbe  que  décrit  le  point  P,  il 
est  facile  de  trouver  Tenveloppe  de  la  droite  et  des  deux 
coniques  correspondantes  ou  réciproquement. 

Le  Tableau  suivant  donne  quelques-uns  des  résultats 
que  Ton  obtient  ainsi  : 


(64  ) 


M) 
O 
'9 


â-S      2 

©  •      p 


9 

9 

o 


1  = 

C     fi 
t,    g   S 


c  :2 

o  o 

•s  " 

V  9 

c:  ce 

M   ^  «  S 

3  fc  ï  S 

o   o  .-  o 

o,  o    o  <J 

s  *=  £;  « 

>ï   O     O  C 

C3     fil   Q,  Q* 


♦  »J 

C  'V 

o  %) 

^  o 

*j  e 

c  ^ 

»  e 

•r  « 

3  te 


c 
ce 


c 
11 


i 


+ 


1^1  C 


s 

ce 

C 
O 

0» 


O 

'3 


o 

li 


c 
11 


•lî^lS 


v: 


a 

nÎ;^ 

S.8 

B.   S 

<0 

II 

£  « 

â 

b)  5" 

o 
o. 

II 

B 

(4 

1 1 

s 

O 

xie 

• 

« 

•9 

c 

o 
eu 

^ 

■ 

o 

t 

II 

s 
• 

o 

IN  i;^ 

B 

m  • 

^ 

g»  « 
M  S 

«n   T3 

.S  « 

e 

tl 

«    ce 
9  -O 

+ 

tr  c 

IXICJ 

?  é  s 

"C   «fi 
S  i2  i3 

X*    o    «) 

ce    û.-^ 
9  «^ 

cr  î2    fl 

9     « 

t3    "^  a> 

(A 

^99 

-g    ce    o 

§   «  -a 
O 


73 


I       • 

e   9 
ce    c 

c 

«o     o 
«n 


II 

I  ^  !>; 


o     9   •'^ 


T-  'r    C 


c? 


e 
ce 

s 
o 
o. 

O 

O 


o 
o. 


bc  o 
e   a 


N  I  ^ 

II 
>-|o 

II 


8  =^  = 

S  =  1 

a  '-  " 

S  §  2 


1> 


^^ 

c 
ce 

-9 

+ 

e 
o 

l-oi>^ 

en 

"^v^^^ 

o; 

^*v^^ 

;n 

^^^^ 

u 

O 

+ 

US  IX 

O 

1! 

S!  I  O 

+ 

+ 
XlC 


+ 


s      + 

9  n 


2 


o 


9   " 


O 

Q 


o 
II 

+ 

+ 


v\ 

a 

ô 

*j 

m 

1 

w 

(A 

t>i«» 

S 

o 

+ 

■oiK 

«> 

+ 

9 

■^1* 

OIS 

's 

O 

U 

li 

I  ^  I  u 


(65) 

Toutes  les  réciproques  de  ces  théorèmes  sont  vraies; 
par  exemple,  si  une  conique  circonscrite  au  triangle 
âBC  passe  par  un  point  fixe,  le  point  correspondant  de 
cette  conique  décrit  la  droite  correspondante  du  point 
fixe. 

7.  Nous  avons  rencontré  dans  ce  qui  précède  une 
courbe  du  quatrième  degré  ayant  trois  rebroussements. 
Il  est  facile  de  démontrer  que  cette  courbe  est  la  plus 
générale  de  cette  espèce,  c'est-à-dire  que  toute  courbe 
du  quatrième  degré,  qui  a  pour  points  de  rebrousse- 
ment  les  trois  sommets  du  triangle  de  référence,  est  re- 
présentée par  une  équation  de  la  forme 


\f\-^\/\-^\/\=''- 


Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  partir  de  l'équation 
la  plus  générale  des  courbes  du  quatrième  degré  et  d'ex- 
primer qu'elle  a  les  trois  sommets  du  triangle  pour 
points  de  rebroussement.  On  en  conclut  ce  théorème  : 

Théorème  V.  —  Si  une  courbe  du  quatrième  degré 
a  trois  points  de  rebroussement  A,  B,  C  : 

i®  Les  tangentes  en  ces  points  concourent  en  un 
point  V\ 

2**  La  courbe  a  une  tangente  double  qui  est  la 
droite  correspondant  au  point  P  par  rapport  au 
triangle  ABC. 

On  verra  de  même  que  toute  courbe  du  troisième 
degré,  qui  a  un  point  double  (coordonnées  a,  b^  c)  et 
trois*  points  d'inHexion  situés  respectivement  sur  les 
côtés  du  triangle,  avec  les  côtés  de  ce  triangle  pour 
tangentes  d'inflexion,  a  pour  équation 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  VIII.  (Février  1889.)  ^ 
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OU 

/X       Y       Zy  XYZ 

On  en  conclut  ce  théorème  : 

Théorème  VI.  —  Si  une  courbe  du  troisième  degré  a 
un  point  double  et  trois  points  d'inflexion  : 

1°  Les  trois  points  d'inflexion  sont  en  ligne  droite; 

2**  La  droite  qui  joint  ces  points  est  la  droite  con~ 
juguée  du  point  double  par  rapport  au  triangle  Jormé. 
par  les  tangentes  d^ inflexion. 

Les  théorèmes  V  et  VI  se  déduisent  Tun  de  l'autre 
par  les  polaires  réciproques. 

Théorème  VII.  —  Si  deux  coniques  S  et  S'  circon- 
scrites au  triangle  ABC  ont  pour  points  correspon- 
dants P  et  P',  le  point  d'intersection  de  ces  deux  co- 
niques  est  le  point  correspondant  à  la  droite  PP'. 

Car  toutes  les  coniques  dont  les  points  correspondants 

sont  sur  PP'  passent  par  un  même  point,  qui  est  le 
point  correspondant  à  PP. 
On  démontrera  de  môme  : 

Théorème  VIU.  —  Si  deux  coniques  T  etT  inscrites 
au  triangle  ABC  ont  pow^  droites  correspondantes  D 
et  ly,  la  tangente  commune  à  ces  coniques  est  la  droite 
correspondant  au  point  commun  à  DetD', 

Supposons  qu'un  point  décrive  une  courbe  P.  La  co- 
nique circonscrite  correspondant  à  ce  point  enveloppera 
une  courbe  C.  Le  point  où  chacune  de  ces  coniques  ren- 
contre la  conique  infiniment  voisine  est  le  point  con- 
jugué d'une  tangente  à  la  courbe  P.  De  là  ce  théorème  ; 

Théorème  IX.  —  Supposons  qu'un  point  décrire  une 
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courbe  P,  la  conique  circonscrite  correspondante  de 
ce  point  enveloppera  une  courbe  C.  Si  une  droite  reste 
tangente  à  la  courbe  P,  son  point  conjugué  décrira  C. 

On  démontrera  de  même  le  théorème  suivant  : 

Théorème  X.  —  Supposons  qu'une  droite  reste  tan- 
gente à  une  courbe  D.  La  conique  inscrite  correspon- 
dante enveloppera  une  courbe  T.  Si  un  point  décrit  T, 
sa  droite  correspondante  décrira  D. 

Les  réciproques  sont  aussi  vraies. 

Par  exemple,  si  une  conique  inscrite  reste  tangente  à 

la  conique  circonscrite  v  "^  y  "^  7  ~  °'  **  droite  con- 
juguée enveloppera  la  quar  tique  1/x"'"1/y~*"1/7~°* 

Une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC  et  la  co- 
nique inscrite  correspondante  sont  bi tangentes,  et  la 
corde  des  contacts  est  la  droite  correspondant  à  ces  co- 
niques. En  effet,  les  équations  des  deux  coniques  sont  : 

aYZ-hbZX-hcXY  =  o 
et 

X«       Y»       Z«         YZ         ZX         XY 

a*        6'        c'  oc  ac  ab 

et  cette  dernière  équation  peut  s^écrire 

ce  qui  démontre  le  théorème.  Les  points  de  contact  des 
deux  coniques  sont  imaginaires.  On  démontre  sans  dif- 
ficulté que,  inversement,  si  deux  coniques,  Tune  inscrite, 
l'autre  circonscrite  au  triangle  ABC,  sont  bitangentes, 
elles  sont  correspondantes  et  la  corde  des  contacts  est 
la  droite  correspondante  des  deux  coniques. 
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m. 

9.  Revenons  à  la  famille  de  coniques  obtenue  en 
prenant  les  perspectives  d'une  même  courbe  gauche  du 
troisième  degré  par  rapport  aux  différents  points  de  la 
courbe. 

Toutes  ces  coniques  sont,  comme  nous  l'avons  vu, 
circonscrites  à  un  même  triangle  ÂBC.  Cherchons  le 
lieu  du  pôle  de  l'un  des  côtés  du  triangle  par  rapport  à 
ces  coniques. 

Soient  A,  B,  G  les  trois  points  où  la  cubique  ren- 
contre le  plan  P;  Âa,  B^  les  tangentes  en  A.  et  B  à  la 
cubique.  Soit  S  un  autre  point  de  la  cubique.  La  per- 
spective de  la  courbe  par  rapport  à  ce  point  sera  une 
conique  passant  en  A,  B,  C,  et  dont  les  tangentes  en  A 


et  B  seront  les  perspectives  des  droites  Aa,  B^.  Le  pôle 
g  de  AB  par  rapport  à  cette  conique  sera  donc  la  trace 
sur  le  plan  P  de  la  droite  passant  par  S  et  rencontrant 
les  deux  droites  A  a,  B^.  Or,  si  une  droite  rencontre 
une  cubique  gauche  et  deux  de  ses  tangentes,  elle  en- 
gendre un  hyperboloïde  ;  car,  si  Ton  considère  trois 
droites  Aa,  B^,  Cy  et  que  sur  ces  trois  droites  on  con- 
struise un  hyperboloïde,  il  aura  sept  points  communs 
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avec   la  cubique  et  la  contiendra  tout  entière;  donc 
toute  droite   rencontrant  A  a,   B^   et  la  cubique  sera 
située  sur  cet  hjperboloïde,  car  elle  aura  trois  points 
communs  avec  lui.  Donc  : 

Théorèime  XI.  —  Le  lieu  des  pôles  de  l'un  des  côtés 
du  triangle  ABC  par  rapport  aux  coniques  de  la  fa- 
nulle  est  une  conique  circonscrite  à  ce  triangle. 

Réciproquement,  si  Ton  a  une  famille  de  coniques 
circonscrites  à  un  triangle  ABC  et  telles  que  le  lieu 
des  pôles  du  côté  AB  soit  une  conique  S  circonscrite 

Fig.  8. 


à  ABC,  on  peut  les  considérer  comme  les  perspectives 
d'une  même  cubique  gauche,  que  l'on  obtiendra  en 
faisant  passer  un  hyperboloïde  par  S  et  en  traçant  une 
cubique  placée  sur  cet  hyperboloïde  et  tangente  h  deux 
génératrices  de  même  système  en  A  et  B. 

Si  g  est  le  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  à  une  de 
nos  coniques,  la  droite  correspondant  h  cette  conique 
sera  ap.  Si  x,  y^  z  sont  les  coordonnées  du  point  gj  la 

droite  a^  aura  pour  équation  -  H =  o- 
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Or  le  lieu  du  point  g  est  une  conique  circonscrite  au 

3C  V  Z 

trians[Ie  ABC.  On  a  donc  — h  t^  H —  =  o.  Donc  : 

^  abc 

Théorème  XII.  —  Les  droites  correspondant  aux 
coniques  de  notre  famille  passent  par  un  point  fixe. 

Les  points  correspondants  de  ces  mêmes  coniques 
décris/ent  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC. 

On  en  conclut  que  ^enveloppe  est  une  courbe  du 
quatrième  degré  ayant  quatre  points  de  rebroussement. 
On  voit  de  plus  que  les  tangentes  de  rebroussement  de 
Tenveloppe  concourent  en  un  point,  qui  est  le  point 
autour  duquel  tournent  les  droites  correspondantes  des 
coniques  de  la  famille.  Cette  courbe  du  quatrième  degré 
peut  aussi  être  engendrée  par  les  points  correspondants 
des  tangentes  à  une  conique  circonscrite  au  triangle; 
ABC. 

Il  résulte  aussi  du  théorème  XII  que  par  tout  point 
du  plan  passent  deux  coniques  de  la  famille,  car  l'en- 
veloppe des  droites  correspondant  aux  coniques  cir- 
conscrites passant  par  un  même  point  est  une  conique. 

Les  réciproques  sont  vraies,  c'est-à-dire  que  si  des 
coniques  circonscrites  à  un  triangle  ABC  sont  tangentes 
à  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  A,  B,  C  pour 
points  de  rebroussement,  ou  si  leurs  droites  correspon- 
dantes passent  par  un  point  fixe,  ou  si  leurs  points  cor- 
respondants décrivent  une  conique  passant  par  A,  B,  C, 
on  peut  considérer  ces  coniques  comme  les  perspectives 
d'une  même  cubique  gauche.  En  se  reportant  au  théo- 
rème I)  on  aura  le  théorème  suivant  : 

Théorisme  XIU.  —  Si  les  droites  correspondantes  de 
trois  coniques  circonscrites  à  un  triangle  ABC  sont 
concourantes  y   les  trois  points  d'intersection   (autres 
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que  Â,  B,  C  )  de  ces  coniques  prises  deux  à  deux  sont 
en  ligne  droite,  et  réciproquement , 

Si  les  points  correspondants  des  trois  coniques  cir- 
conscrites  au  triangle  ABC  sont  sur  une  même  conique 
circonscrite  à  ce  même  triangle,  les  points  d'intersec- 
tion {autres  que  A,  B,  C)  de  ces  coniques,  prises  deux 
à  deux,  sont  en  ligne  droite,  et  réciproquement» 

10.  Soient  S  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC 
et  P,  P',  P'  trois  points  de  cette  conique.  Considérons 
les  trois  coniques  circonscrites  S,  S',  S"  correspondant 
aux   points    P,  P',   P''.  Nous   venons  de  voir  que  les 


points  d'intersection  de  ces  coniques  prises  deux  à  deux 
sont  en  ligne  droite.  Or  ces  points  d'intersection  sont 
les  points  conjugués  des  droites  PP',  FP',  PP'.  Puis- 
qu'ils sont  en  ligne  droite,  ces  trois  droites  sont  tan- 
gentes à  une  même  conique  inscrite  au  triangle.  De  là  ce 
théorème  : 

Théorème  XIV.  —  Si  deux  triangles  sont  inscrits  à 
une  conique,  leurs  six  côtés  sont  tangents  à  une  même 
conique* 

On  démontrera  d'une  manière  analogue  : 
Théorème  XV.   —   Si  deux  triangles  sont  circon- 
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scrits  à  une  même  com'que,  leurs  six  sommets  sont  sur 
une  même  conique. 

10.  De  ces  ihéorèines  on  peut  déduire  le  théorème 
de  Poncelet  : 

Etant  données  deux  coniques  S  et  T,  s'il  existe  un 
triangle  ABC  inscrit  à  S  et  circonscrit  à  T,  il  en  existe 
une  infinité. 

Prenons  en  elFet  un  point  ^  sur  S,  et  de  ce  point  me- 
nons les  tangentes  ^a,  ^v  à  T,  et  joignons  ay.  D'après 
le  théorème  XIV,  il  existe  une  conique  tangente  aux  six 

Fig.  10. 


côtés  des  deux  triangles  ABC,  oc^Y'  ^^  cette  conique  se 
confond  avec  T,  car  elles  sont  tangentes  aux  cinq 
mêmes  droites  ;  donc,  etc. 

Inversement,  du  théorème  de  Poncelet  on  déduira 
facilement  tous  les  théorèmes  que  nous  avons  démon- 
trés, sans  avoir  recours  à  la  courbe  gauche  qui  nous  a 
servi  de  base. 

IV. 

Nous  allons  examiner  quelques  cas  particuliers  des 
théorèmes  que  nous  avons  démontrés. 

11.  Nous  avons  vu  que  Ton  pouvait  définir  la  famille 


(  73) 
des  coniqaes  au  moyen  de  deux  coniques  S  ci  S'  (n®  1  ). 
Deux  des  points  A,  B,  C  pourraient  être  imaginaires 
sans  que  les  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  ces- 
sent d'être  vrais. 

Supposons,  en  particulier,  que  ces  deux  coniques 
soient  des  cercles,  le  théorème  XI  devient  alors  le  sui* 
vaut  : 

Si  trois  cercles  ont  un  point  commun  A  et  si  les 
trois  autres  points  communs  à  ces  cercles  pris  deux  à 
deux  sont  en  ligne  droite,  leurs  trois  centres  et  le 
point  A  sont  sui*  un  même  cercle,  et  réciproquement. 

Ce  théorème  est  facile  à  démontrer  par  la  Géométrie 
élémentaire;  c'est  une  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème de  Simpson. 

On  eu  conclura  facilement  les  théorèmes  suivants, 
qui  sont  toujours  des  cas  particuliers  de  théorèmes  déjà 
démontrés  : 

Soient  C  et  G  deux  cercles,  A  et  a  leurs  points  d'in- 
tersection.  Par  ol  on  mène  une  sécante  variable  oLpq^ 

Fig.  II. 


et  l'on  trace  le  cercle  circonscrit  au  triangle  kpq.  On 
a  ainsi  une  famille  de  cercles  : 

I"  Le  lieu  de  leurs  centres  est  un  cercle  passant 
en  A; 
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2®  Les  points  d'intersection  {autres  que  A)  de  trois 
quelconques  de  ces  cercles  pris  deux  à  deux  sont  en 
ligne  droite; 

3°  Le  cercle  passant  par  A,  p^  q  passe  en  M,  et  le 
point  M  est  le  point  ou  ce  cercle  touche  V enveloppe 
des  cercles  analogues  ; 

4°  Cette  enveloppe  (ou  lieu  des  points  M)  est  un  li- 
maçon de  Pascal  qui  a  un  point  de  rebroussement 
en  A. 

12.  Nous  ne  ferons  que  signaler  le  cas  où  le  plan  de 
la  figure  serait  tangent  à  la  cubique  gauche.  On  aurait 
alors  une  famille  de  coniques  passant  par  un  point  A  et 
tangentes  à  une  droite  D  en  un  point  donné  B.  L'en- 
veloppe serait  alors  une  courbe  du  troisième  degré  ayant 
un  point  de  rebroussement  en  A,  un  point  d'inflexion 
en  B  avec  D  pour  tangente  en  ce  point. 

Comme  cas  particulier,  B  pourrait  être  à  Tinfini^  les 
coniques  auraient  alors  une  asymptote  commune. 

Enfin,  si  la  droite  D  allait  elle-même  à  l'infini,  on 
aurait  une  famille  de  paraboles  ayant  un  point  commun 
A,  et  ayant  même  direction  d'axe.  Leur  enveloppe  se- 
rait une  cubique  de  la  forme  y^=^  j:',  ayant  le  point  A 
pour  point  de  rebroussement.  De  là  ce  théorème  : 

On  donne  la  courbe  y^  =  x^^  et  Von  considère  des 
paraboles  ayant  leurs  axes  parallèles  à  Oy,  passant  à 
r origine  et  tangentes  à  la  courbe  donnée.  Si  l'on 
prend  trois  quelconques  de  ces  paraboles,  les  points 
d'intersection  des  paraboles  prises  deux  à  deux  sont 
en  ligne  droite. 

13.  Le  plan  de  la  figure  peut  aussi  être  osculateur  à 
la  cubique  gauche.  Ou  a  alors  une  famille  de  coniques 
osculatrices  en  un  même  point  A.  Les  points  d'inter- 
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section  de   trois  quelconques    de   ces  coniques   prises 
deux  k  deux  sont  encore  en  ligne  droite.  Dans  ce  cas, 
l'enveloppe   est  une  conique,  tangente  en  A  à  toutes 
les  coniques  de  la  famille. 

V. 

14.  En  transformant  par  polaires  réciproques  les  pro- 
priétés que  nous  avons  démontrées  jusqu'ici,  nous  al- 
lons obtenir  une  nouvelle  série  de  propriétés.  Nous 
ferons  observer  d*abord  que,  si  une  conique  est  circon- 
scrite à  un  triangle  ABC,  sa  conjuguée  sera  une  conique 
inscrite  au  triangle  conjugué  du  premier,  A'B'C,  et  que 
la  droite  et  le  point  correspondant  à  la  première  conique 
par  rapport  au  triangle  ABC  auront  pour  conjugués  le 
point  et  la  droite  correspondant  à  la  deuxième  conique 
par  rapport  à  A'B'C 

Ceci  posé,  soient  ABC  un  triangle,  T  et  T'  deux  co- 
niques inscrites  à  ce  triangle,  A  leur  quatrième  tangente 

Fig.  12» 


commune.  Prenons  sur  cette  droite  un  point  a,  et  me- 
nons de  a  les  tangentes  a^,  xq  aux  coniques  T  et  T', 
puis  construisons  la  conique  'ï^'  inscrite  au  triangle  ABC 
et  tangente  aux  droites  ccp^  ay.  Lorsque  le  point  a  se 


déplace  sur  A,  nous  aurons  une  famille  de  coniques 
qui  jouiront  des  propriétés  suivantes  : 

1**  Si  l'on  prend  trois  quelconques  de  ces  coniques, 
les  tangentes  communes  de  ces  coniques  prises  deux  à 
deux  sont  concourantes. 

a^  La  conique  T' tangente  à  AB,  BC,  AC,  a/7,  aq  est 
tangente  h  pq^  et  pq  est  la  tangente  à  Tenveloppe  de 
ces  coniques  au  point  où  elle  est  touchée  par  T^. 

Ou,  ce  qui  revient  au  même  y  si  A  est  la  tangente 
commune  à  deux  coniques  T  et  T'  de  la  famille,  le 
point  de  contact  de  A  et  de  T  est  sur  la  tangente  à  T^ 
au  point  où  elle  touche  l'enveloppe. 

3°  L'enveloppe  de  ces  coniques  (ou  enveloppe  des 
droites  pq)  est  une  courbe  du  troisième  degré,  qui  a 
pour  tangentes  de  rebroussement  les  trois  côtés  du 
triangle  ABC,  et  qui  a  un  point  double. 

4^  La  polaire  de  Tun  des  sommets  du  triangle  ABC 
enveloppe  une  conique  inscrite  à  ce  triangle. 

5°  Les  points  correspondant  à  ces  coniques  par  rap- 
port au  triangle  ABC  sont  en  ligne  droite. 

6^  Si  les  points  correspondants  de  trois  coniques 
inscrites  à  un  triangle  sont  en  ligne  droite,  les  tan- 
gentes communes  à  ces  coniques  prises  deux  à  deux 
sont  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

Citons  comme  cas  particulier  du  quatrième  théo- 
rème : 

Si  trois  paraboles  ayant  un  foyer  commun  ont  leurs 
sommets  en  ligne  droite,  les  tangentes  communes  à  ces 
paraboles  prises  deux  à  deux  sont  concourantes,  et  réci- 
proquement. 

La  démonstration  élémentaire  de  cette  proposition 
n'offre  aucune  difficulté. 
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ÉQUATION  GÉNÉRALE  DKS  SURFACES  RÉGLÉES  DONT  LA  LIGNE 
DE  STRICTION  SATISFAIT  A  CERTAINES  CONDITIONS; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


I.  Premier  problème.  —  La  ligne  de  striction  est 
donnée. 

1.  Soient 

^1  =  /(«)» 

«1  =  <]/(*), 

les  équalions  de  la  ligne  donnée,  dans  lesquelles  X|,  j^i, 
Z|  sont  les  coordonnées  d'un  point  variable  Pde  la  ligne, 
et  s  une  variable  auxiliaire  représentant  la  longueur  de 
l'arc  AP  de  cette  ligne  qui  est  compris  entre  un  point 
fixe  A  et  le  point  variable  P. 

SoientX,  [X,  v  les  cosinus  des  angles  que  la  génératrice 
du  point  P  fait  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  rec- 
tangulaires. Soit  u  une  longueur  quelconque  PM  prise 
sur  cette  génératrice  et  désignons  par  x,  y^  z  les  coor- 
données du  point  M.  On  a  alors 

z  =  4'(*)-4-vw. 

Ces  équations,  dans  lesquelles  «  et  u  sont  deux  variables 
indépendantes  et  \  [x,  v  des  fonctions  arbitraires  de  s^ 
représentent  toutes  les  surfaces  réglées  passant  par  la 
ligne  donnée. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'elles  représentent  toutes  les  sur- 
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faces  réglées  ayant  pour  ligne  de  striction  la  ligne  don- 
née, si  les  fonctions  de  s  que  nous  appelons  X,   (jl,  v 
satisfont  à  Téquation  différentielle  suivante  : 

Si,  d'autre  part,  on  appelle  a  l'angle  de  la  génératrice 
qui  passe  au  point  P  avec  la  courbe  donnée^  on  a  évi- 
demment, que  cette  courbe  soit  ou  non  ligne  de  striction, 

(2)  cosa  =  2X/'(5). 

Enfin,  il  est  facile  de  calculer  le  paramètre  de  distribu- 
tion w  de  la  génératrice  du  point  P.  La  valeur  de  ce  pa- 
ramètre, dans  le  cas  particulier  où  la  ligne  donnée  est 
ligne  de  striction,  prend  la  valeur  simple  qui  suit  : 

sin*a       v^  /rfX\a 


(^)  ^-^"  =  2; 


\ds  / 


2.  Laissons  a  fonction  arbitraire  de  s.  Définissons  les 
fonctions  X,  [ji,  v  par  les  équations  (1)  et  (2),  auxquelles 
se  joint  l'équation 

(4)  X«-4-{i«-t-v«=i, 

et  nous  aurons  ainsi  toutes  les  surfaces  réglées  ayant  la 
ligne  de  striction  donnée.  L'équation  (3)  nous  donnera 
alors  le  paramètre  de  distribution  pour  les  génératrices 
de  la  surface. 

Pour  intégrer  le  système  [(i),  (2),  (4)]9  différentions 
(2)  en  tenant  compte  de  (i).  Nous  aurons 

(5)  -dT-^ld^-^^'^'^ 

alors  (2),  (4),  (5)  donnent  X,  [x,  v.  Les  relations  (a) 
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ei   (5)  donnent   d'abord  X  et  [n.  Portant  ces   vak^urs 
dans  (4),  on  a  une  équation  en  v  du  second  degré. 

3.  Supposons,  comme  exemple,  qu'on  nous  donne 
Thélice  représentée  par  les  équations  suivantes  : 

s 

X  =.a  cos  —  > 
a 

.    s 
y  =  a  sin  —  > 

-^  a 

z  =  bs. 
En  posant 

R  =  4/6» 4-  sin«a  -  a«{6«-i-  o(^7^)*> 

on  obtient 

^  .    s  cosa  —  6R  5   ^cosa 

A  =  —  sm j-z a  cos = —  » 

a       b^-\-\  a      as 

s  cosa  —  àR  .    s  dcosa 

U  =  cos rr a  Sin -; , 

^  a       6>  -h  I  a      as     ^ 

h  cosa  -f-  R 

V  =    -  • 

U  est  facile  de  calculer  — p  >  c'est-à-dire  Z^izr)  ' 
On  voit  aisément  que  cette  valeur  de  — p  ne  contient 

que  Tangle  a  et  ses  dérivées.  D'où  le  résultat  suivant,  qui 
est  pour  ainsi  dire  évident  a  priori  : 

Dans  toute  sur/ace  réglée  ou  la  ligne  de  striction  est 
une  hélice,  si  toutes  les  génératrices  coupent  cette  ligne 
sous  un  même  angle,  toutes  ont  le  même  paramètre  de 
distribution, 

La  réciproque  est  fausse.  Si  la  ligne  de  striction  est 
une  hélice  et  que  le  paramètre  de  distribution  soit  le 
même  pour  toutes  les  génératrices,  le  cosinus  de  l'angle 
sous  lequel  ces   génératrices    coupent  l'hélice,  au  lieu 
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(1  L*trc  constant,  est  une  l'onction  de  s  définie  par  une 
équation  différentielle  du  second  ordre. 

4.  En  faisant  6  =  0  dans  le  cas  précédent,  Tiiélice 
(U*vient  un  cercle  de  striction.  On  a,  dans  ce  cas, 

^  ,    s  s  dco^a 

À  =  —  cosa  sin a  cos ; —  > 

a  a      as 

s  .    s  dcosa 

IX  =  cosa  cos a  sin ; — • 

'  a  a      as 


=  sin.^l-«»(gy. 


Si,  en  particulier,  a  est  une  constante,  il  est  facile  de 
voir  qu'on  a  la  surface  gauche  de  révolution.  Donc  : 

Toute  surface  gauche  qui  a  un  cercle  pour  ligne  de 
striction  et  dont  les  génératrices  coupent  ce  cercle  sous 
le  même  angle  est  une  surface  gauche  de  résolution. 

II.  Second  problème.  —  La  ligne  de  striction  est 
plane. 

1.  Prenant  le  plan  de  cette  ligne  pour  plan  des  xj , 

on  a 

Hs)  =  o; 
alors  la  relation 

devient 

/V)*+?'(^)«=i. 
Nous  poserons 

/'(s)  =  COSO), 
^'(s)=  sinto; 

ct)  sera  alors  une  fonction  arbitraire  de  5,  puisque  la 
ligne  de  striction  est  une  ligne  plane  arbitraire.  Pre- 
nons pour  a  une  fonction  arbitraire  de  s. 
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jNous  aurons  alors  les  équations  suivaulcs  pour  dé  ter- 
miner les  fonctions  de  s  que  nous  appelons  X,  tji,  v, 

,    .  d\  dii  . 

(i)  -T-coscuH — r-sinai  =  o, 

^    '  as  as 

(2)  X  cosw -h  fx  sino)  =  cosa, 

<3)  X«-hîJi*-hv«=i. 

Diil'érentions  (!i)  en  tenant  compte  de  (1).  Nous  avons 
ainsi 

^  /  V  ^    •  ,      da 

(4)  — A  sinco  4- 11  cosw  = — sina-7— • 

Les  équations  (2)  et  (4)  donnent  X  et  jjl.  Puis  Téqua- 
lîon  (3)  donne  v. 

Le  problème  est  donc  résolu.  On  obtient 

^  .  .       dOL 

A  =  cos(o  cosa  H-  sintu  sina  -r-  , 

diM 

di. 

(5)  i   fji=  sino)  cosa  —  cos<s>  siiix-j-^ 


=  sinay/.-(^)'. 


En  particulier,  si  a  est  une  constante^  nous  aurons 
pour  les  équations  de  la  surface 

X  =  j  cos  a>  c?j  -H  a  cos  w  cos  a, 
(6) 


I  y  =f  sin 


w  ds  -h  tt  sin  eo  cos  a. 


2/  sin  a. 


Dans  ces  formules  (6),  <•>  représente  une  fonction  arbi- 
traire de  5. 

2.  Pour  calculer  le  paramètre  de  distribution  des  sur- 
faces ci-dessus,  différentions  la  formule  (4)- 

Ann.  de  Mathémat,^  3*  série,  t.  VIII.  (Février  18S9.)  6 
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Nous  obleiions 


dk    .  d\L  d(a        d  /  .       d%  \ 

r-  sin  o)  H — 7-  cosoi  =  cosa  -; 7-1  sina  -=—  )• 

ds  ds  ds       ds\         au>/ 

Ajoulons  le  carré  de  cette  dernière  équation  au  carré 
de  l'équation  (i).  Nous  avons  ainsi 

Cette  expression  ne  dépend  que  de  a,  de  (o  et  de  leurs 
dérivées,  mais  ne  contient  pas  s  directement. 

Il  en  est  évidemment  de  même  de  -r  9  diaprés  la  der- 
nière des  formules  (5);  et,  par  suite,  il  en  est  de  même 
du  paramètre  de  distribution. 


SUR  DEUX  DÉTERMINANTS  NUMÉRIQUES  ; 

Par  m.  g.  FOURET. 


Certains  déterminants  numériques,  d'une  forme  sim- 
ple, présentent,  quel  que  soit  leur  ordre,  des  valeurs 
remarquables.  En  voici  deux  exemples,  qu'il  nous  a  paru 
intéressant  de  faire  connaître. 

I.  Le  déterminant 


I 

I 

I 

I 

—  I 

0 

I 

I 

—  1 

—  1 

0 

I 

■ 

• 

9 

• 

—  I 

—  I 

—   1 

0 

n 


a,  quel  que  soit  son  ordre  //,  une  valeur  égale  à  /'u- 
nité. 
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Dësiguous  par  X,,  ce  déterminant.  Nous  n'allérous 
pas  sa  valeur  en  retranchant  des  éléments  de  la  pre- 
mière colonne  les  éléments  correspondants  de  la  seconde. 
Ou  a  par  suite 


X« 


c'est-à-dire 


o 

I 

I 

I 

0 

1 

() 

—  1 

o 

o      —  I       —  I 


1 

1 

1 

I 

o 

I 

1 

—  1 

c> 

—  I 


I     —  I 


X«  =  X] 


I     I 
I     o 


/f 


I 
I 
I 

• 

o 


V 


»-l 


=  I. 


C.   Q.   F.    n. 


II.  Le  déterminant 


o 

I 

I 

I 

I 

o 

1 

I 

1 

—  I 

o 

I 

■ 

■ 

• 

• 

I 

—  I 

—  1 

0 

H 


est  nul  ou  égala  l'unité,  suivant  que  son  ordre  n  est 
impair  ou  pair  ( *  ). 

Désignons  par  Y,|  ce  déterminant.  En  retranchant  les 
éléments  de  la  seconde  colonne  des  éléments  correspon- 


(*)  On  sait  d'ailleurs,  d'une  manière  générale,  que  tout  délermi- 
nant  symétrique  gauche  d'ordre  impair  est  nul. 
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danls  (le  In  première,  on  a  encoi-e 


V„  = 


I 

1 

I 

•    «    • 

I 

1 

o 

1 

•    ■    • 

I 

o 

—  I 

o 

•    •    • 

I 

o      —  I       —  I 


. .     o  l„ 


ou  bien,  en  développant  ce  déterminant  par  rapport  aux 
éléments  de  la  première  colonne, 


Y„  =  - 


o 
I 


I 

o 


—  1     —  I 


I 
I 

a 

O 


n-l 


I 

—  I 

• 

—  I 


I 
O 


I 
1 

• 

O 


n-X 


c'esl-à-dire,  d'après  les  notations  que  nous  avons  adop- 
tées, 

OU  encore,  en  vertu  du  premier  lliéorèmc, 


Y«  =  -¥;._,+  I. 


Mais  on  a 


Y,= 


o      I 
—  I     o 


=  I. 


On  en  conclut,  d'après  la  relation  de  récurrence  trou- 


vée 


Y3=o,        Y4  =  i,        Y8=o, 


C.   Q.    P.    D. 


Dans  une  Note  publiée  en  1 886  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France  (t.  XIV^  p.  i46), 
nous  avons  fait  connaître  la  valeur  de  quelques  autres 
déterminants  numériques  remarquables.  Nous  ajoute- 
rons que  Ton  trouve  démontré,  dans  cette  même  Note, 
le  second  des  deux  théorèmes  communiqués  par  M.  J. 
Moucliel  aux  lecteurs  des  Nouvelles  u4nnales,  en  août 
dernier,  théorèmes  qui  ne  dilïerent  d'ailleurs  entre  eux 
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que  par  la  forme  de  renoncé.  Nous  rappellerons  enfin 
que,  dès  18469  M.  Catalan  s'étail  occupé  de  questions  du 
même  genre  dans  ses  Recherches  sur  les  déterminants 
(  Bulletin  de  l 'A  cadémie  royale  des  Sciences,  des  Lettres 
et  des  Beaux- Arts  de  Belgique,  t.  XIII,  2®  Partie, 
p.  534). 


NODVEAU  THÉORÈME  SUR  LES  PROGRESSIONS  ARITBNÉTIOUES; 

Pau  m.  Josepo  JOFFROY, 
Professeur    aa    lycée    de    Nantes. 


Un  de  mes  élèves,  Gaston  Brunet  (classe  de  4*  année 
d'Enseignement  spécial)  a  le  mérite  d'avoir  remarqué 
par  des  essais  la  propriété  numérique  suivante  : 

Soit  les  progressions 

;   I  .3.5.7.9.  I  *  • ^^'  •  ' 

7    1      •      \3      %     '1       •         1  «3  «   «   • 

Le  premier  terme  de  la  dernière  est  le  cube  du  pre- 
mier terme  de  la  première;  la  somme  des  trois  ternies 
suivants  (5,  9,  i3)  est  le  cube  du  terme  3,  la  somme  des 
cinq  termes  suivants  est  le  cube  du  terme  5,  etc. 

Il  a  été  conduit  à  cette  relation  par  la  même  relation 
connue  sur  les  progressions 

Ij       2)       J,      4,       D,      0, •    7»      "î       ••• 

I)  O.  3j  y. 


a     .     •    . 


Cette  propriété  et  celle  que  Brunet  a  trouvée  sont  des  cas 
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particuliers  du  théorème  suivant  auquel  elles  m*QUt  con- 
duit : 

Soient 

a,b,c,d.e,f,..k,l{l'h  R). . . 

une  progression  arithmétique  à  ternies  entiers  et 
soient 

la  progression  formée  par  les  termes  de  rang  impair  de 
l'autre;  je  décompose  la  seconde  en  groupes  de  a^b^Cy 
dy  .../,(/  H-  R)  termes  :  la  somme  des  termes  du  pre- 
mier groupe  vaut  le  cube  de  a,  la  somme  des  termes 
du  second  groupe  vaut  le  cube  de  by  . .  .y  la  somme 
des  termes  du  («  -j-  i)  groupe  vaut  le  cube  rfe  /  +  R? 
à  la  seule  condition  que  le  terme  a  soit  t unité  ou  à  la 
seule  condition  que  R  =  a. 

Démonstration.  —  Le  premier  terme  du  groupe  qui 
contient  /  +  R  termes  de  la  seconde  progression  est  pré- 
cédé par 

a-h6-hc-+-...-h/    ou     (a -+-/)  — termes. 

Je  remplace  n  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  connue 

/  =  aH-(n  — i)R 

et  je  trouve  que  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  ce 

terme  est 

{a-h  l){l  —  a  -+-  R) 
^ 

Ce  terme  vaut  donc 

a-h(a-f-/)(/  —  a-H  R). 
Le  dernier  terme  du  groupe  considéré  vaut 

a -^  {a  -^  l){l  —  a  -h  V^)  -\-  {l  +  \\.  —  \)'>.^, 
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el  la  somme  des  termes  de  ce  groupe 

[a -4- (a  H- /)(/  — a -+- R) -4- (/+ R  —  i)  R](/ 4- R), 

expression  qui  peut  s'écrire 

[(/-4-R)«H-(i  — a)(a  — R)](/h-R) 

et  qui  peut  se  réduire  a   (/-|-R)',  soit  lorsque  a=i, 
soit  lorsque  R  =  a.  c.  q.  f.  d. 

j4 pplicaUon  I,  —  La  somme  des  cubes  des  n  premiers 

nombres  impairs 

1.3.5. .  .(2/1  ~  i) 

est  égale  à  la  somme  des 

I -H  3 -f- 5 -i- . . . -4-(2n  —  i)     ou     n* 
premiers  termes  de  la  progression 

'»     "^j    9i     '^>     •  •  •  1     '  ? 
ou  à 

(l-f-/)  — , 

qui  s'écrit,  en  remplaçaut  /  par  i  -f-  (/i*  —  i)4, 

(a/i*  —  i)/i*. 

Application  II. —  La  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  pairs 

If       4i       6}       ^1       10,       19.,       ...,       2/1 

égale  la  somme  des 

24-4-1-6-4-. ..-+-2/1     ou     n(n-\-i) 

premiers  termes  de  la  progression 

2.6. lo. 14. . . /. 
Elle  vaut  donc 

n(n  H-  i) 


(2-+-/) 


2 
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Substituant  à  /  son  expression 

2-4-[/l(n-hF)  —  l]4, 

j*ob tiens,  pour  expression  de  la  somme  cherchée, 


LONGUEUR  DES  AXES  D  UNE  SECTION  PLANE  DTNE  OUADRIOUE, 

EN  COORDONNÉES  OBLIQUES; 

Par  m.  Étiennk  POMEY. 


1.  —  Notations, 

jNous  désignerons  par  X,  jjl,  v  les  angles  des  axes  OX, 
OY,  OZ^  nous  représenterons  le  plan  par  l'équation 

/X-f-/7iY-f-/iZ-h/?  =  o, 

et  la  quadrique  (à  centre  unique)  par 

/(X,  Y,Z)  =  cp(X.  Y,Z)  -h  aCX  -h  aC'Y  -h  îCZ  -+-  D  =  o, 

en  posant 

o(X,Y,Z)^  AX«H-A'Y»-hA'Z«-haBYZ 

Enfin,  nous  poserons,  pour  abréger, 


A  — 


A, - 


/     m     n 


A  B"  B' 
B"  A'  B 
B'     B     A' 


/ 

ni 
n 


H  =- 


C     C 


H 


l{ 


I    - 


B'ZX-hîB'XY 

G 

C 

G" 

\ 

G"    n 

/ 

m 
n 

P 

% 

•^    -  A. 

m       n       Cl 


[p]  = 
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1 

Ah — 
? 

B  H cosv 

P 

B   H COS  ÎJL 

? 

/ 

13  -i cosv 

? 

? 

B  H COS  X 

p 

/;{ 

B'h cosu 

P 

B  H COS  A 

p 

A'h — 

p 

n 

/ 

/;i 

n 

0 

^^i^^ry^)^"  — 

^2_^jl^_^î 

H-  2^5  COS  X 

H-  2  5a*  COS 

\l-h2Xy  COSV. 

II.  —  Théorèmes  préliminaires . 

Théorème  I.  —  Les  équations  de  la  conique,  par 
rapport  à  des  axes  ox,  oj,  oz,  parallèles  à  OX^  OY,  OZ, 
et  passant  par  son  centre  o,  sont 

(i)  Ix -h  my-^nz  =  Oy 

(a)  <p(a7,^,z)H-K  =  O. 

En  effet,  eu  désignant  par  a,  &,  c  les  coordonnées  du 
centre  o,  les  équations  de  la  conique  dans  le  nouveau 
système  sont  évidemment 

ix  ■+-  my  -^  nz  =  Oj 
/(x-hajjr-hbjZ  H-c) 

^  ?(^,^i  ^)  +  ar/i  -+-r/i  +  ^fe  -+-/(«,  *,  C)  =  O,     . 

et  Ton  a,  pour  calculer  a,  b^  c,  les  équations 


la  H-  mb  H-  ne  H-  />  =  O, 


Ja  Jh  Je 


l 


m 


n 


qui  expriment  que  le  centre  o  est  l'intersection  du  plan 
donné  et  du  diamètre  de  la  quadriquc  qui  est  conjugué 
de  ce  plan.  Les  deux  dernières  équations  montrent  que, 
Ix  +  nlj  -H  nz  étant  nul  pour  tout  point  ;r,  j',  z  de  la 
conique,  il  en  est  de  même  deo^y^  "^  jfb  ^~  ^S'c  •  ''  reste 
donc  simplement  à  calculer /(«,  /v,  r).  A  cet  ellet,  dési- 
gnons par  —  9J  la  valeur  commune  des  trois   rapports 
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précédents^  il  en  résulte  les  équations 

B'a-h  A'ô-hBc  -hC-i-mt  —  o, 
Ka-^Bb  -4- A' c -+-€'-+- /i<  =  o, 

qui,  mullipliées  respcetîvemenl  par  a,  b^  c  et  ajoutées 
ensemble,  donnent 

Ga  4-  Cb  -h  Ce  -i-  D  —/(a,  ô,  c)  +/?/  =  o. 

En  joignant  à  ces  quatre  équations  la  suivante 

la  ■+■  mb  -+-  ne  -hp  =  o, 

on  a  un  système  linéaire  et  non  homogène  en  a^  h^  c^  f , 
y(rt,  i,  c),  qui  donne  y(a,  4,  c)  par  les  formules  de 
Cramer^  ou,  plus  simplement  encore,  on  élimine  a,  b^  c 
(en  tant  qu^ils  figurent  explicitement)  et  t^  ce  qui  donne 

C  / 

C/  m 

C 
^-f(a,  b,c) 

P 


C     G     G' 
l     m     n 


n 

P 
o 


=  o, 


ou  enfin 


Hi  — /(«,  b,  c)Ai  =  o. 

En  conséquence,  la  conique  est  bien  représentée, 
dans  le  système  oxj^z^  par  les  équations  (i)  et  (2). 

Théouème  II.  —  Etant  donnée  la  forme  é/uadratique 
à  trois  variables  0(j:,j^,  2),  pour  que  le  discriminant 
de  la  forme  quadratique  à  deux  variables 


0 


y^^yy 


Ix 


.■^) 


soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  celui  de  la  forme  qua- 
dratique 6(j?,  ),  z) -{-  VLt[lx  '\'  my  -|-  ws)  dépendant 
des  quatre,  variables  x,  r-»  "j  t  soit  nul  lui-même. 


•  (  {»  ) 

En  effet,  lorsque  le  premier  discriininaiit  est  nul,  ou 

pour  réduire  la  forme  8f  x,  ), -j  à  un  seul 

carré,  <]u'on  peut  d'ailleurs  écrire 


s 


(  ax  -hoy  —  c )   • 


Par  suite,  0(j:,  j^  z)  peut  être  mise  sous  la  forme 

et,  comme  a/(/x  4-  my  -i-  nz)  est  une  somme  algébrique 
de  deux  carrés,  la  forme 

^{^yyy  z)  -h  2t{lx  -^  my  -{-  nz) 

est  réductible  à  trois  carrés  5  or  elle  dépend  de  quatre 
variables^  son  discriminant  est  alors  nul. 

Réciproquement,  si  son  discriminant  est  nul,  cette 
dernière  forme  est  réductible  à  moins  de  quatre  carrés  ; 
deux  sont  fournis  par  la  décomposition  de 

2/(/a?-f-  my  -h  nz)\ 

donc  6(j:,  j^,  z)y  qui  est  indépendante  de  f,  doit  se  ré- 
duire à  un  seul  carré 

11  en  résulte  que  la  forme  à  deux  variables 


.(.,^,_i£ia:) 


se  réduit  à  un  seul  carré 


I             ,             Lr-hmy\ 
z  (  ax  -h  by  —  c ~  \ 


et,  par  conséquent,  que  son  discriminant  est  nul 
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m.  —  Recherches  des  longueurs  des  axes. 

Cela  posé,  voici  ]e  théorème  qui  fait  Tobjet  de  cette 
Note  : 

L' équation  aux  carrés  des  longueurs  des  denii^axes 
de  la  conique  f{^^  Y,  Z)  =  o,  /X  -h  wY-f-/2Z  +  p=:o 
est  [p]  =  o. 

Démonstration.  —  Dans  toutes  les  méthodes  de  dé- 
monstration qui  suivent,  nous  supposons,  pour  simplifier, 
la  conique  préalablement  rapportée  au  système  oxyz.^ 
ce  qui  naturellement  ne  change  pas  la  grandeur  de  ses 
axes,  ni  par  suite  Téquation  demandée.  Nous  raisonnons 
donc  dans  le  système  otjz^  et  nous  représentons  la  co- 
nique, en  vertu  du  Théorème  I,  par  les  équations  (i) 
et  (2). 

Première  méthode,  —  Pour  qu'un  point  ^(a,  p,  y) 
soit  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse 
mener  par  la  tangente  en  s  un  plan  perpendiculaire  au 
diamètre  os, 

La  tangente  en  5  a  pour  équations 

(3)     Ix '\- my -^  nz  =  Oy        xo'^-\-yf^\-ir  z^'y-^-xK  =  o. 

L'équation  générale  des  plans  passant  par  cette  droite 

est 

^?a~^.X?p  •+-'5«Py-+-  2K-+-2^(/a7+  my-¥-nz)  =  o, 

t  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Pour  que  ce  plan  soit  perpendiculaire  à  la  droite  o.v, 
dont  les  équations  sont 

a         p        Y 
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il  faut  et  il  suffît  qu'on  ait 


(5) 


j^a  2^^?  î'^Y 


Or,  eu  multipliant  haut  et  bas  ces  rapports  respecti- 
vement par  a,  p,  y,  et  les  ajoutant  terme  à  terme,  ou 
obtient  le  rapport 

ou,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 

Enfin,  en  observant  que  a,  p,  y  satisfont  aux  équations 
(i)  et  (2),  et  en  désignant  par  p  la  longueur  du  demi- 
axe  os^  ce  rapport  se  réduit  à Et  comme,  d'après 

son  mode  de  formation,  ce  rapport  est  égal  à  chacun  des 
rapports  (5),  on  a 

(6)  {  cpp-t-  -(jp-t-am/^o, 

I  K 

f    «Dv  H <Tv-*-2/l/    =0. 

I     .T         p     T 

En  joignant  à  ces  trois  équations  la  suivante 

la  -4-  m^  -+-  ^Y  =  o, 

et  éliminant  a,  ^,  y,  ^,  on  obtient  immédiatement  Téqua- 

tion 

[p]  =  o. 

Deuxième  méthode.  —  Pour  qu'un  point  a  (a,  p,  y) 
soit  un  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  la 


■  (  94  ) 
laiigeute  à  la  conique  eu  s  soit  perpeiidiculaîrc  à  os^ 
c'est-à-dire  que  ]cs  JroiUss  (3)  et  (4)  soient  rectangu- 
laires. Les  coefGcicnts  directeurs  de  Ik  première  sont 

La  condition  de  rectangularilé  est  donc,   d'après  une 
formule  connue. 

L'équation  cherchée  est  \v.  résultat  de  Téliininalion 
de  a,  ^,  Y  entre  l'équation  (7)  et  les  trois  suivantes,  où 
p  désigne  l'inconnue  o.f, 

(8)  /a -h /wp -h /lY  =  o, 

(9)  ©(a,  p,Y)-f-K  =  o, 

(10)  (T(a,  p,  Y)  =  p. 

L'équation  (7)  peut  s'écrire 

Les  équations  (8)  et  (11),  homogènes  en  /,  m,  //, 
donnent 

/ 

(,jj)  }    ^  T(?P°^Y-?Y^p)-~^(?a°^P"-?pO 

/n 

n 

Or  le  numérateur  du  premier  rapport  peut  s'écrire 
successivement 

OU,  d'après  le  théorème  des  fondions  homogènes, 

U7(a,  3,v)©;_2ç(a,  p,  y)<j;^, 
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el  enfin,  d'après  (9)  et  (10), 

Les   numérateurs  des  deux  autres  rapports   sont,    de 

même, 

2p<pQ -+- 2K<x«,     ap^y-haKciy. 

Les  équations  (12)  deviennent  done 


/ 

K   , 

f 

K 

» 

/ 

K 

1 

?« 

■+■ 

—  9» 
P      " 

?P-+- 

? 

'^_ 

?Y-^ 

P 

'y 

(i3)  , 

En  désignant  par  —  2  Ma  valeur  commune  de  ces 
rapports,  on  en  conclut  les  équations  (6)  et,  par  suite 
encore,  [p]  =  o. 

Troisième  méthode,  —  Pour  qu*un  point  5 (a,  p,  y) 
soit  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  les  tan- 
gentes en  5  à  la  conique  et  au  cercle  concentrique  qui 
passe  par  ce  point  soient  parallèles. 

La  tangente  à  la  conique  en  s  est  représentée  par  les 
équations  (3). 

Le  cercle  considéré  étant  représenté  par  les  équations 

(l4)  /x-hmj^-h/lJrsO,  (j(iP,  ^,  ^)  =  p, 

les  rquations  de  la  tangente  en  5  à  ce  cercle  sont 
(i5)       Ix -^  mjr -^  nz  =  Oy        arcr^ -f-^cro -+- scrL  —  2p  =  o. 

Pour  que  les  droites  (3)  el  (r4)  soient  parallèles,  il 
faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

171  S'y  —  /i  CTQ         ^^'7.  —  ^  'y        ^  *3  —  m  7'^ 

La  somme  des  numérateurs,  respectivement  multipliés 
par  7a9  ^^1  ^Yf  6s^  identiquement  nulle.  On  a  done  aussi. 


(96) 
à  l'égard  des  dénominateurs, 

C'est  la  relation  (7).  Comme  on  a,  d'ailleurs,  les  re- 
lations (8),  (9),  (10),  on  voit  qu'on  retrouve,  pour  dé- 
terminer a,  ^y  Y,  p,  exactement  les  mêmes  équations 
que  dans  la  deuxième  méthode. 

Quatrième  méthode.  —  Pour  que  le  point  5(a,  p,  y) 
soit  un  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
plan  de  la  conique  soit  tangent  au  cône  qui  a  pour  som- 
met le  centre  o  de  la  conique  et  pour  directrice  Tintersec- 
tion  de  rdlipsoïde  avec  la  sphère  de  centre  o  qui  passe 
par  le  point  s. 

Soit  <^(jc,jr,  z)  =  p  la  sphère  considérée.  Le  cône  con- 
sidéré a  pour  équation 

p 
et  par  suite  son  plan  tangent  en  s  est  représenté  par 

Pour  que  ce  plan  se  confonde  avec  celui  de  la  conique, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

Ta+-»«        ?p+-»p        ?Y+p't 


/  m 


n 


Ce  sont  les  équations  (i3),  d'où  Ton  conclut  les  équa- 
tions (6),  et  par  suite  [p]  =0. 

« 

Cinquième  méthode.  —  Les  valeurs  cherchées  de  p 
sont  les  carrés  des  rayons  des  deux  cercles  concentriques 
etbitangcnts  à  la  conique. 


(97) 
L'un  quelconque  de  ces  cercles  est  représenté  par  les 
,  équations  (i4)* 

Pour  que  la  conique  et  le  cercle  considéré  soient  bi- 
tangents,  il  faut  et  il  sufBt  qu'il  en  soit  de  même  de 
leurs  projections  sur  le  plan  xoy^  savoir 

(Ix  -¥■  mY\ 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  Litangence  de 
ces  deux  coniques  est  que  leurs  cordes  communes  passant 
par  le  point  o,  savoir 

,  „.        l  Ix -\- my\       K    /  lx-\-my\ 

('6)  ?(^.jK, ;r-^j  +  7'(^>^> n)  =  ''^ 

soient  confondues.  Or,  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  premier  membre  de  (i6),  qui  est  une  forme  quadra- 
tique à  deux  variables,  se  réduise  à  un  seul  carré  et, 
par  conséquent,  que  son  discriminant  soit  nul,  condition 
qui,  en  vertu  du  théorème  II,  revient  à  égaler  à  zéro 
le  discriminant  de  la  forme  suivante  à  quatre  variables 

ç(j?,  y,  -s)  H <5{x^y^  z')  -f-  it{lx  -\-  my  -\-  nz). 

On  obtient  ainsi  Téqualion 

Celte  méthode  est  remarquable,  en  ce  qu'elle  n'exige, 
comme  on  voit,  presque  aucun  calcul . 

Sixième  méthode,  —  Les  valeurs  cherchées  de  p  sont 
le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  a-(x,  y^  ^), 
oùx,  j,  z  sont  assujettis  aux  relations 

/a?-*- /?i/-h /1-5  =  o,        <p(a?,  ^,  z) -f-.K  =  o. 
Ann,  de  Mathémat.j  3*  série,  t.  VIII.  (Février  1889.)  7 


(98) 
On  peut  ëvidemment  encore  dire  que  ce  sont  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de 


/  la; -h  m  y  \ 


Les  deux  termes  de  cette  fraction  sent  des  fonctions 
homogènes  du  second  degré  en  x  et^,  et,  par  conséquent, 
d'après  la  théorie  élémentaire  des  maximum  et  minimum 
de  la  fraction  générale  du  second  degré,  les  valeurs  de  p 
sont  les  racines  du  discriminant  de  la  forme 

/  /ar-H/ny\        K    /  lx-hmy\ 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  le  théorème  II,  de 
la  suivante 

ce  qui  donne 

[p]  =  o. 


SUR  LS  LIEU  BBS  FOYERS  DES  GONIOUES  m  PASSENT 
PAR  QUATRE  POINTS  D'UN  CERCLE; 

Par  m.  h.  FAURE, 

Chef  d'escadron  d'Artillerie  en  retraite. 


M.Salmon^dans  son  Traité  de  Géométrie  analj-tique 
(Courbes  planes)^  démontre,  d'après  le  D*"  Hart,  qu'il 
existe  deux  cubiques  circulaires  ayant  pour  foyers  quatre 
points  A,  B,  C,  D  d'un  cercle  et  que  ces  deux  cubiques 
constituent  le  lieu  de  rintersection  de  deux  coniques  sem- 


(99) 
blables  dont  les  foyers  sont  respectivement  A  et  B,  C  et 
D(p.  353).  D'autre  part,  M.  Salmon  (Sections  coniques, 
p.  3oi)  montre  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui 
passent  par  quatre  points  est  une  courbe  du  sixième 
ordre,  qui  se  décompose  en  deux  autres  qui  sont  respec- 
tivement du  troisième  ordre,  lorsque  les  quatre  points 
soot  sur  un  cercle. 

Je  ne  crois  pas  que  Ton  ait  remarqué  que  ces  deux 
courbes  du  troisième  ordre  sont  précisément  les  deux 
cubiques  circulaires  du  D*"  Hart.  En  voici  une  démon- 
stration. 

Soit  F  le  foyer  d'une  ellipse  passant  par  les  quatre 
points  A,  B,  C,  D,  d'après  les  expressions  connues  des 
rayons  vecteurs, . 


d' 


on 


a  a 


FA  — FB=  -  (a-,  — j-,-) 
a 


et 


/FA  — FBy_  £»  r  I -j 

Dans  cette  relation,  x^^y^^  -^25^2  sont  les  coordonnées 
des  points  A,  B,  l'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes. 

On  aurait  de  même,  -ï^u  J^ti  x^^y^  étant  les  coordon- 
nées des  points  C  et  D, 

/FC  — FDy_  ^  r  1  "I 

Si  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  sur  un  cercle,  les 
cordes  AB,  CD  sont  également  inclinées  sur  les  axes;  par 
suite. 


(  'OO  ) 

par  conséquent, 


FA  — FB        .    FG  — FD 


AB  "~       CD 

Lorsque  la  conique  est  une  hyperbole  et  que  les 
quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  sur  la  même  branche,  on 
a  la  même  relation;  mais,  si,  les  points  A  etC  étant  sur 
une  branche,  les  points  B  et  D  sont  sur  l'autre,  on  a 

FA-f-FB  _  FG-f-FD 

AB        ""       CD 

« 

Dans  ce  cas,  en  effet,  on  a,  par  exemple, 


FA=  — an -y         FB  =  a =: 

a  a 


d'où 


et  de  même 


FA-+-FB  =  -  (a^i  — a:,) 


FG  +  FD=  f  (ar,  — 374), 

Or 


On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par 
quatre  points  A,  B,  C,  D  d'un  cercle  est  aussi  le  lieu 
de  l'intersection  de  deux  coniques  semblables  ayant 
respectivement  pour  foyers  les  points  A  et  B,  C  et  D, 
c'est-à-dire  qu^il  coïncide  avec  les  deux  cubiques  cir- 
culaires qui  ont  pour  foyers  les  points  A,  B,  C,  D. 


*••  k  .  •   • 
•: *  -  •  • 


(   ^oi   ) 


SUR  CERTAINES  MOYENNES  ARITHMÉTIOUES  DES  FONCTIONS 

D'UNE  VARIARLE  COMPLEXE; 

Par  m.  a.  GUTZMER. 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  F.  Gomes  Teixeira  (*). 


...   Vous  connaissez  le  théorème  de  M.  Rouché  (^) 
sur  la  moyenne  arithmétique  d'une  fonction 


00 


V  =  0  V  =— • 

selon  lequel  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  va- 
leurs de  =^~p,  correspondant  à  une  valeur  déterminée 
du  module  r  de  la  variable 

X  =  re®'=  r(cos6-+-  (sinO), 

est  égale  au  coefficient  a,,,  ce  qui  s'écrit 

M,  >g>  =  a„. 

Ce  théorème,  cité  par  plusieurs  auteurs  et  d'une  cer- 


(  *  )  Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas, 
(»)  Journal  de  V  École  Polytechnique  y  XXXIX*  Cahier.  —  Voir 
aussi  Skmrkt,  Algèbre  supérieure. 


(    >02    ) 

taine  importance  dans  la  théorie  des  fonctions,  a  été 
étendu  par  M.  Thomae  (*). 

Je  vais  vous  communiquer  dans  ces  lignes  un  théorème 
analogue  qui  se  rapporte  aux  valeurs  du  carré  du  mo- 
dule de  la  fonction /(x)  le  long  d'un  cercle  autour  de 
l'origine,  et  qui  sera  publié  prochainement  dans  les 
Mathematisclie  Annalen. 

Supposons  que  la  série  de  puissance 

(i)  f{x)  =  ^a^x^ 

v  =  o 

converge  absolument  dans  la  région  définie  par  |x|SB 
(en  désignant,  d'après  M.  Weierstrass,  par  |  j:|  le  module 
de  la  quantité  x),  et  posons 

l'équation  (i)  deviendra 


Vs=0 


et,  en  multipliant  par  la  quantité  conjuguée 

nous  obtiendrons 

••  • 

V  =  0  V,(1  =  0 


(')  Elementàre  Théorie  der  analytUchen  Functionen,  p.  i3o. 


(  io3) 
En  posant  av=  av+  P^i^  cette  équation  devient 

i/('-.«)i»=2i«vi''-«» 

v=o    ■ 

=  2l«ïvl«r«v 
v=o 

-4-2 2  2[(x,4+xaii-HP|i+xP|A)co8Xe 
En  posant 

(a)  <  ''=• 

|i=0 

réqnation  précédente  peut  s'écrire 

(3)      |/(r,e)|«=2l«v|*'-'*+a2(Axcos\6  +  BxMnXe). 

V  =  0  X  =  l 

Cette  équation  nous  donne  immédiatement 

|/(r,e-f.«)|«  =  2|av|«r«v-i-22(-.i)X(AxcosXe-t-Bx»inXe) 

v=o  X=i 

et,  par  suite,  nous  aurons 

î[l/('',e)l'-^l/('',e-+-it)i«] 

=  2  1^1*''^-+-  2^  (A,xcos2X6  4-  BiX»in9.X6). 

V  =  »  X=rl 


(  «04  ) 

De  même  vous  trouverez 

=  V|av|*r«v-+-  2  V(—  i)>(A,xcos2Xe  4-  B,x  sinaXO), 
V  X=t 

et,  en  additionnant  ces  deux  équations,  vous  aurez 

^l/('-.e)|»+|/(r,e+j) 

-+-|/(r,e+«)|«+|/(/-,  0+^)1*] 
=  'yi«v|*/'*^-Hîiy(A4XCos4XÔ-hBasin4Xe). 

En  continuant  de  cette    manière,    vous    finirez  par 
trouver  Téquation 


I  Ar  =  0 

4)       \ 


0     ^^  ^ I' 


2/^-1 


=  51  I^I''''^"^-  2  V  [  Aj»xcos(a'»Xe)-h  B,nxsin(2«X8)]. 


V  =  0  A  =  l 


Maintenant  il  est  facile  de  se  convaincre  que  la  der- 
nière somme  s'approche  de  la  valeur  zéro,  si  n  augmente 
indéfiniment.  En  efTet,  en  profitant  des  définitions  (2) 
et  de  la  supposition  faite  dans  la  série  (i),  il  s'ensuit 

« 
V  [A,»xcos(2«Xe)-t-Bj»xsin(2«Xe)] 

X  =  1  |i  =  1 

X  (  1  «ji+j-nX  «jJL  K  I  Pll-l-t'-X  ?(1  l-t- I  «Jl+A  PlA  I -+- 1  «II.  ?|1H-S"X  I  ) 
ce  «e 

X  =  l   (1  =  0 
<2'-<*n'a|r-l?^|)^r('.'-î">(|a,,,,.X|--|?(i+>">n- 


fi.=o 


À=i 


(  «oS) 

La  première  somme  est  évidemment  une  quantité 
Gnie,  tandis  que  la  seconde  en  représente  une  sorte  de 
reste;  par  conséquent,  elle  devra  s'évanouir  pour  n  in- 
fini, et  de  même  le  produit  des  deux  séries. 

Nous  pouvons  donc  conclure  que 


î«_i 


<^)     JL"Li2k('-'«-^)r=2t«>''^'^- 


*=o  v=o 


Or,  le  premier  membre  de  (5)  représente  la  moyenne 
arithmétique  des  carrés  des  modules  de  (i)  pour  tous  les 
points  du  cercle  |  j:|  =  /'. 

En  indiquant  cette  moyenne  par  Mr,  nous  avons 

(6)  M,|/{a:)|«=MJ2«va:v|*2l«v|*/-«v.       * 

v=o  v=o 

Cette  équation  nous  fournit  le  théorème  suivant  : 

La  moyenne  arithmétique  des  carrés  des  modules  de 
toutes  les  ^valeurs  que  la  série 

VïsO 

puisse  avoir  le  long  du  cercle  |xj  =  r,  situé  dans  la  ré- 
gion de  convergence,  est  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  modules  des  termes  de  la  série. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  théorème  subsiste  encore 
pour  des  séries  plus  générales  d'une  seule  ou  de  plusieurs 
variables.  De  même  on  peut  énoncer  ce  théorème  pour 
un  cercle  quelconque,  situé  dans  la  région  de  conver- 
gence de  la  série,  pourvu  qu'on  prenne,  au  lieu  de  la 
série  proposée,  son  développement  autour  du  centre  du 
cercle.  Mais  je  n'y  insisterai  plus. 


(  'o6) 

Dans  ses  recherches  sur  les  séries  trigonométriques  (*), 
A.  Hamack  a  trouvé  quelques  formules  intégrales,  qui 
ne  sont  autre  chose  que  des  théorèmes  sur  la  moyenne 
d'une  fonction,  et  il  est  facile  de  déduire  d'une  de  ces 
formules  une  autre  démonstration  de  notre  théorème, 
laquelle  je  dois  à  une  lettre  dont  M.  W.  Djck  m'a 
honoré*,  il  s'ensuit  que  ce  théorème  a  plus  de  généra- 
lité qu'on  ne  croirait  diaprés  la  démonstration  donnée 
ci-dessus.  Cependant  A.  Harnack  n'a  pas  tiré  des  con- 
séquences de  sa  formule  pour  les  fonctions  d'une  va- 
riable complexe.  Mais  cette  formule  (*)  m'a  inspiré 
une  nouvelle  démonstration  du  théorème  énoncé,  que  je 
me  permets  de  vous  communiquer. 

En  effet,  en  partant  de  l'équation  (3),  nous  aurons 
par  intégration 


.Sic  /«SIC 


J    1/(9)1»  do=  y     ^Kl'r'vde 


.S7C 


V  (  Ax  cos  xe -t- Bx  sin  xe  )  <rt 


•      X  =  l 


aic^KI'r»» 


+-aV(  Ax   f      cosXe<fe-+-Bx  I       sinXecWj 

air  V|av|*r«v 
v=o 


(«)  Mathematische  Annaleriy  t.  XVII  et  XIX. 
(«)  Loc.  cie,,  t.  XVII,  p.  127,  éq.  (lïl). 


(  «<>7  ) 
Évidemment  chaque  terme  de  la  dernière  somme,  et 
par  suite  la  somme  elle-même^  s'ëvanouit,  de  sorte  que 
nous  avons 

*  v=o 

Voilà  le  théorème  sous  forme  intégrale.  Vous  voyez, 
monsieur,  qu'il  suffit  de  supposer  que  l'intégrale  au 
premier  membre  a  un  sens,  ce  qui  est  conforme  aux 
conditions  de  A.  Harnack  pour  les  séries  Irigonométri- 
ques. 

Considérons  encore  quelques  exemples.  D'après  la 
formule  (6),  nous  aurons  pour  la  fonction  e^ 

n  =0 

ce  qui  devient,  pour  le  cercle  |j:|=  i, 

n  =  0 

De  même  nous  aurons  pour  la  série  ^  -^  la  relation 


n  =  l 


n  =  l 


par  conséquent,  la  moyenne  arithmétique  du  carré  du 
module  de  cette  série,  pour^  tous  les  points  du  cercle 
X I  =  I ,  est  égale  à 

jià  n*  ~~  90 


La  série  ^^  —  possède  pour  un  cercle  [x|  =  r  la 


iir=0 


(  'o8) 


moyenne  arithmétique  >^  -^y  qui  devient,  pour  /•  =  - 


a?»  |« 


et  pour  /•  =  I , 


Pour  la  sërie 


1^  a?"  »_  "^    I    __  ib 

^  2*'»  3  ' 

,  I  v^  a?» 

log =  >  — , 

I  — a?       jU  n 


il  vient 


rt=i 


Mr 


où  /'  <[  I  ;  la  même  moyenne  se  trouve  pour  la  fonction 


ar« 


car  évidemment  on  a 


n=l 


Mr|log(n-^)|«  =  2S 


n=l 


où  r  <^  1  ^  de  sorte  que  les  carrés  des  modules  des  deux 

fonctions  log(i  -4-  x)  et  log ont  la  même  moyenne 

arithmétique  pour  les  mêmes  cercles. 

Parmi  les  conséquences  qu'on  peut  tirer  du  théorème 
énoncé,  je  ne  mentionnerai  que  la  suivante.  En  dési- 
gnant par  if\  des  quantités  positives,  nous  aurons  certai- 
nement l'inégalité 

Formons  cette  inégalité  pour  toutes  les  valeurs  de  [x, 
V  =  I ,  a,  . . . ,  m,  [JL  rp2^  V  j  nous  trouverons  facilement, 


(  '^9  ) 


par  addition, 


m 


m 


(m 


—  ^)^9}.>^^  ^|A^v         (l^^v). 


ti=i 


pi,v  =  i 


Ajoutons  aux  deux  membres  de  cette  inégalité  l'ex- 
pression 9Î  -H  9Î  -H . . .  H-  ^*4  î  il  vient 


m 


m  \i 


OU 


m 


m 


2 


9v- 


|A=1         /  ^ 


Si  nous  posons  maintenant 


et         m  =  2», 


nous  aurons 


î«— I 


i*— 1 


J1  =  0 


i/i 


d'où  il  suit,  à  l'aide  de  l'équation  (5),  pour  n  infini, 


r— I 


2l«vI'r->limij2;|/('-.9-^9)|' 

V  =  0  J1  =  0 


A  gauche,  nous  avons  une  quantité  finie  et  déter- 
minée; par  conséquent,  la  quantité  à  droite  devra  être 

finie,  et  comme  la  somme  \]    ./^  ( ''9  ^  "+"  r^  )    ^^^ 


cer- 


(   »«o  ) 
tainement  divergente,  il  faut  qu'elle  devienne  indnie  du 
même  ordre  que  a". 

D*autre  part,  le  second  membre  représente  la  moyenne 
arithmétique  des  valeurs  que  le  module  àef{x)  par- 
court pour  le  cercle  |  a:  |  =  r.  Nous  avons  donc  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  La  moyenne  arithjnétique  des  ^valeurs 
que  le  module  de  la  fonction  f{x)  parcourt  pour  tous 
les  points  du  cercle  |  a:  |  =  ;•  e^f  inférieure  à  la  racine 
carj*ée  de  la  moyenne  arithmétique  du  carré  de  ces 
modules. 

Nous  avons  donc  une  limite  supérieure  de  cette 
moyenne  arithmétique^  je  n*ai  pas  encore  réussi  à  en 
trouver  une  expression  exacte  par  la  méthode  employée 
d'abord  dans  cette  lettre. 

Pour  déterminer  celte  expression  par  Tautre  méthode, 
on  aurait  à  former 


1    r''' 

."./     I-^(^>I 


An 

•0 


j^r^+K-etv-l^^^rfO. 


Peut-être  reviendrai-je  une  autre  fois  à  cette  exprès-^ 
sion. 

Permettez-moi  y  monsieur,  d'ajouter  à  ces  lignes  une 
nouvelle  démonstration  du  théorème  de  M.  Rouché,  cité 
au  commencement  de  cette  lettre.  Considérons  la  fonc- 
tion 

•^^--^  Vavarv-^"--- Vavrv  *[cos(v  —  >t)e  4- i  9in(v  —  A')e]; 


( ...  ) 

en  intégrant,  on  aura 

ù              * 

—  ^Ov/-^-*/       [cos(v  — A:)ô-4-isin(v 

~A:)e]rf6 

-.-... ,  v..v-.ir«»'^^^-^)n'" 

.fcos(v  — A:)6 

Chaque  terme  de  la  somme,  et  par  suite  la  somme 
elle-même,  devient  zéro,  de  sorte  que  nous  avons  la  for- 
mule 


ait,/. 


d^  =  a^, 


ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  Rouché  d*une  ma- 
nière nouvelle. 


DÉMONSTRATION  D  UNE  FORMULE  RELATIVE 
A  LA  CAPILLARITÉ; 

Par   m.  Lucien   LÉVY. 


L'ouvrage  classique  de  MM.  Jamin  et  Bouty  contient, 
pour  établir  la  formule  de  Laplace 


^^=(r-^R')P' 


une  démonstration  dont  le  principe  est  dû  à  M.  Lipp- 
mann,  mais  qui  est  incorrecte  dans  les  termes  où  elle  est 
présentée.  La  Note  qui  suit  a  pour  objet  de  rectifier  cette 
démonstration. 

Nous  admettons  sans  discussion  Thypo thèse  de  M.  Lipp- 
mann.  La  surface  du  liquide  peut  être  assimilée  à  une  pel- 


(  "=») 

licule  sans  épaisseur^  extensible  et  compressible  le  long 
de  la  surface  liquide^  découpons  fictivement  un  élément 
de  surface  par  une  ligne  fermée  :  cet  élément  tendra  à  se 
contracter  comme  une  membrane  de  caoutchouc  et,  pour 
le  maintenir  en  équilibre,  il  faudra  appliquer  certaines 
forces  tout  le  long  du  contour.  Ou  admet  que  la  force 
appliquée  à  un  élément  de  ligne  est,  dans  le  plan  tangent 
à  la  surface,  normale  à  cet  élément  et  proportionnelle  â 
la  longueur  ds  de  cet  élément.  Elle  peut  donc  être  re- 
présentée par  une  expression  de  la  forme 

Fds, 

F  étant  un  coefficient  constant. 

Cela  posé,  étudions  les  conditions  d'équilibre  d'un 
rectangle  élémentaire  tracé  sur  la  surface.  Ce  rectangle 
ne  sera  pas  quelconque  comme  l'indique  la  démonstra- 
tion citée;  voici  comment  nous  le  déterminerons.  Par 


un  point  O  de  la  surface,  menons  deux  lignes  de  cour- 
bure GOE,  FOU.  Sur  la  première  prenons,  à  partir  du 
point  O,  deux  longueurs  égales  OE,  OG  infiniment 
petites  :  en  E  et  en  G  passent  deux  lignes  de  courbure 
du  second  système  A6,  CD.  De  même,  sur  la  seconde 
ligne,  prenons  à  partir  du  point  O  deux  longueurs  égales 


(  «t3) 
OF,  OH  infiniment  petites  :  en  F  et  en  H  passent  deux 
lignes  de  courbure  du  premier  système  BD,  AC.  Les  qua- 
tre lignes  AB,  BD,  DC,  CA  se  coupent  à  angle  droit  et  li- 
mitent un  rectangle  infiniment  petit  :  nous  considérerons 
ce  rectangle  comme  l'élément  de  surface  dont  il  a  été 
question.  U  est  soumis  aux  tensions  superficielles,  nor- 
males aux  quatre  côtés,  à  la  pression  extérieure  normale 
à  la  surface,  et  à  la  pression  intérieure  également  nor- 
male à  la  surface.  Ces  dernières  pressions  sont  propor- 
tionnelles à  Télément  de  surface. 

Pour  établir  Téquation  d'équilibre,  nous  prendrons 
comme  axes  la  normale  Oz  à  la  surface  au  point  O  et  les 
tangentes  Ox,  Oj'  aux  deux  lignes  de  courbure. 

Soient;?  la  pression  extérieure  au  point  O,  comptée  de  z 

vers  Oy  p  -h  ^p  la  pression  intérieure,  évaluée  dans  le 

sens  contraire;  la  pression  extérieure  surTélémcnt  ABCD 

sera 

pXB.AC; 

la  pression  intérieure  sur  le  même  élément, 

—  (/?4-A/>)AB.AC. 

La  résultante  de  ces  deux  forces,  dirigée  comme  elles 

suivant  Ozj  sera 

—  A/>.AB.AG. 

Pour  que  l'élément,  considéré  comme  solide,  reste  en 
équilibre,  il  est  nécessaire  que  la  somme  des  projections 
sur  Oz  des  tensions  superficielles  et  de  la  résultante  pré- 
cédente soit  égale  à  zéro. 

Evaluons  ces  projections. 

La  tension  normale  à  AB  a  pour  expression 

Fx  AB. 
Or,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  le  déplacement 

Ann.  de  Mathémat.y  3*  série,  t.  VIII.  (Mars   i88g.)  8 
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d'un  élément  de  ligne,  AB  et  FH  ne  diffèrent  que  par 
un  infiniment  petit  du  second  ordre,  et,  comme  nousau- 
rons  à  projeter  sur  Oz^  qui  est  à  peu  près  perpendiculaire 
sur  la  direction  de  cette  force,  nous  négligeons  seulement 
des  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  en  adoptant 
pour  expression  de  la  tension  normale 

F  X  FH. 

La  direction  de  cette  force,  qui  est  tangente  en  E  à  la 

ligne  de  courbure  GOE,  fait  avec  Oz  un  angle  a  dont  le 

dz 
cosinus  a  pour  valeur  principale  -j-  •  La  projection  a  donc 

pour  expression 

dz 
F  X  FH  X  cosa  =  F  x  FH  x  rr' 

ax 

La  tension  normale  à  CD  en  G  donne  aussi 

F  X  FH  X  ^-  . 
cLx 

De  même  les  tensions  normales  k  AC  et  à  BD  ont  pour 
projections  chacune 

FxGE^. 
dy 

L'équation  d'équilibre  est  donc 

—  Ad.AB. AC  -f-  2F  X  FH 4^  -+-  îF  X  GE  ~  =  o, 

*  dx  dy 

qui  peut  aussi  s'écrire 

(i)         -  A/>.FH.GE  -f-  îaF  X  FH  ^  +  aF.GE  ^~  =  o. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  évaluer  FH,  GE,  -t->  -j-^  Or, avec 

les  axes  choisis,    .*'  et    ,-  sont  nuls  à  l'origine,  ainsi  que 

d^  z  ,  » 

-. — ^-  :  l'équation  de  la  surface  peut  donc  s'écrire,  en  sup- 
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posant  seulement  que  dans  le  voisinage  de  Toriginc  z 
puisse  être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  et  de^, 

les  termes  négligés  étant  du  troisième  ordre. 

Donc 

dz 

dx 

dz  , 

dy  =  "''•^' 

en  s'en  tenant  aux  termes  du  premier  ordre. 
D'autre  part, 

FH  =  2/37*  -T-y^  H-  z^, 

et,  comme  x  et  z  sont  infiniment  petits  par  rapport  'aj. 

Fil  =  2  y//*  =  2j. 
De  même, 

GE  =237. 

L^ équation  devient  ainsi 

—  ^p.^xy  -+-  2F.2^.2aa:  -f-  7.¥ .ix.iby  =  o 

ou,  en  simplifiant, 

—  A/>  H-  F. (2a  -4-  2c)  =  o. 

Si  l'on  appelle  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux 
au  point  O,  comme 


2a    -p, 

^"    -R" 

on 

obtient 

la  iormulc 

de  Laplace 

AjB 

-(i-w)^- 

(  I««) 


SUR  LA  TRANSFORMATION  ORTHOTANGENTIELLE  ; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Une  récente  Note  (*)  de  M.  de  Longcliamps  vient 
d'appeler  l'attention  sur  la  transformation  orthotan- 
gentielle,  étudiée  en  i885  par  M.  d'Ocagne  (^)  et  par 
d'autres  (').  Je  vais  signaler,  au  moyen  des  méthodes 
intrinsèques,  une  transformation  plus  générale.  Soit  (M') 
la  ligne  enveloppée  par  les  tangentes  à  (M),  après 
qu'elles  ont  tourné  du  même  angle  a  autour  de  leurs 
points  de  rencontre  avec  (Mo).  Soit  6  Tinclinaison  de 
MMo  sur  la  tangente  à  (Mo),  en  Mq.  L'équation  de  MM© 

est 

arsinO  =^cos6. 

Sa  dérivation  par  rapport  à  ^q,  faite  en  supposant 

dx         Y  —  Po  dy  x 

\ ^ )  ~j^  =^  '  ~/~  ^  ""  —  ' 

donne 

(a7cos0  -f-r  sinO)  (  -, 1 )  —  sin8, 

•^  \dSfi       Po/ 

d'où 

i        rfO         f 

n        dso        po 

en  désignant  par  h  la  longueur  du  segment  déterminé 
par  la  normale  à  (M)  sur  la  normale  à  (Mq),  à  partir 


(')  Bulletin  de  la  Société  des  Sciences  de  Bohême  (S  juin, 
i88S). 

(»)  Coordonnées  parallèles  et  axiales  (Paris,  Gaulhier-Villars, 
1885,  Note  lll). 

(')  \ouvelles  Annales  de  Matliematitjues  (i883.  p.  aôy,  §  IV). 
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de  (Mo).  Ou  voit  que  h  n*est  pas  altéré  par  le  change- 
ment de  0  en  0  -f-  a,  et  l'on  en  déduit  que  le  lieu  instan- 
tané des  points  M',  correspondant  à  M,  est  la  circonfé- 
rence décrite  sur  h  comme  diamètre.  En  particulier,  le 
point  M^  de  la  transformée  orthotangentielle  est  diamé- 
tralement opposé  à  M  sur  cette  circonférence.  En  d'au- 
tres termes,  les  projections  de  M  et  M'  sur  la  tangente 
à  (Mo),  en  Mo,  sont  équidistantes  de  Mo.  De  même, 
l'équation  de  la  normale  à  (M),  en  M,  est 

07  005 6  -+-^sinô  =  AsinO, 

et  la  dérivation  donne,  en  tenant  compte  des  formules 

(.)et(a), 

—  xsinG-h  rcos9  =  h  -7—  sinO  +  (  9.  A )  cosô. 

dsQ  \  po/ 

La  droite  représentée  par  cette  équation  doit  détacher 
de  la  normale  à  (Mn)  un  se&ment  — ^«  Donc 


(3)  p  =B  A-;— sinô -f- (  2  A J  cos6. 

\  Po/ 


ds 


0 


Il  en  résulte  que  les  centres  de  courbure  sont  situés 
sur  une  circonférence,  et  que  lecenlre  correspondant  à 
la  transformée  orthotangentielle  de  (M)  est  diamétrale- 
ment opposé,  sur  cette  circonférence,  au  centre  de  cour- 
bure de  (M).  Il  est  facile  de  se  convaincre  que  ce  théo- 
rème subsiste  pour  les  centres  de  courbure  de  toutes  les 
développées  successives  des  lignes  (M)  et  (M'). 

Si  Ton  observe  que  Tangle  de  contingence  de  (M)  est 


rf9  -^ -9  on  a 

po 


ds  _  /  d^_ 
?   ~  VdsQ 


i  \  j  dso 


(..8) 
d'où,  en  vertu  de  (3), 

( 4  )  *  ~  /  I  77~"  sin 6  -h  (  2 \  cosÔ  1  dso. 

Si  l'on  connaît  V équation  intrinsèque  de  (Mo)  et  IV- 
quation  axiale  àe  (M),  c*est-à-dire  les  relations  exis- 
tant entre  po,  Sq^  0,  les  équations  (3)  et  (4)  font  con- 
naître p  et  j  en  fonction  de  0,  et  Ton  en  déduit,  par 
élimination  de  0,  Téquation  intrinsèque  de  (M).  L'é- 
quation intrinsèque  de  la  transformée  orlhotangentielle 
(M')  s'obtient  en  éliminant  0  entre  les  équations 


(5) 


ù'  =  h  -j-  cosO  —  \ih )  sinO, 

û?*o  \  Po/ 

s' —  I  I -y— cos6 — (2 isinOlc^fo* 

J    Lû^^o  \         Po/  J 


Enfin,  pour  avoir  la  transformée  (M''),  relative  à  une 
valeur  quelconque  de  Tangle  a,  il  suffit  de  changer  0  en 
6 -h  a  dans  les  équations  (3)  et  (4)^  ce  qui  donne,  en 
tenant  compte  de  (5), 

(6)  p'  =  p  cosa -t- p'stna,        5'=:xcosz -t- 5'sina. 

Soit,  par  exemple, 

On  a  h  =  —  -y  et  les  formules  (3),  (4),  (5),  (6) 
conduisent  toutes  à  l'équation 

Dans  ce  cas,  toutes  les  ligues  (M')  sont  égales  à  Tépî- 
cjcloïde  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  de  dia- 
mètre /i,  roulant  sans  glisser  sur  un  cercle  in  fuis  plus 
grand. 


(  '"-g) 

On  peut  dire  que  (Mo)  est  la  podaire  de  chaque  ligne 
(M)  par  rapport  à  sa  transformée  ortliolangentielle.  In- 
versement, cette  transforuiée  cstV  antipodaire  de  (M©)  par 
rapport  à  (M).  Il  suflSt  de  supposer  que  (M)  se  réduit 
à  un  point  pour  retrouver  les  résultats  connus  de  la 
théorie  des  podaires  proprement  dites.  On  obtient  la 
théorie  des  développoïdes  en  supposant  0  constant,  ce 
qui  entraine  h  =  pQ.  Enfin,  pour  rentrer  dans  la  théorie 
des  transformations  axiales  proprement  dîtes,  il  faut 
supposer  que  (M^)  soit  une  droite.  Pour  po  infini  et 
jo=  X,  les  formules  (3),  (4)»  (5)  deviennent 

Connaissant  Téquation  axiale  d'une  ligne,  ces  for- 
mules donnent,  par  élimination  de  0,  l'équation  intrin- 
sèque de  la  même  ligne  et  celle  de  sa  transformée  ortho- 
tangentielle.  Signalons,  pour  finir,  la  formule  qui  donne 
le  rayon  de  courbure  de  la  /i**«<'  développée  d'une  ligne 
quelconque,  dont  on  connaît  Téqualion  axiale.  On  a 


ou 


u 


pn=  "«  S^nO   4-  P«  COSO, 

d"-*-^\  ^/i-iX 

d"  "3  X 
-*-(C«+jj— G„,3)  ^p-^  — 
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SIR  riNTÉGRAlE  f  cQi(x-oi)dx; 

Par  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA, 
Professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Porto. 


L'întégrale   /    col(a: — OL)dx,  quî  a  une  grande  im- 

•/o 

portance  dans  la  théorie  de  Pintégration  des  fonctions 
rationnelles  desino:  et  cosx,  a  été  obtenue  par  M.  Her- 
mite  dans  son  savant  Cours  d* Analyse,  p.  3449  ^^ 
moyen  d*une  construction  géométrique,  et  ensuite  dans 
J ornai  de  Sciencias  mathematicas,  t.  II,  p.  65,  au 
moyen  d'une  méthode  entièrement  élémentaire.  Je  me 
propose  ici  de  considérer  la  même  intégrale,  pour  l'ob- 
tenir par  une  autre  méthode  aussi  élémentaire,  en  la 
faisant  dépendre  de  Tintégrale 


X 


'     /'(T)du 


Soil  a  =  a  +  ii.  On  a 


/ 


col  (a:  —  a  —  ib)  dx 
"cosfar  —  a  —  ib) 


=/ 


dx 


sin(â;  —  a  —  ib) 

cos(ar  —  a)  co^ ib -^siTïix  —  a)  s\nib    , 

aXy 


sin(a7  —  a)cosib  —  ces  (a?  —  a)sint6 
OÙ  Ton  doit  remplacer  sinii  et  cosii  par  leurs  valeurs 

ces  ib  = > 

sinifc  = 


C-* —  e* 


'Il 


(  '2.  ) 

ce  qui  donne 


/  cot(a:  —  a)dx 


/(c-*-4-  c*)cos(ar  —  a) —  /(«~* —  e^)%\n{x—  a) 
(e-*-f-  e^)  sin(a7  —  a)-H  t(e~^ —  e^)  cos(a:  —  a) 

/2sina(a7  —  a)cLc 
e-**-h  e** —  2  cos2(a7  —  a) 

(e-*-T-  e^)*  sin*(a7  —  a)-+-(e-^—  c^)*cos'(a?  —a) 


-'/ 


=  -  log[e-**-h  c'^ —  2Cos(ar  —  a)] 


Mais,  comme  on  a  e*~**-|-  e^*]>>  a,  la  fonction 

log  [e-**-^-  e'* —  2 cos2(a7  —  a)] 

a  une  branche  réelle  qui  prend  des  valeurs  égales  dans 
les  points  a:  =  o  et  j:  =  it.  Donc 

/     cot(x-a)ctr=-i     I        v.-t^e»' T»' 

L'intégrale  qui  entre  dans  le  second  membre  de  cette 
égalité  a  la  forme 

r^  f'{x>,dx 

et  nous  allons  par  conséquent  lui  appliquer  le  théorème 


,W        y.f 


/      f(x)dx 
^_^rr^^.^i  =  arctang/(ir)— arctang/(o)— (^  +  m)'ir, 

où  //  représente  le  nombre  de  fois  que  f{x)  passe  par 
Tintini  en  allant  du  positif  au  négatif,  et  m  le  nombre 


(  la^  ) 

de  fois  quey*(x)  passe  par  rinfîni  en  allant  du  négatif 
au  positif. 

En  y  posant  donc 

f^^)=  1-bl.lb  tang(a:  -  a), 

et  eu  remarquant  que,  quand  x  varie  depuis  zéro  jus- 
qu'à it,  tang(j:  —  a)  passe  une  seule  fois  par  riniîni  en 
allant  du  positif  au  négatif  et  que  la  fraction 

4»— fr_i_  />b 


>-  à —  4>b 


est  positive  ou  négative  suivant  que  6  <  o  ou  ^o,  on 
voit  quey(x)  passe  une  seule  fois  par  Tinfini,  en  allant 
du  positif  au  négatif  quand  £  <C  o,  et  du  négatif  au  po- 
sitif quand  i  ]>o. 
Nous  avons  donc 


/      cot(.r — 0L)dx=  —  tir 


quand  i  >  o,  et 


/      col(jr  — 


a  )  dx  —  —  ÎTZ 


quand  b  <Co. 


ETUDE  DU  COMPLEXE  PROPOSÉ  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL 

DE  188S; 

Par  m.  E.  MARCHAND. 


Dans  un  précédent  article,  après  avoir  résolu  la  ques- 
tion telle  qu'elle  était  énoncée,  je  me  suis  borné  à  indi- 


1 


j 
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quer  sans  démonstration  quelques  résultais  complé- 
mentaires faciles  à  établir  au  moyen  des  coordonnées 
cartésiennes. 

Je  me  propose  aujourd'hui  de  parvenir  aux  mêmes 
conséquences  en  faisant  appel  presque  exclusivement 
aux  coordonnées  liomogèties  de  la  ligne  droite. 

1.  Complexe  spécial.  —  Désignant  toujours  para, 
P,  Y,  (/,  P',  y  les  six  coordonnées  de  la  droite  A,  je  trou- 
verai pour  expression  de  la  plus  courte  distance  S  entre 
cette  droite  et  une  droite  A|  faisant  l'angle  (p  avec  elle, 

(i)        ôsincp  =  a',  a -r-  P',  p  -h  y\y  h- a,  a -h  p,p'-h  7,7'. 

Ceci  rappelé,  le  complexe  du  premier  ordre 
(•2)  Aa-hBp-^GY-i-A'a'-hB'p'-4-G'f  =0 

sera  dit  spécial  si  son  invariant  est  nul  : 
(3)  AA'-+-BB'-hCG'=o. 

L'identité  (3)  s'interprète  géométriquement;  elle 
indique  que  a,  ==  A',  pi  =  B',  y.  =  C',  a',  =  A,  ^\  =  B, 
Yi  =  C  sont  les  six  coordonnées  d'une  droite  6xe  Aj . 

D'après  (i)  l'équation  (2)  signiGe  que  toute  droite  A 
du  complexe  rencontre  la  droite  A|. 

Un  complexe  spécial  est  l'ensemble  des  droites  A  qui 
rencontrent  une  droite  fixe  A4. 

A  tout  point  correspond  relativement  à  un  com- 
plexe du  premier  ordre  un  plan  que  Chasles  appelle  le 
plan  focal  du  point.  Il  est  facile  de  vérifier  que  si  un 
point  mobile  décrit  une  droite  du  complexe  d'une  ma- 
nière continue  de  — 00  à  4- 00,  le  plan  focal  du  point 
tourne  autour  de  la  droite  d'une  manière  continue  de 
180®.  Il  suffit  pour  cela  de  prendre  cette  droite  comme 
axe  des  z. 
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Il  n'y  a  d'exception  que  si  le  complexe  esl  spécial.  La 
droite  A  choisie  parmi  celles  du  complexe  rencontre 
en  N  la  droite  Af  définie  par  ce  complexe. 

Le  plan  focal  d'un  point  quelconque  de  A  est  toujours 
le  plan  AA4  ^  le  plan  focal  de  N  est  indéterminé. 

2.  Complexe  tangent.  —  Soit  maintenant  un  com- 
plexe quelconque  d'ordre  m 

(4)  /(«,P,T,  «',  ?',  t')-o. 

Pour  une  droite  a,  P,  y,  a'^,  j3'^,  y'^  du  complexe  ou 
aura  l'identité 

(5)  /•(«!,  Pi,  Ti,«'„P'i,Ti)=  "• 

Pour  une  droite  voisine  appartenant  au  complexe, 


/•(«! 


^«1,  ...)=/(«!,  --O+f^f  ^0^,  +  ...^ -!-..:=  o. 


Finalement  on  obtient 
(6)  ^^rf„  +  ...+  .^rfy.  =  o. 

Ajoutant   au    premier   membre   de    (6)   le    premier 
membre  de  (5)  écrit  sous  la  forme 

-'-  a|-f-...-î-  — 7-  Yi  =  0, 

OOLi  (>Yl 

on  trouve  finalement 

/.^  ^^_^3   ^/^v   '^-a'  '^-^       S'J£-:.v'-^-o 

Ci)  /(«iT  Pi»  ïi»  a'nPn  ïi)=o- 

Relativement  à  toute  droite  A|  du  complexe  on  trouve 
un  pareil  complexe  linéaire  (7)  que  j'appellerai  coni' 
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plexe  tangent.  Pour  justifier  cette  dénomination,  je  vais 
démontrer  le  résultat  suivant  : 

f^e  plan  focal  d'un  point  S  de  la  droite  A|  du  com- 
plexe (4)  est  le  plan  tangent  le  long  de  A|  au  cône  du 
complexe  de  sommet  S. 

En  effet,  la  droite  A4  étant  définie  par  un  point  fixe 
M|  {x^jTj  ^,  r)  et  par  un  point  mobile  S(a/,  j',  z',  «'),  le 
plan  focal  de  S  relativement  au  complexe  (7)  sera  défini 
par  (7)  en  supposant  la  droite  a,  p,  y,  a',  P',  y  déter- 
minée par  les  points  S (j^-^j',  z\  if)  et  M(x,  j*,  z,  t). 

Le  plan  tangent  en  M|  au  cône  du  complexe  dont  (4) 
est  Téquation  en  coordonnées  multiplanaires  est  préci- 
sément déterminé  par  les  équations  (7)  et  (5). 

Corrélativement  le  foyer  d*un  plan  P  mené  par  la 
droite  A|  du  complexe  relativement  au  complexe  tan- 
gent (7)  est  le  point  de  contact  de  la  courbe  du  com- 
plexe relative  au  plan  P  avec  la  droite  A|. 

Les  droites  du  complexe  peuvent  alors  se  diviser  en 
deux  groupes. 

On  a,  d'une  part,  les  droites  ordinaires  du  complexe 
caractérisées  par  ce  fait  que  le  complexe  tangent  n'est 
pas  spécial.  Le  plan  tangent  au  cône  du  complexe  tour- 
nera de  iSo**  quand  le  sommet  décrira  la  droite  ordinaire 
du  complexe  de  — 00  à  4-  oo. 

On  a,  d'autre  part,  les  droites  singulières  D  pour 
lesquelles  le  complexe  tangent  est  spécial.  Le  plan  tan- 
gent est  le  même  pour  tout  cône  ayant  son  sommet  sur  D  ; 
c'est  le  plan  de  la  droite  D  et  de  la  droite  D^  définie  par 
le  complexe  tangent  spécial.  Il  n'y  a  d'exception  que 
pour  le  point  N  d'intersection  de  D  et  jy. 

Ainsi  on  est  conduit  à  adjoindre  à  la  droite  singulière 
D  un  plan  singulier  DD'  et  un  point  singulier  JN. 

Corrélativement  le  point  de  contact  avec  la  droile 
singulière  est  le  point  singulier  N  pour  tout  plan  pas- 
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sanl  par  celte  droite  singulière.  Iln*y  a  d'exception  que 
pour  le  plan  singulier  associé. 

Exactement  comme  dans  la  théorie  des  points  doubles 
des  courbes  algébriques  on  trouvera  que  pour  le  point 
singulier  N  il  faut  remplacer  l'équation  (7)  par 


(8) 


Le  cône  admet  la  droite  singulière  comme  droite 
double,  les  deux  plans  tangents  le  long  de  cette  droite 
double  étant  représentés  par  l'équation  (8). 

Corrélativement  la  génératrice  singulière  est  tangente 
double  pour  la  courbe  du  complexe  située  dans  le  plan 
singulier  associé.  Les  deux  points  de  contact  sont  dé- 
terminés encore  par  Téquation  (8). 

Si  le  complexe  est  du  second  ordre,  comme  dans  l'é- 
quation actuelle,  l'équation  (8)  coïncide  avec  Téquation 
(4)  du  complexe.  Le  cône  relatif  au  point  singulier 
associé  se  décompose  en  deux  plans;  la  conique  rela- 
tive au  plan  singulier  associé  se  décompose  en  deux 
points. 

On  prouvera  alors  sans  difdculté  que  les  droites  sin- 
gulières du  complexe  sont  les  génératrices  doubles  des 
cônes  du  complexe  admettant  une  génératrice  double, 
ou  encore  les  tangentes  doubles  des  courbes  du  complexe 
qui  en  admettent. 

Los  points  singuliers  associés  sont  les  sommets  des 
cônes  admettant  une  génératrice  double^  les  plans  sin- 
guliers associés,  les  plans  des  courbes  admettant  une 
tangente  double. 

Dans  le  cas  actuel,  chercher  le  Heu  des  points  singu- 
liers associés  et  l'enveloppe  des  plans  singuliers  associés 
revient  à  chercher  d'une  part  le  lieu  des  points  pour 
,    lesquels  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  deux  plans, 
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d'autre  partrenveloppe  des  plans  pour  lesquels  la  courbe 
du  complexe  se  réduit  à  deux  points. 

3,  Droites  singulières.  —  Les  droites  singulières 
seront  définies  par  les  équations 

(9)  /(«,P,T,  a',P',T')  =  o, 

.V  àf  df       df  àf        ôf  df 

^      *  àa  doL'    '    dp  â^'        d^{  ÔY 

Dans  le  cas  actuel  on  aura  les  deux  équations 

(9)  /a'*H-  mP'«-4-  /iy'»—  K(aï-f-  p«  -f-  y»)=  o, 

(10)  /aa'-h  mpp'-h /iyy'=o. 

On  a  une  congruence  du  quatrième  ordre  et  de  qua- 
trième classe. 

L'équation  (10)  se  reconnaît  aussitôt.  C*est  le  com- 
plexe des  droites  perpendiculaires  à  leur  polaire  relati- 
vement à  toutes  les  surfaces  du  second  degré 

J.Î  y2  ^î 


l  -T-  p       m-i-p        n-h  p 

p  et  (7  étant  des  paramètres  arbitraires.  L'une  de  ces 
surfaces  est  le  cône 

,       ,  3"'  V*  z^ 

(11)  -,-  -4-  ^^-f-  —   =0, 

qui  intervenait  si  heureusement  dès  le  début  du  pro- 
blème. 

Ce  résultat  s'explique  aussitôt.  La  conique  du  com- 
plexe relative  à  un  plan  P  est  homofocale  à  la  section  S 
de  ce  cône  (11)  par  le  plan  P.  Si  donc  la  conique  se  ré- 
duit à  deux  points,  ce  qui  n'arrive  que  pour  les  plans 
singuliers  associés,  ces  deux  points  sont  deux  foyers 
de  D;  la  droite  singulière  qui  les  joint  est  un  axe;  or  on 
sait  que  tout  axe  de  section  plane  est  une  droite  perpeu- 
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diculaire  à  sa  polaire  et  que  toute  droite  perpendiculaire 
à  sa  polaire  est  un  axe  de  section  plane. 

Les  propriétés  connues  du  complexe  (lo)  fournissent 
aussitôt  des  propriétés  des  droites  singulières  du  com- 
plexe. Le  rapport  anharmonique  intercepté  sur  une 
droite  singulière  par  les  trois  plans  de  coordonnées  et  le 
plan  de  l'infini  est  constant.  Ces  quatre  plans  forment 
un  tétraèdre  tel  que  toute  autre  droite  située  dans  le  plan 
d'une  face  appartienne  au  complexe  (lo),  que  toute  droite 
passant  par  un  sommet  appartienne  au  complexe  (lo). 

Toutes  les  droites  du  complexe  donné  (9)  situées 
dans  un  des  plans  de  coordonnées  seront  singulières.  Or 
on  a  vu  que  pour  tout  plan  passant  par  l'origine  on  avait 
un  cercle.  Les  droites  du  complexe  situées  dans  un  des 
plans  de  coordonnées  envelopperont  le  cercle  déterminé 
par  ce  plan  de  coordonnées  dans  la  surface  des  ondes 
qui  sera  trouvée  plus  loin. 

Toutes  les  droites  du  complexe  (9)  passant  par  l'ori- 
gine ou  parallèles  à  un  des  axes  sont  aussi  des  droites 
singulières. 

4.  Congruence  des  droites  singulières.  —  Les 
droites  singulières  formant  une  congruence,  une  pre- 
mière méthode  que  je  ne  ferai  qu'esquisser  consisterait 
à  leur  appliquer  les  théorèmes  généraux  relatifs  aux 
foyers,  aux  plans  focaux  et  aux  surfaces  focales  des  con- 
gruences. 

Je  rappellerai  que  les  foyers  d'une  congruence  sont 
définis  par  (Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur^ 
faces,  par  G.  Darboux,  t.  II,  p.  3) 

,  ào  ào 
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Les  ppojrc!tîons   d'une  droite  siii-  les   Iruis  plans  de; 
coordonnées  ayant  pour  équations 

vv- ?-  =  «'. 

7.Z  Y-^  =  P» 

3^  -  a^  =  y', 
1rs  équations  (y)  et  (lo)  deviennent 

A  ces  équations  il  faudra  joindre 

à/_         à/  àf 

r>3  do  âo 

'ôi  d^  d^ 

Or,  si  je  regarde  a,  p,  y  eomine  des  eoordonnées  cou- 
rantes et  a:,j^,  3  coninie  des  paramètres  constants,  les 
équations  (l '^  ),  (i  3)  et  (i  4)  reviennent  à  exprimer  que  les 
coniques  représentées  par  les  deux  premières  équations 
!tout  tangentes. 

Posant,  suivant  r usage, 

in.)  S  =  o, 

M3)  S'=o, 

on  vérifie  facilement  que  l'invariant  B  est  nul.  Alors  la 
condition  de  contact  (Svlmon,  Sections  coîiiquest 
p.  5^3)  se  réduit  à 

On  a  d'abord  A  =  o,  c'est-à-dire  la  condition  pour  que 
8  =  0  représente  deux  droites.  Eflectuant  le  calcul,  on 
trouverait  la  surface  des  ondes,  que  nous  retrouverons 
plus  loin  par  nn  calcul  presque  identique*  On  a  en  plus 
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une  surface  d'ordre  élevé 

Cette  surface  rencontre  la  surface  des  ondes  en  des 

points 

A  =  o,        e'=o, 

formant    une  courbe  gauche  d'ordre  ï6,  sur  lesquels 
l'attention  se  trouve  tout  naturellement  attirée. 

Mais  je  laisserai  de  côté  ces  considérations,  qui  ne  se 
rattachent  pas  étroitement  à  la  marche  suivie  jusqu'ici. 

5.  Point  et  plan  singuliers.  —  Le  complexe  tangent 
est  ici 

/ a' a'i  -i-  m P' ?',  -h  n^'^\  —  K (aaj  -f-  ppi  +  Tï»  )  =  «• 

Si  ce  complexe  est  spécial,  la  droite  D'  qu'il  représente 
a  pour  coordonnées  /a',,  //i^', ,  «y',,  — Ka,,  — Kpi, 
—  Kyi,  les  coordonnées  de  la  droite  singulière  D  étant 

«M  ?ti  Y»'  ^i'  ri>  Tr 

Alors,  si  a.',j,  2  sont  les  coordonnées  rectilîgnes  du 

point  N  intersection  de  D  et  de  IX,  on  aura  les  deux  séries 

d'é(|nations 

(16)  <  az  —  Y^  =  ?» 


fix —  av  =  ^' 


/    n  Y  y  —  m'^'  z  —  —  K  a, 

(17)  }      /a';;-    /if-r^-K?, 

(18)  a'.r-+-  [:i'.V-i- v'-  =  "« 

(19)  aj"  -f-  p  r  -1-75  =  o. 

Les  équations  (18)  et  (19)  déterminent  des  valeurs 
proportionnelles  de  x,  j>',  z.  Il  est  d*ailleurs  facile  de 
vérilier  que  les  équation»  (16),  (17),  (18)  et  (ly)  sont 
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vérifiées  par 

en  supposant,  bien  entendu. 

Les  formules    corrélatives  qui  déterminent    le  plan 
singulier  associé  sont 

(21)  j  a'w—^'u  =  ?, 

(22)  I  —  K(a(*'  — Yw)  =  m^', 

(  —  K(P«/,  —  at')  =11^, 

(24)  /a'tf -H  m3V-4-/iY'«' =  0. 

Ici  encore  il  est  facile  de  constater  que  Ton   vérifie 
toutes  ]t*s  équations,  en  posant 

(25)  —  K/£  =  n?Y'-mY?'. 

Si  Ton  multiplie  |)ar  a,  p,  y  les  premiers  membres 
des  équations  (21)  et  qu'on  ajoute,  il  vient 

(26)  ux-i-  vy  -\-iVZ-\-\  =  0. 

On  vérifie  donc  ce  résultat,  évident  par  ce  qui  pré- 
cède, que  le  point  singulier  est  dans  le  plan  associé. 
De  (26)  on  tire  aussitôt 

(  27  )        u  dx  H-  (»  dy  -h  «'  dz  -^x  du  H- j' dç  -h  s  dw  =  o. 

Je  différentîe  totalement  les  équations  (16)  et  (17) 
el    je  les  ajoute   multipliées  par  les  facteurs  écrits   en 
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-f-      y  d"^  —     z  d^  —  drt!^  —  /a', 

-h       zda.—     xdf  =  d^',  — m^', 

-h      a:  <r/p  —     y  d^  —  d^,  —  ri^\ 

-Jr  ny  d^(  —  mz  d^'  =  —  K  da,  a, 

-h     Izda' — nxdY=  —  Kd^y  ?, 

m^'  dx—  /a' dy  -h  mx  dp'-^  ly  cfa'  =  —  K rfv,  y- 

J'obtiens 

{  -^  iK{u  dx  -h  ç  dy  -^  w dz) 
^     ^  '        "^Kixdu-^-y  dv -\- z  dw)^  o. 


regard 

ï^7 

^dz 

fxdz  — 

Y  dx 

"^dx  — 

ocdy 

n^dy  — 

mp'dz 

Wdz  — 

n^d^T 

Des  équations  (27)  et  (28)*bn  lire 

(29)  udx'^sf  dy -{- w  dz  =  o, 

(  3o  )  X  du  -h  y  dv  -\-  z  dw  =  o. 

La  première  montre  que  la  surfaee  lieu  des  points 
associés  admet  le  plan  associé  comme  ?plan  tangent^  la 
deuxième  montre  que  l'enveloppe  des  plans  singuliers 
associés  admet  le  point  singulier  associé  comme  point  de 
contact  avec  son  enveloppe. 

On  voit  donc  qu'il  existera  une  surface  singulière 
lieu  des  points  singuliers  et  enveloppe  des  plans  singu- 
liers à  laquelle  toutes  les  droites  singulières  seront  tan- 
gentes. 

11  est  facile  de  se  rendre  compte  que  la  même  surface 
sera  aussi  le  lieu  des  points  en  lesquels  peut  se  décom- 
poser la  conique  du  complexe  et  l'enveloppe  des  plans 
auxquels  peut  se  réduire  le  cône. 

En  elïet,  si  par  la  droite  singulière  on  mène  les  deux 
plans  qui  forment  le  cône  relatif  au  point  singulier  N, 
la  courbe  du  complexe  relative  à  Tun  de  ces  plans  se 
compose  évidemment  du  point  N  et  d'un  autre  point. 
C'est  un  plan  singulier,  tangent  par  suite  à  la  surface 
singulière.  De  même  le  cône  relatif  à  l'un  des  points  îVI 
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en  lesquels  se  décompose  la  conique  siluée  dans  un  plan 
singulier  contenant  déjà  toutes  les  droites  du  plan  sin- 
gulier passant  par  M  se  réduit  à  ce  plan  et  à  un  autre 
plan. 

Il  paraît  dès  lors  naturel  de  penser  que  la  surface  sin- 
gulière sera  de  quatrième  ordre  et  de  quatrième  classe. 
Une  droite  singulière  rencontre  en  effet  la  surface  au 
point  singulier  associé  qui  doit  compter  double  et  aux 
deux  points  auxquels  se  réduit  la  conique  correspon- 
dante au  plan  singulier  associé.  Par  la  droite  singulière 
on  peut  mener  quatre  plans  tangents  dont  deux  confon- 
dus avec  le  plan  singulier  et  les  deux  autres  fournis 
par  les  deux  plans  auxquels  se  réduit  le  cône  qui  a  pour 
sommet  le  point  singulier  associé. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  établir  rigoureusement  ce  ré- 
sultat par  la  Géométrie  et  j'arrive  aussitôt  à  la  recherche 
de  l'équation  de  la  surface  singulière. 

6.  Surface  singulière.  —  Eliminant  a,  p,  y,  a ,  ^', 
-/  entre  les  six  équations  homogènes  (16)  et  (17),  on 
aurait  l'équation  de  la  surface  singulière  sous  forme  d'un 
déterminant  du  sixième  ordre. 

Je  tirerai  les  valeurs  de  oc,  jâ,  y  des  équations  (17)  et, 
portant  dans  (16),  j'aurai  trois  équations  de  la  forme 

(3i)  7:[l(r'^-\-  z^)—K]'^'^'  mxy  —  ^'  nzx  =:  o. 

Posant 

les  équations  (3i)  sont  les  dérivées  partielles  de  la  forme 
quadratique 

/  AX«-K.VY2-hA''Zî-f-2BYZ-4-2B'ZX-4-2irXY  =  o 
<  32)      '.  K 
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Lr.  (liscrîmiiiant  de  celle  ioriue  quadratique  doit  être 
nul.  Jo  récrirai  sous  la  forme  de  Jacobî 


~B 


B'  B' 
A  — 


-h. .  .H-  r  =  o. 


B 


On  Irouve  la  forme  bien  connue  de  l'équation  de  la 
sut  face  des  ondes 


.r2 


x^-^y^-r-  z^  — 

K 

7 

V* 

jr^-¥-  v*-t-  -3*  — 

K 

m 

z* 

(3'i) 


..    — 1=  O. 

•^  n 

Si  l'on  avait  au  contraire  éliniiné  a',  p\  y'  entre  les 
équations  (  i6)  et  (17),  on  obtiendrait  trois  équations  du 
pn;mier  degré  en  a,  p,  y  qui  ne  seraient  autre  chose  que 
les  dérivées  partielles  de  la  forme  quadratique  (1^) 
trouvée  plus  haut.  Le  rapprochement  avec  le  calcul  in- 
diqué par  la  théorie  des  foyers  des  congruences  est  très 
net,  mais  on  trouverait  une  forme  moins  simple  pour  la 
surface  des  ondes 

nifur-  ntv'  Iniz^ 


I  =  Imn  I  -7-  H-  = 1 ) 

\  /         m        n  I 


T  =  o  est  le  cône  (11)  qui  avec  la  sphère  de  ra}^on  nul 
a:^4-j)  •-!-  3^=  o  compose  le  cône  asymptote  de  la  sur- 
face des  ondes. 

Opérant  de  niè:ne  avec  les  équations  (*-ii)  et  (22),  on 


(  .35  ) 

trouve  ]es  deux  formes  corrélalivcs  de  réqualion  de  la 
surface  des  ondes  : 

(35)  -r 7-+--1; h  -z 1  =  0, 

p' — /        p* — m        p' — n 
p*  =  w*  -4-  p'  -f-  w*. 


.n 


7.  Conséquences  géométriques.  —  Je  tue  borne  au 
cas  où  l'on  a  une  véritable  surface  des  ondes  : 

/  >  o,        m  >  o,        /?  >  o. 

Prenons  un  point  M  de  la  surface  des  ondes  et  le 
plau  taugent  T  en  ce  point.  }v.  dis  que  la  droite  singu- 
lière unique  qui  passe  par  le  point  M  dans  le  plan  T  est 
perpendiculaire  à  la  droite  OM  qui  joint  le  point  de 
contact  M  à  Torigine  des  coordonnées.  Eu  eifet,  ou  a  vu 
dans  la  première  Partie  que  les  plans  tangents  menés 
par  OM  au  cône  (11)  étaient  deux  plans  de  section  cir- 
culaire; OM  est  donc  un  axe.  Lorsqu'on  a  deux  plans 
au  lieu  d'un  vrai  cône,  ces  deux  plans  doivent  former  un 
des  deux  autres  systèmes  de  plans  cycliques  qui  résul- 
tent forcément  du  premier  système.  L'intersection  de 
ces  deux  plans  ou  la  droite  singulière  est  aussi  un  axe; 
elle  est  perpendiculaire  à  OM.  Cette  perpendiculaire  D 
menée  à  OM  dans  le  plau  T  est  tangente  à  la  parabole 
(10)  du  complexe  associé.  Elle  rencontre  la  surface  des 
ondes  en  deux  autres  points  qui  sont  foyers  de  la  section 
du  cône  (11)  par  le  plan  T;  ce  sont  en  etlct  les  deux 
points  en  lesquels  se  décompose  la  conique  du  complexe 
qui  est  homofocale  de  la  section  du  cône. 

On  peut  mener  par  U  deux  autres  plans  tangents  n  la 
surface  :  ce  sont  les  deux  plans  de  run  dcîs  deux  systèmes 


(   .36  ) 

cycliques  résultant  d'un  premior  système  cyclinuc  formé 
par  les  plans  tangents  menés  par  OM  au  cône  (i  i).  Le 
cône  étant  ici  imaginaire,  les  plans  tangents  sont  imagi- 
naires et  alors,  des  deux  systèmes  cycliques  entre  lesquels 
il  faut  choisir,  Tun  est  réel,  l'autre  imaginaire. 

D'après  la  forme  connue  de  la  surface  des  ondes,  si  le 
point  M  est  sur  la  nappe  intérieure,  les  deux  points  d'in* 
tersectionde  D  avec  la  surface  sont  réels  :  la  conique  se 
réduit  aux  deux  foyers  réels.  Par  contre,  les  deux  plans 
tangents  menés  par  D  étant  imaginaires,  le  cène  du 
sommet  M  se  réduit  aux  deux  plans  cycliques  imagt* 
naires.  Si  le  point  M  est  sur  la  nappe  extérieure,  les  deux 
foyers  sont  imaginaires  et  les  plans  cycliques  réels.  On 
remarquera  en  passant  les  relations  étroites  qui  existent 
entre  la  surface  des  ondes  et  les  foyers  des  sections  planes 
du  cône,  lequel  deviendrait  un  cône  quelconque  du 
second  ordre,  si  on  laissait  arbitraires  les  signes  de  /, 
m,  n. 

Toute  section  menée  par  une  droite  singulière  D  est 
tangente  à  cette  droite  au  point  singulier  M.  D'ailleurs, 
dans  un  plan  quelconque,  il  y  a  quatre  droites  singulîèn^s 
définies  par  les  équations  (9)  et  (10)  comme  tangentes 
communes  à  la  conique  du  complexe  et  à  une  parabole. 
I.a  conique  du  complexe  relative  à  un  plan  quelconque 
est  tangente  en  quatre  points  à  la  section  de  la  surface 
des  ondes  par  le  plan.  De  même,  tout  cône  du  complexe 
est  tangent  en  quatre  points  à  la  surface  singulière.  Cette 
propriété  de  la  conique  du  complexe  d'être  tangente  à  la 
surface  singulière  en  chacun  des  quatre  seuls  ])oints  où 
elle  la  rencontre  s'applique  évidemment  à  tout  complexe 
du  second  ordre. 

Si  l'on  coupe  la  surface  des  ondes  par  un  plan  passant 
par  l'origine  des  coordonnées,  la  courbe  du  complexe  cor- 
respondante  est  un  cercle  C.  I^a  surface  des  ondes  est 


(  «37) 
roupée  suivant  deux  courbes  :  l'une  înlérîcurc,  1;  Taulre 
c?xléric*ui'e  E. 

Les  tangentes  menées  au  cercle  C  par  uu  point  M 
de  K  sont  évidemment  les  intersections  du  plan  du 
cercle  avec  les  deux  plans  auxquels  se  réduit'le  cône  de 
sonunet  M,  puisque  ces  droites  appartiennent  au  com- 
plexe. Ces  tangentes  sont  réelles  puisque  les  deux  plans 
sont  réels.  Les  tangentes  seraient  par  contre  imaginaires 
pour  un  point  quelconque  de  la  courbe  intérieure  L 
Alors  la  courbe  I  est  intérieure  au  cercle  Cet  la  courbe  E 
lui  est  extérieure.  Les  droites  du  complexe  situées  dans 
le  plan  étant  les  tangentes  au  cercle  C  rencontreut  E  en 
deux  points  réels  et  I  en  deux  points  imaginaires. 

Comme  toute  droite  du  complexe  appartient  à  un 
plan  passant  par  l'origine,  on  voit  que  toutes  les  droites 
du  complexe  pénètrent  entre  les  deux  nappes  de  la  sur- 
face des  ondes.  La  nappe  intérieure  de  la  surface  des 
ondes  forme  un  noyau  solide  à  Tintérieur  duquel  ne 
pénètre  aucune  droite  du  complexe. 

Les  courbes  E  et  I  se  confondent  pour  les  plans  qui 
touchent  la  surface  des  ondes  en  tous  les  points  d'un 
cercle.  Ce  cercle  de  contact  est  donc  une  conique  du 
complexe;  son  plan  coupe  le  cône  (i  i)  suivant  un  cerch? 
qui  a  même  centre  que  le  cercle  de  contact.  Corrélative- 
ment les  cônes  tangents  aux  points  doubles  sont  des 
cônes  du  complexe;  on  connaît  donc  leurs  plans  de  sec- 
tion circulaire,  et  par  suite  leurs  axes. 

Pour  être  complet,  il  resterait  à  clierclier  Téquation 
delà  surface  singulière  en  coordonnées  de  droite,  ce  qui 
conduirait  k  un  grand  nombre  de  propriétés  intéres- 
santes appartenant  pour  la  plupart  au  complexe  général 
du  second  ordre. 


(  ■:i8  ) 


LIEU  DES  POINTS  D'UN  SOLIDE  QUI  PARTAGENT  AVEC  LE 
CENTRE  DE  GRAVITÉ  L'UNE  DE  SES  PROPRIÉTÉS  DYNA- 
MIQUES; 

Par  m.  a.  DE  SAIM-GERMAIN. 


Soit  S  un  solide  de  masse  M,  animé  d'un  mouvement 
connu.  M.  Gilbert  a  déterminé  {^Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  aS  novembre  i885) 
le  lieu  des  points  A  du  solide  tels  qu'à  uu  instant  donné 
la  force  vive  de  S  soit  égale  à  la  somme  de  la  force  vive 
d'une  masse  M  concentrée  au  point  A  et  de  la  force 
vive  du  solide  dans  son  mouvement  relatif  à  des  axes 
menés  par  A  dans  des  directions  fixes  :  le  lieu  est  uu 
cylindre  de  révolution;  Taxe  de  Mozzi  et  la  parallèle 
menée  par  le  centre  de  gravité  G  en  sont  deux  généra- 
trices diamétralement  opposées.  On  peut  se  demander 
quels  sont  les  points  B  du  solide  qui  partagent  momen- 
tanément avec  le  point  G  une  autre  de  ses  propriétés 
dynamiques,  savoir  qu'à  un  instant  donné  le  moment  de 
la  quantité  de  mouvement  de  S  par  rapport  à  un  axe  liH' 
soit  égal  au  moment,  par  rapport  au  même  axe,  de  la 
quantité  de  mouvement  d'une  masse  M  concentrée  au 
point  B,  au^menié  du  jnoment  de  la  quantité  de  inonve- 
ment  du  solide  par  rapport  à  uu  axe  BB'  parallèle  à  UIl', 
quand  on  considère  le  mouvement  de  S  relativemput  à 
des  axes  menés  par  B  dans  des  directions  fixes.  Dans  une 
Note,  dont  le  résumé  a  été  donné  daus  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'^J endémie  des  Sciences ,  ly  dé- 
cembre i<S88,  j'ai  dit  que  le  lieu  des  points  B  i\sl  nn  liv- 
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pcrboloïde  :  un  calcul  simple  et  direct  permet  de  s'en 
assurer. 

Par  un  point  O  qui,  A  Tinstant  donné,  coïncide  avec  G, 
menons  trois  axes  rectangulaires  fixes  dont  Tuu,  OZ, 
soit  parallèle  à  HH',  et  soient 

a:  =:\  j  =  ^k  les  équations  de  HH'; 
j:,  Y^  z  les  coordonnées  d'un  élément  ni\ 
a,  p,  Y  celles  de  Tun  des  points  B; 

^jT^^r^^zj  ^x^  ?/i  'fz  les  composantes  de  la  vitesse  :  i'*de 
Télémentm;  i''  du  point  considéré  B. 

On  doit  avoir 

=  [(a  —  X )  o>—  ( ?  -  {X)  o^\  Im 


ou,  en  faisant  de  simples  réductions, 

A  Tinstant  donné,  le  mouvement  de  S  résulte  d'une 
translation  dont  la  vitesse  V  est  celle  du  point  G,  et 
d'une  rotation  w  autour  d'un  axe  instantané  GG' qu'on 
peut  supposer  dans  le  plan  des  xz]  soient  a,  £,  c  les 
composantes  de  V  suivant  les  axes^  celles  de  to  seront  de 
la  forme  />,  o,  r,  et  Ton  aura 

Vx  =  a  —  rjyf        Vy=  b  -\-  rx—pz,         v^=  c-^  py. 

Substituons  cc;s  valeurs  dans  l'équation  (i),  et  obser- 
vons que  S/nx,  S//*^,  S/;i  z  sont  nuls  parce  que  le  centre 
de  gravité  est  à  l'origine  :  on  peut  diviser  par  S//i  on  M, 
et  l'on  trouve  que  les  coordonnées  du  point  H  doiveni 


(  '4o  ) 

satisfaire  à  rik|uaLi<)ii 

^r{a'-^  ^^)  —  -ip:L'^-^(b  —  Xrjx  —  {a  -h  jjir)  ^  -h\p^(  =o  : 

le  lieu  du  point  B  est  donc  un  liyperboloïde  qui,  natu- 
rellement, dépend  de  plus  de  paranièlres  que  le  cyliiidit' 
de  M.  Gilbert.  Le  cône  dcîs  directions  asymptotiques  ne 
dépend  toutefois  que  des  directions  de  HH' et  de  l'axe 
de  Mozzî  :  ce  sont  les  directions  de  deux  génératrices 
du  cône  situées  dans  un  de  ses  plans  principaux,  et  les 
plans  cycliques  du  cône,  comme  ceux  de  Thyperboloïde, 
leur  sont  perpendiculaires.  On  trouve  que  les  généra- 
trices de  l'hyperboloïde,  parallèles  à  OZ,  sont  réelles  ou 
imaginaires  et,  par  conséquent,  que  riiyperboloide  est  à 
une  ou  deux  nappes,  suivant  qu'un  a 

(a-hfjt/-)*— 4Z>Xr$o, 

c'est-à-dire  suivant  que  la  droite  HH'  est  extérieure  ou 
intérieure  à  un  certain  cylindre  parabolique  dont  les 
génératrices  lui  sont  parallèles. 


SUR  LE  DEVELOPPEMENT  EN  SÉRIES  DES  FONCTIONS 

IMPLICITES; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


Soient 

les  racines  respectives  des  équations 

f(x)  —  m  =  o,        /(>)  — mo=a,        f{x)  =  o, 
de  sorte  ([u'on  ait  identiquement 


(  •4.  ) 

I     F{x)dx 

une  foDCtîon  qu'il  faut  développer  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissauces  croissantes  de  ///  —  //Zq. 
En  posant,  pour  abréger, 

ou  a 


•»'  .1  •*'  I.-' 


f     F(T)dx=  'd/{T)=  ^(J')fi/{jr) 

f       *  r/»' ("01  d/[Mm)\=  <!»  [/, (m  )]  c^/w . 

Au  moyen  des  formules  bien  connues 

I      T(m)dm  =  il-(/n)  —  V(mo), 


U'(/>i)  —  *'(Wo)  =  (m  —  TOo)  V(mo) 

I  .  •! 

J  •  ^  •   •   •  r  ^ 

on  obtient 


1^     Fiar)dx=^  f     ^[Mm)\dm 


•  .» .  *■  "»• 


1     •      ^ 

-^.!"3T.y->r'-^[/.o-)w..-^R» 


_  .    ^* 


*    *   •   •  •  • 


•  * 

«4 
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OÙ 


l   »    y^  »  ■J   m    •    •  #  •  ' 

De  cette  foituule,  ou  déduit  aussi  la  série  suivante 
f    F{x)dx=  Ç    Y{x)dx—  Ç     F(x)dx 


,m  y^m 


*[/,(/«)]  rfm-  /       *f/„(m)]rffl» 


ou 


•-f-8(x— /•) 


Exemple.  —  Eu  prenant  les  logarithmes  népériens, 

posons 

/(ir)  =  logiF  = /?i,         F(j-)  =  Iogar. 

Alors 

V{x) 

[^  JY7)  ^-1"  ^^""^  ==  (^  ^-)"  "^  **'^'-  =  ;:(n  -h  log^), 

IV„=  — -:;' (/H"[i  +  0(x-  D]  i  n  -  I  +  1ok[i  +  ^{x  -  0]  j 

— /;ij[i -h  ô, (:ï-o  —  I )]  !  n  —  i -H  Iog[n- 6j (:ro  —  î)l  I). 

(')  Nouvelles  Annales^  août  iSSS,  p.  3Ga. 
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Comme  R^,_^=o  et  R^,-^=o  pour  les  valeurs  finies 
de  m  cl  mo,  on  a 

^  -TXT-  <^  -^  '°8"«>  ^  -r^:^^-^^  iog^.)+...J 


,  .        (m  —  m^)  I 


-mo)«[l 


I  3 


5-^-] 


1.9.         4  I .  s& .  3 

L  i«a  i.a.i  J 

=  Xo[e"^-'no(m  —  mo)—  («'»-"»•—  0]  -4- arologa^oC^'""'"»—  i) 
=  (xlogar  — a?)  —  (a^ologaro— a7o), 

et  aussi 


(m^^rnl)  » 


I  3 

1.2  4  l.'2.3  5 

.  r  I        m  I         /?i*    I          m^      I  1 

=  m*-H -H -H 7-4-... 

"La         i3        i.'À  i        1.2. 35  J 

=  [e"^m  —  (e'«—  i)]  —  [e'«o/no—  (e'«o—  i)] 
=  [e'"(m  — i)-4-i]  —  fe"»o(mo—  i)-l-i] 
=  (arloga:  — a:)  —  (xq  logo^o— aro). 


SOLITION  DE  LA  QUESTION  iS70,  PROPOSÉE  PAR  )l.  ROICIIÉ; 

Pau  m.  WORONTZOFF. 


Etant  donnée  la  relation 

sin(x  —  j')=  m  sin(.r  -t-j^). 
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dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  donné  dont  la 
valeur  absolue  est  inférieure  à  i ,  développer  y  en 
série  suivant  les  puissances  croissantes  de  ni^  et  indiquer 
la  forme  du  reste  lorsqu'on  ne  prend  quun  nombre 
limité  de  termes  (*). 

De  réquation  donnée 

on  déduit 

y  =  arc  tang  [(7^^)  tang^J , 

/     m^mix     \ 

X  —  y  —  arc  tanî»  { |  • 

^  \i  -h  /n  cos'^ix/ 

Comme 

^— ^  =  j-  -  arc  lang  |^(^^-^  j  tangarj 

(m  sin  'xx     \ 
i  -h  m  Q.ofiix  J 

2t=  — .  ]\o^[\-¥m{ç.o%1x-hi?>h^'lx)\ — log[i -+- /«(cosî^  — /sino-J*!] 


11 


et 


Dîî,  arc  tan 


m 


(msinij*     \ 
iH-  m  cosaar/ 

(—  t)M-l 

r—  I.Q.3...(/l  —  i) 

'Il 

(cos2jr  -h  i  sin?.^')"  (ros9.ir  —  t  sin9..r)'» 


=  (-!)« 


[i  -h  /n(cos2a-  H-  i?>\n7.x)Y        [i-H  /w(cos5ij-  —  t  5in!î5îr)]' 
1 . 2 . 3  . . .  { /i  —  i  ) 


-1 


( IH-  2 ni  cos  A ic  -T-  m*  j" 
sin^i/iJrH msin5i(/i —  i}a? 


nin  —  1  ) 


(•)  A'ouVeiies  Anhnfex  de  .Udthématù/ues,  p.  jmj,  novcnibrp  iSSij. 


•  *  »    k 
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ou 

au  moyen  de  ]a  série  de  Maclaurin,  prise  avec  le  lerme 
complëmen taire  [hn)  de  Caucbj,  on  trouve 

y  =  X —  m  sin2a: 

(.)      {      +«.-__,«.^_+... 

OU 

_      (-i)»m«(i  — e)«-' 
*~  (i-T-26mcosaa7-r-6*m')'* 

X  I  sin2/ij?-+- /iOmsin2(/t  —  \)x 

n(n  —  i) 


1  .2 


(6/n)*  sin2(/i  —  2)ar  -h... -h  /i(6m)'»-* 


sm2rr    . 


(*)  Eo  posant  «•*  =  />  et  c-**=  ^,  on  a  généralement 

|[/(pm)4-/(gin)] 
=  *(ff»)  =  /(o)4- m  cosa/'(o) 

_H  _  co8.a/'(o)+...+  ,,3,,   (^^,)  co5(n  -.)a/-(o) 

7i[/tpm)-/(^m)] 

=  4»Jm)=  wsîna/'(o) 

+  ---  8inaa/'(o)-|-...H sin(«  —  i)a/— '  (o) 

1.2  .^    ^    '  1.2.3 ...  (n —  I)  '   "^       ^  ' 

/n"  I 

-^  .To:::^  nr^"D?/(rw.».-7"D?/o-),.,.„]. 

'lin.  rfe  Mathèmat.,  3"  série,  t.  VIII  (Mars  1889).  10 


j       ■«      t    J 


(  >4(>) 

Cette  série  peut  âlrc  obtenue  aussi  à  l'aide  des  formules 


=  F[*(7)] 
=  F(T) 
(2)        <        =  F[*(^)] 


* = «•—  I 


OÙ 


"•''=nï^?::ir![7Î5)«>^]"^t*(^)]L 


i.2.3...(/i  — i)^  IL/ (-2)     J  U=/ve. 


(m) 

et,  pour  x=  4>(j')  =  _^, 


Fr/.(m)] 

=  F(>-) 

(3.         ,       '"<£.., 


2  ,-:î3bE[7à7  "=]"■'«  *"•"• 

OÙ 

A,=  — ?^l[>,-f.DJ""F(.)! 

l.2.3.../l(L/(^)        J  Mz=a+e,r/-z) 

i.2.3...(/i-i)'  (L/(^)       J  is^AO, 

jôi (m)  =  ^xf(y)  ^/[z  -^  0(^r  -  z)],  o  <  0  <  I,  o  <  Bi <  I,  o  <  Oi<  1  ;, 
(')  !^ouvelles  Annales  de  Mathématiques,  p.  862;  août  1888. 


i('«) 


5=^^-6iJr-z) 


(  «47) 

En  prenant 

sinix-r) 
f(y)=-=—, ^  = 'w,         F(K)— V, 


011  a 


/(ar)=o,         r=/v(o)=a?, 

I  sin'(a7-hK) 


C/i) 


f{y)  %\X\'IX 

'   '      j)  8inVj7-4-y) 

__  sin*  ( a?  H-  ^  )  sin  9.  (  ar  -f-  j^  ) 
~  s'iti'^ix 

,     f[x  +  i(y-x)] 

Ay) 

_  sin[2a?-HQ(^  —  x)\s\\ï{y  —  x) — sin6(y  —  x)%\ïi[ix  -^{y  —  x)] 

s\n[ix  -\-^{y  —  a:)]sifi(^  —  x) 

_  sin2a?[sin(^  -  x)  cos6(j^  —  x)  —  cos(jk  —  ^)  sin6(  r  —  a?)] 

sin[2a?H-  6(^  —  x)\siii(y  — x) 

_       sin2arsin[(i  —  ^)(y  —  ar)1 
sin[2arH-  ^{y  —  x)\  sin  (j^  —  x) 

Par  conséquent,  d'après  la  formule  (3), 

V^    /       M.     «.  sin  a /r  a:        , 
^  =  a?-h    J^    (--i)*m* — j^ f-/i« 

A  =  l 

=  /^(m)=  arc  tang  M  i-^^  j  langxj  , 


(  '48  ) 

ou 

A    =  (—  I )n mn  L 1_^ ii L ïv£ n 

nsin^nx 

=  (--i)'»m« ' .  -^ ^    — ^  sin/i  a?-r- ^(eam)] 

^  "^  sin'»2a? 

sin[2rrH-6('j^  —  :r)]sin(>' — x) — s\n^(y  —  x)f^in(  y  -^x)  ^""^ 


=  (—!)'»  m» 


s'in'ixs\n{y  — x) 


X  — ! ; — "^ iJ  sin/i[23--f-6(y--a^)l 

X  — ' -. — ^. ^-^  sinnl'xx-h^ly  —  x)]. 


XOTK   DE   iM.    RoUCliÉ. 

En  même  temps  que  M.  Worontzof,  MM.  Darmanine  et  Au- 
dibert  nous  ont  envoyé  des  solutions  de  la  question  'J570.  La 
solution  de  M.  Darmanine  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  de 
M.  Worontzof,  et  celle  de  M.  Âudibert  est  une  application  du 
théorème  de  Maclaurin. 

Quand  nous  avons  proposé  ce  problème,  nous  avions  en  vue 
la  solution  suivante,  qui  est  à  la  fois  simple  et  directe  : 

La  relation 

s\xk{x — y)  =  m  sin(,r  -^  y) 

peut  s'écrire 

in  sin-xa" 
.r  —  V  =  arc  tan** 


^  I  -h  /n  cos'Aa? 


Posons 


o(m)  r=  arc  lang 


nous  aurons 


I  H-  M  cos  v.r* 


sin  ';•  X 


(  «49) 
oa,  en  effectuant  la  division, 

«p'(a)  =  sin!2ar —  usin4^  +  «*'  sin6a?  — . . . 

,.      .  -+- ( — l)»-»!*»-' Sin2(n  —  1)07 

(i)   { 

,       .^   ,    ^  ,s\n^nT-{-usini(n  —  i)x 

i  I -h  aacosaaj-h  a* 

Or,  si  Ton  désigne  par  R  le  nombre  défini  par  la  relation 

i  •p(/n)  =  —  sinaâ? sin4ar-f-  -^  sin6a?  — . . . 

i  m'*->  m'* 

(  H-( — i)»-* sin2(n  — i)a?-f- R  —  , 

I  ,  n —  1  n 

on  voit  que  la  fonction 

o(u) sin'iorH sin4iP rr  sinôa?  — . . . 

—  ( — i)«-i sin2(/t  —  i)a7  —  R  — 

n  —  I  n 

s*annule  pour  u=  m  aussi  bien  que  pour  u  =  o.  Sa  dérivée 

<P'(k)  —  sin2ir  H-  usin^x —  u*  sinGo?  — . . . 
—  (— i)«->M«-«sin2(/i  —  i)a?—  Ra«~«, 

qui,  en  vertu  de  (i),  se  réduit  à 

.F/       N     ,  sin2/iJ7-+- w  sin2(n  —  \)x       -.1 

un~l     (—  i)n-i  î: _^ R 

1/  i-i- 2 a cos 2;r -h  a*  J 

doit  donc  s-annuler  pour  une  valeur  de  u  comprise  entre  o  et 
m,  c'est-à-dire  pour  u  =  6/n,  6  étant  un  nombre  convenable- 
ment choisi  entre  o  et  i .  On  a  donc 

_       ,       ^     .  sin2nj:-4- 6m  sin2(/i  —  \)x 

iH- 2 6 m cos 2 a? -i- 6» m* 

et,  par  suite,  en  portant  dans  (2), 

» 

m  .  m*   .    -  m'   .   ^ 

Y  =  X sin207  H sinAâ? ^  sinba?  -H. . . 

I  2  3 

—  (— 0""* sina(/i  —  i)x 

^  n  -^  i 

^    m*  sina/ij:  H- Qm  sin2(/i  —  i)jr 

-i-  ( I  )« i i—  • 

n        I -h  26/n  co?2J' -4- 0*m* 


(  «5o) 


SUR  LimRIANT  DIFFÉRENTIEL  DES  FIGURES  GONGRUENTES; 

Par  m.  J.  ANDRADE. 


Cet  invariant,  dont  M.  Poincaré  a  fait  un  si  magni- 
fique usage  dans  sa  création  des  fonctions  fuclisiennes., 
a  une  origine  géométrique  des  plus  simples,  sur  la- 
quelle je  voudrais  m'arrêter  un  instant. 

Considérons  la  transformation  plane  qui  remplace  un 
point  M  par  un  point  M'  et  qui  résulte  : 

I**  D'une  inversion  positive  (M,  jx)  autour  d'un  pôle 
P  situé  sur  une  droite  XX  ; 

Fig.  I  (»). 
V  M'  it 


a p r 

Q**  D'une  réflexion  ([x,  v)  sur  la  même  droite  et  en 
ce  môme  pôle  ; 

3**  D'une  translation  (v,  M')  parallèle  à  la  droite  XX. 

Une  pareille  transformation  est  représentée  algébri- 
quement par  une  substitution  linéaire  à  coefficients 
réels,  eflectuée  sur  la  variable  imaginaire  z  représentée 
par  le  point  M  ;  la  droite  XX  étant  prise  comme  axe  réel. 

Considérons  deux  points  A  et  B  et  leurs  symétriques 
A'  et  B'  par  rapport  à  XX. 

Ce  groupement  symétrique   de   quatre  points  sera 


(•)  Les  trois  points  v,  M',  «jl  ne  sont  pas  en  ligne  droite. 


{  >5.  ) 
évidemment  conservé  par  la  transformation  qui  nous 
occupe^  or,  si  l'on  désigne  par  a,  i,  a',  b'  les  afQxes 
de  ces  quatre  points,  la  substitution  homographique 


Fig.  a. 

B 


A 


^  •    I 

.\       /     ! 

I 
I 


I 

, — Jl T- 


1  /    \ 


\ 


A' 


'/  ^    i 


B' 


représentée  par  celte  transformation  laissera  inaltéré  le 
rapport  anharmonique 


a^n!       b-b' 


X 


a^b'        b  —  a' 
Ce  rapport  réel  et  positif  se  réduit  à 

AA'x  BB' 


AB' 

Cet  invariant  ne  dépend  que  des  points  A  et  B.  Nous 
le  désignerons  par  1^,8  ou  indifieremmcnt  par  I^^^. 

Considérons  le  cercle  qui  passe  par  les  quatre  points 
A,  B,  A',  B',  qui  a  son  centre  sur  l'axe  XX,  et  qui  coupe 
cet  axe  aux  points  K  et  H. 

Soient  k  et  h  les  affixcs  de  ces  points,  et  envisageons 
le  rapport  anharmonique 

-  a  —  h       b  —  A- 

a  —  A"        b  —  h 

réel,  et  même  positif  et  ^  i  quand  A  et  U  sont,  comme 
nous  le  supposerons,  d'un  même  côté  de  l'axe  XX  et  que 
le  sens  du  parcours  du  demi-cercle  KABH  est  celui 
que  nous  considérons. 


(     «52    ) 


Nous  aurons 


AH.BK-+-AK.BH       AH.B'K-+- AK.B'H 
Ja.b  -+- 1  = .  -  --'• = >  --  «^■« ' 


AK.BH 


AK.BH 


Fig.  3. 


c'est-à-dire,  d'après  le  théorème  de  Ptolémée,  sur  le 

quadrilatère  inscrit 

_  KH.AB^ 
JA.B-i-i-  AK.BH' 

et  comme 

AA'.BB' 
U.B=  — 1    > 


AB' 


on  aura  aussi 


,,           „      Kh'.AA'.BB'         4.KH*.AP.BQ    , 
Ia,b  X  (  Ja.b  -+-  0'  =      ,  .  -  =  -TïT-Btr-Tû-^  Ja,Bt 


AK  .BH 


AK.BH. AH. BK 


ou,  d'après  une  propriété  classique  du   triangle  rec- 
tangle, 


Ia.b  x(Ja,b  +  0* 


4.KH  .AP.BQ 


/kf.khVqh.hk.  v^FH.KH.  /QK.KH 


Ja,b  =  4Jajbî 


4Ja,b 


donc  enfin 

Ja,b  est  donc  aussi  un  invariant. 


i33  ) 

Concevons  maintenant  que  le  point  B  se  rapproche 
indéfini  ment  de  Â,  cet  invariant  devient 

.  __a  —  ha  —  k  -\-  da 

àa^a^da  -  ^^:7^.  a  —  h -\- da 

c^est-à-dire,  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près, 

la  partie  complémentaire  à  i  est  réelle  et  positive  dans 
le  cas  où  le  point  a-\-  da  succède  au  point  a  en  dé- 
crivant une  circonférence  (KH)  dans  le  sens  de  la  rola- 

Fig.  4. 

\ 


Ô  X 

tien  d'un  angle  droit  qui  amènerait  l'axe  imaginaire  OY 
en  coïncidence  avec  l'axe  réel  OX. 

C'est  ce  que  nous  supposerons. 

Nous  avons  donc  pour  la  partie  complémentaire  cher- 
chée l'expression  réelle  et  positive 

KH  X  mod  da  __         KH .  mod  da  mod  da 

ÂÎCAH        ""  /KP .  KH  /pÏT.Yh  ~  "ÂP~"  ' 

et,  si  a:=  X  -\-  ij^ 

_  mod  da  ^ 

on  en  conclut  que  l'intégrale 

mod^a 


/ 


prise  le  long  d'une  ligne  L  ne  change  pas  par  la  trans- 
formation  de  figure  définie  plus  haut. 


(  '54  ) 

Cotte  intégrale  joue  le  même  rôle  dans  celte  trans- 
formation que  la  longueur  d'une  ligne  dans  le  déplacer 
ment  d'une  figure. 

Nous    allons    voir    maintenant  ce    que    deviennent 

l'invariant  différentiel et  Tintcgralc  correspon- 
dante dans  la  transformation  par  congruence.  Rappelons 
d'abord  la  définition  des  figures  congruentes. 

Soit  (M,  M')  la  transformation  de  figure  définie  plus 

haut. 

Fig.  5. 

p.  .p' 

•M' 

m' 

Soit  (M,  P)  la  transformation  (ï)  la  plus  générale 
qui  résulte  de  la  combinaison  deTinversion,  de  la  trans- 
formation par  symétrie  et  du  déplacement  d'une  figure 
plane. 

Soit  (M',  P)  la  même  transformation  (T)  eflectuée 
sur  le  point  M'. 

Le  point  P'  est  dit  le  transformé  de  P  par  congruence^ 
ou  encore  la  figure  (P)  est  congruente  à  la  figure  (P'). 

Analjtiquement,  si  Ton  désigne  par  R  la  substitution 
linéaire  réelle  que  représente  la  transformation  (M,  IV'F) 
et  par  S  la  substitution  linéaire  quelconque  que  repré- 
sente la  transformation  (M,  P),  la  transformation  par 
congruence  sera  la  représentation  de  la  substitution 

Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  des  figures 
congruentes  que  cette  transformation  de  figures  laisse 
inaltéré  un  certain  cercle  du  plan,  savoir  le  cercle  qui 
est  le  transformé  de  Taxe  XX,  dans  la  transformation 
T,  car  cet  axe  XX  restait  lui-même  inaltéré  dans  la 


*» 


(  ï^5  ) 

transformation  que  nous  avons  d'abord  éludiéc.  Ce 
cercle  se  nomme  le  cercle /ondamentaL 

On  peut  se  demander  ce  que  deviennent  deux  points 
A  et  A'  symétriques  par  rapport  à  XX  lorsqu'on  les 
soumet  tous  deux  à  la  transformation  T. 

Supposons  d'abord  que  la  transformation  T  se  ré- 
duise à  une  inversion  autour  du  pôle  Û.  Par  cette  inver- 
sion, Taxe  XX  se  change,  comme  on  sait,  en  un  cercle 

Fig.  6. 


passant  par  Û  et  dont  le  centre  O  se  déduit  par  Tinver- 
sion  considérée  du  point  I  symétrique  du  pôle  ù  par 
rapport  à  XX. 

D^ailleurs  les  trois  points  I,  A  et  A'  sont  évidemment 
sur  une  circonférence  qui  passe  par  Q\  leurs  transfor- 
més O,  a  et  a!  seront  donc  en  ligne  droite. 

Mais  les  points  a  et  a'  sont  sur  le  cercle  Qaa', 
transformé  de  la  droile  A  A',  et  ce  cercle  doit  couper 
orthogonale  ment  le  cercle  transformé  de  XX  ;  nous 
avons  donc 


Oii'=:  Oa.Oa'. 


(  '56) 

Ainsi  deux  points  symétriques  par  rapport  à  XX  se 
changent  par  la  transformation  T  en  deux  points  situés 
l'un  à  V  intérieur  y  Vautre  à  V  extérieur  du  cercle  fon- 
damental, sur  un  même  rayon  de  ce  cercle^  dont  la 
longueur  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances de  ces  deux  points  au  centre.  Ce  résultat  n'est 
évidemuient  pas  altéré,  par  les  déplacements  qui  suivent 
Tin  version  dans  une  transformation  T. 

Voyous  maintenant  la  nouvelle  forme  de  l'invariant 
Ja,/i+r/a  daus  la  transformation  par  congruence. 

L'invariant  Ja,b  demeure  inaltéré  par  la  transforma- 
tion T. 

Considérons  alors  le  cercle  qui  passe  par  A  et  B  et 

Fîg.  7. 


coupe  le  cercle  fondamental  O  orthogonalement  en  H 

et  K. 

Nous  avons  encore 

_  AH    BK 
^*"  AK   BH* 

Si  B  devient  in  Uniment  voisin  de  A,  et  si  nous  dési- 
gnons par  ^  et  (pi  les  angles  au  centre  du  cercle  Qf^ 
mesurés  par  les  arcs  KA  et  AH,  nous  trouvons,  par  un 
calcul  très  simple, 

sin--(o  -+-  çi) 

sin  -o  sin  -?6i 
•2  *         -2  ' 


(  '57) 

et,  en  désignant  par  /le  rayon  du  cercle  O',  nous  pour- 
rons écrire  l'invariant  difTérentiel  : 


mod  da 


sin-(<î)-f-çi) 
,  .    I       .1 


et,  le  facteur  de  mod  da  étant  indépendant  de  la  direc- 
tion du  déplacement  da^  nous  choisirons  ce  déplacement 
de  la  façon  la  plus  commode,  c'est-à-dire  normal  à  OÂ, 
comme  la  ûgure  suivante  le  suppose. 


l'ig.  8. 


I^'ig-  9- 


Le  facteur  de  mod  da  est  alors  égal  à 


F  = 


sino 


/  sin*  -  9 
a  ^ 


Soit  R  le  rayon  OK  du  cercle  fondameutal,  et  p  la 
dislance  AO. 
Nous  avons  /  =  R  coty,  d'où 


F  = 


sinQ 


sin'tp 


4  cos* -  9 


ncot©sin*-<p       Rcososin*-©  * 


R  cos©' 

cos*  -o 
a  • 


or,  on  a  sur  la  figure 


R 


R  roso 


SI  no 


?inc3 


(  >^"8  ) 
d'où 

d'où  enfin 

4 


F  = 


"i'-èï 


en  faisant  abstraction  du  facteur  4)  nous  avons  donc 
pour  remplacer  Tinvariant  différentiel cet  autre 


mod  da 

et,  par  suite,  aussi  l'intégrale 

mod  da 


"(-fi) 

prise  le  long  d^une  ligne  quelconque. 


PROBLKME  DONNÉ  AU  CONCOURS  GENERAL  EN  1874; 

Par  m.  L.  LEFÈVRE. 


Démontrer  que  Informe  la  plus  générale  d'un  po- 
lynôme entier  F(.r  )  satisfaisant  aux  relations 

(i)  F(i  — :r)  =  F(rr), 

(,)  f(1)  =  I^ 


(  «59) 
est 

(3)  •       X  [Ao(a:*  — a7  4-i)3''-T-A,(a?«  — x-i-i)3<'»-»J(:rï— x)' 

(  -4-Aj(a:*  — a:-i-i)3^»-«Ha:*— a:')*-f-. .  .H-  A„(a7«— ar)»»], 

/;,  ^,  71  élant  des  nombres  entiers,  et  Aq,  Ai,  A2, . .  -,  A„ 
des  constantes  quelconques. 

1 .  Soit  a  une  racine  quelconque  de  l'équation 

F(:r)=:o; 

la  relation  (2)  montre  que  -  est  également  racine  de 
cette  équation .  Posons 

a 

la  relation  (1)  montre  alors  que 

,  I 

I  —  a  =1 

a 


sera  une  nouvelle  racine  \  puis 


a 


I         a  —  I 
1 

a 


en  vertu  de  (a),  et  ainsi  de  suite.   On  est  conduit  de 
cette  façon  aux  six  expressions  différentes 

I  i         a  I 

^*  a  a       a  —  i        1  —  a 

On  reconnaît  là  les  six  valeurs  du  rapport  anharmo- 
nique  de  quatre  éléments,  et  Ton  sait  (ce  qui  peut  se 
vérifler  aisément)  qu'en  prenant  l'inverse  ou  le  com- 
plément à  l'unité  de  l'une  d'elles,  on  en  retrouve  une 
autre. 


(  -60) 

Les  racines  de  Téquation  F^(x)  =  o  se  partagent 
donc  en  groupes  de  6  ;  et  son  degré  sera  multiple  de  6. 
Il  n^y  a  d'exception  possible  que  si  deux  des  valeurs  (4) 
déduites  d^une  racine  a  sont  égales  ;  je  supposerai  d'abord 
que  ceci  n'ait  pas  lieu. 

Alors  F{x)  est  de  la  forme 

Ao|(ar  —  a)lx J...(rr-— ih-  a)\ 

X  I  (x  —  b)(x—  -,  j...(jr — I  -hô)  I 

Cela  posé,  je  considère  le  polynôme  du  sixième  dogré 

/{x)  ^  (x^ — a:  +  1)5 —  A(ar»  — a:)*, 

obtenu  en  faisant  p  =  o,  q  =  o^  n  =  i  dans  (3). 
Il  est  facile  de  voir  que 


et 

f{i-x)=f(x), 


K^ 


ce  qui  prouve,  comme  pour  F  (a:),  que  les  six  racines  de 
J'(x)  =  o  sont  de  la  forme  (4),  et  par  suite  que 

f(x)  s  (x^—x  -h  i)'—  \{x^  —  xy 

X  (x \(x — 14-a)- 

D'ailleurs,  a  étant  connu,  on  calcule  la  valeur  de  A 
correspondante  en  donnant,  dans  cette  identité,  à  x  une 
valeur  particulière. 

Il  en  résulte  enûn  que  F{x)  est  de  la  forme 

I  xliJ-^  —  T-hip-hix^-xy]..., 


(I) 

I 

I 

o 

3C 

X 

o 

Oï) 

—  1 

—  î 

21 

I 
'À 

I 

2 

a 

flll) 

—  a 

—  a» 

—  a 

—  aS 

—  a 

—  a» 

(  '6.  ) 
OU,  en  cfiecluaiit  le  produit, 

(   Ao(a72— ar-+-i)3« 
(6)  < 

(       -h  A,(J7*  — a7-i-i)»f'*-»^(ar«  — ir)«  +  ...-i-A«(aTî— iF)««. 

Supposons  maintenant  que  deux  des  valeurs  (4)  re- 
latives à  une  racine  a  de  F(j:)  =  o  soient  égales;  les 
autres  sont  aussi  égales  deux  à  deux  ou  trois  à  trois,  ou 
à  l'un  des  trois  groupes  suivants  de  valeurs  particulières 
des  six  expressions  (4)  (*)  • 

(deux  des  quatre  éléments 
coïncident). 

•(division  harmonique). 

(division  équianharmo- 
nique). 

a  et  a^  désignent  les  racines  cubiques  imaginaires  de 
r  unité. 

Considérons  alors  les  polynômes 

ç>(a?)  =  (07  —  i)x^x^-^  ûp, 
^(iF)  =  {x -\-i)(x  —  9.)(9.a7  —  I)  =  2X^ —  3a:*—  3a?-+-  2, 

y(x)^{x-\-OL){x-hoL^)^x^  —  X-k-ïf 

qui  ont  pour  racines  les  nombres  (ï),  (II)  ou  (III)  j  on  a 

;  cp(i  — x)  =       ff(x), 

^{1—X)=:—^{X), 

(i) 

\or  f  x^ 


'''  '    ^{'-^-    ^. 


\ 


(  »)  Voir  Cledsch,  Leçons  sur  la  Géométrief  t.  I,  p.  49  e^  9^^  de  la 
traduction  française. 

Ann.  de  Afathémat.,  3«  série,  t.  VIII  (  Xvril  1889).  i  i 


(  «63) 

Supposons  que  réqualioii  F(x)  =  o  admette  comme 
racine  l'une  des  quantités  du  groupe  (II),  par  exemple*, 
elle  admet  autant  de  fois  les  autres. 

En  eilët,  elle  les  admet  au  moins  une  fois  ;  donc  F(x) 
est  divisible  par  '}(x).  Si  alors  le  quotient 

admet  encore  cette  racine,  les  relations  (i),  (2)  et  (7) 
montrent  qu*il  admet  encore  les  autres  et  qu'on  peut, 
par  conséquent,  le  diviser  par  ^(x),  . . .  ^  on  montre 
de  même  que  F(x)  peut  contenir  en  facteur  une  puis- 
sance de  ^{x)  ou  de  '/Xoc).  De  plus,  ces  puissances 
sont  paires  pour  ^{x)  et  ^(x)  ;  car,  si  Ton  change  x  en 

-,  f  (x)  seul  change  de  signe,  ^{^)  ^^  '/(•^')  ^^  chan- 
gent pas.  Si  Ton  change  x  en  i  — x,  '^{x)  seul  change 
de  signe. 

En  résumé,  le  polynôme  F(x)  le  plus  général  est 


;  V{x)  1- (  J-»— j-)«/'(-r»  — :r-hi)7(9.j:*3-—  3  j-»— 3  j* -h  2)*'' 
(8)   )  X  [Ao(>«— ^TH-l)"» 


I 


Cette  forme  me  parait  préférable  à  la  forme  (3)  de 
l'énoncé,  car  s'il  est  vrai  que  le  facteur 


(  23-'  —  3  j"'  —  3  .r  -f-  2  ) 


îi» 


rentre  dans  le  polynôme  qui  le  suit,  pour  des  valeurs 
particulières  données  aux  constantes  Âo,A|,. . .,  le  fac- 
teur (x* —  x)'P  y  rentre  aussi  bien,  si  Ton  fait 

Ao  =^  A|  =3,,.=  A^_i  =  o. 

11  n'est  donc  pas  logique  de  mettre  en  évidence  l'un  de 
CCS  facteurs  plutôt  que  l'autre. 


(  «63) 
Du  reste,  pour  montrer  que  le  facteur 

(ij-'  — Sj-î—S^r-f-  2)-'' 

rmtre  dans  le  polynôme  suivant,  exprimons  que/(j:) 
s'annule  pour  x  =  —  i  (Tune  des  racines  du  groupe  II), 
nous  obtenons  ainsi 

1  "*/ 

•V  ^^  — ^  • 

4 
On  vérifie  d'ailleurs  que 

(9)     (>*— a--f-T)3 /(j-î— ir)î~  -(2^-»— 3a7*  — 3:r-4-2)*. 

4  4 

On  voit  qu'il  suffirait,  dans  la  forme  (5),  de  prendre  r 
quantités  A,  B,  . . .  égales  à  y» 

2.  Autres  formes  dti  F(.r).  —  Mais  celte  identité  va 
nous  fournir  deux  autres  formes  de  F(:p).  Si  l'on  en 
tire  soit  {x^  —  x)-,  soit  (x*  —  x-f-i)'  et  qu'on  porte 
dans  (8),  il  vient 

j  V{t)^(t^ — x)'^P  {x^  —  X  -Jr  i)*!  {ix^  —  3  :rs  —  3  jr -t- 2  )*'• 

!  -i-  Bi  (  jr«  —  J-  H-  I  )3(«-iJ  (  2  j-a  —  3  J-î  —  3 a:  -^  2  )5  -h  .  .  .  ] 

ou 

1  Yix)^{x'^—  x)^p(x^—x-^\)n{ix^—'ix^—Zx-^  2)»'* 
'Il  /  X  {C^{'ix^—  3j'«— 3J--+-2)*'* 

-f.  G,(2:r»—  Zx^—  3j^  -h  2  )ï("-i)(j'î  — j-)»^. . .]. 

Remarque.  —  Cette  dernière  forme  permet  de  ré- 
soudre algébriquement  une  écjuatiou  F(x)  =  o  satisfai- 
sant aux  conditions  (1)  et  (2)  lorsque,  débarrassée  des 
racines  (I),  (II),  (III),  si  elle  en  a,  son  degré  ne  sur- 
passe pas  24. 


{  «64) 
Posons  dans  le  polynôme  entre  crochets 

on  a  une  équation  en  j"  du  quatrième  degré  au  plus,  et 
qu'on  sait  par  conséquent  résoudre  algébriquement.  Soit 
j'=X  Tune  de  ses  racines,  il  faut  alors  résoudre  l'équa- 
tion du  sixième  degré 

^^(x)  —  Xcp*(a?)  =  o. 

Elle  se  décompose  en  deux  autres 

(12)  ^(x)  —  \/\(d(x)  =  Oj 

(i3)  ^;(ar)H-/Xtp(a:)  =  o, 

qui  sont  du  troisième  degré,  x  étant  racine  de  l'une  de 
ces  équations,  les  relations  (7)  montrent  que  -  et  i  —  x 

Su 

sont  racines  de  l'autre. 

L'équation  (12)  aura  donc  pour  racines 

I  I 

a,     I 9 


a       I  —  a 


par  exemple,  et  alors  (i3)  admettra 


I  a 

—  j     >     I  —  a. 

a       a  —  X 


On  sait  d'une  manière  générale  qu'il  existe  deux 
transformations  liomograpliiques  qui  permutent  circu- 
lairement  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré; 
ces  deux  transformations  sont  ici,  pour  (12)  comme 
pour  (i3), 


0.r  =  i— -,  Ôîa;=       ' 


X  I  —  X 
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SUR  LES  APPROXIMATIONS  NUMÉRIOliES; 

Par  m.  GUYOU, 
Examinatear  d'admission  à  l'École  Navale. 


I.  —  Classification  des   erreurs;    objet   et   division 

DU    PROBLÈME   DES    APPROXIMATIONS   NUMÉRIQUES;    FOR- 
MULE GÉNÉRALE  DES  ERREURS. 

L'introduction  du  problème  des  approximations  nu- 
mériques dans  les  programmes  d'Arithmétique,  très  jus- 
tifiée quand  il  s'agit  d'élèves  ne  devant  pas  dépasser  les 
notions  les  plus  élémentaires,  me  parait  constituer  une 
surcharge  inutile  pour  ceux  qui  ont  acquis  les  premières 
uotions  sur  les  dérivées;  il  y  aurait,  je  crois,  avantage, 
pour  ces  derniers,  à  restituer  à  la  question  sa  véritable 
place,  en  Algèbre,  où  elle  pourrait  être  traitée  plus  sim- 
plement et  constituerait  une  sorte  d'introduction  à  la 
théorie  générale  des  erreurs. 

L'ensemble  du  sujet  pourrait  être  exposé  ainsi  qu'il 
suit;  je  considère  le  cas  où  les  calculs  doivent  être  effec- 
tués sans  Tables. 

Classification  des  erreurs  du  résultat  d' une  formule 
numérique,  —  Le  plus  généralement,  les  formules  nu- 
mériques contiennent  des  nombres  obtenus  par  des  me- 
sures directes  ;  ces  nombres  sont  toujours  affectés  d'er- 
reurs dues  à  l'imperfection  des  instruments  et  des 
procédés  de  mesure;  de  sorte  que  ces  formules,  au  lieu 
de  représenter  la  valeur  exacte  du  nombre  cherché, 
n'en  représentent  qu'une  valeur  affectée  d'une  certaine 
erreur  que  nous  appellerons  erreur  pro\>enant  des  don- 
nées s. 
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En  outre,  lorsque  l'on  efiecluera  les  opérations  indi- 
quées dans  la  forofiule  donnée,  on  commettra  en  général 
une  seconde  erreur,  que  nous  appellerons  erreur  de 
calcul. 

\J erreur  totale  du  résultat  sera  égale  à  la  somme  algé- 
brique de  ces  deux  erreurs  partielles;  si  Ton  désigne  en 
effet  par  N  la  valeur  exacte  du  nombre  cherché,  par  S' 
la  valeur  exacte  du  nombre  représenté  par  rcxpression 
numérique  dans  laquelle  on  a  introduit  les  nombres 
obtenus  par  des  mesures  directes,  et  entin  par  Is'^  la 
valeur  approchée  de  N'  obtenue  par  le  calcul,  on  a,  en 
grandeur  et  en  signe  : 

Erreur  provenant  des  données N'  —  N 

Erreur  de  calcul N* —  N' 

Erreur  totale i\'—  N 

et  enfin 

Les  erreurs  commises  sur  les  données  sont  toujours 
inconnues  en  grandeur  et  en  sens,  mais  on  peut  tou- 
jours assigner  à  la  valeur  absolue  de  chacune  d'elles 
une  limite  supérieure,  et,  de  ces  limites  supérieures,  ou 
peut  déduire  une  limite  supérieure  de  Terreur  provenant 
des  données  (N'  —  N)  ;  c'est-à-dire  une  limite  que  N' —  N 
peut  atteindre,  mais  qu'elle  ne  peut  dépasser. 

L'erreur  de  calcul  W —  N',  qui  s'ajoute  à  celle-ci,  peut 
être  rendue  aussi  petite  que  l'on  voudra;  mais,  lors  même 
qu'elle  serait  nulle,  on  ne  pourra  pas  compter  au  résultat 
final  sur  une  approximation  plus  grande  que  la  limite 
supérieure  de  l'autre  erreur. 

Par  conséquent,  la  limite  supérieure  de  Terreur  pro- 
venant des  données  représente  l'approximation  la  plus 
grande  sur  laquelle  on  puisse  compter  au  résultat  final. 


(  '^7  } 
Objet  et  (Uyision  du  problème  des  approximations 
numériques.  —  Désignons  par  f{a^b,  c^  .  » ,)  une  for- 
mule numérique  dans  laquelle  a,  i,  c  représentent  les 
valeurs  exactes  de  certains  nombres  que  Ton  obtient 
par  des  mesures  directes,  et  soit  N  la  valeur  exacte  de 

cette  formule  : 

N  =/(a,  b,  c,  ...); 

soient  a\  b\  c\  ...  les  valeurs  approchées  obtenues 
pour  les  nombres  a^b^c^  .... 

Le  problème  des  approximations  numériques  consiste 
à  calculer  la  valeur  de  N  à  une  approximation  donnée, 
connaissant  a!^  b\  c',  .  . .  et  les  limites  supérieures  des 
erreurs  commises  sur  ces  nombres. 

Il  est  clair  que  le  problème  ne  sera  possible  que  si 
Terreur  provenant  des  données  ne  peut  pas  atteindre 
l'approximation  demandée  :  il  conviendra  donc  tout 
d'abord  de  déterminer  la  limite  supérieure  de  cette  er- 
reur. Il  faudra  ensuite  calculer  l'expression 

N'=/(a',  6',  c,  ...) 

avec  une  approximation  telle  que  la  somme  de  Terreur 
de  calcul  et  de  la  limite  supérieure  précédemment  ob- 
tenue soit  au  plus  égale  à  Tapproximation  demandée. 

On  est  ainsi  conduit  à  diviser  le  problème  en  deux 
parties  : 

1**  Déterminer  une  limite  supérieure  de  Terreur  pro- 
venant des  données; 

a^  Calculer  avec  une  approximation  donnée  une  for- 
mule numérique  donnée. 

Il  est  clair  que,  lorsque  les  nombres  contenus  dans  la 
formule  seront  tous  connus  exactement,  ou,  du  moins, 
seront  susceptibles  d  être  exprimés  avec  une  approxi- 
mation indéiinie,  la  deuxième  partie  du  problème  subsis- 
tera seule. 
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La  solution  de  ces  deux  problèmes  est  fournie  par 
Tapplicalion  de  la  formule  générale  que  nous  allons 
établir. 

Formule  générale  des  erreurs,  —  Soil  f{x^y^  z) 
une  fonction  de  trois  variables  indépendantes^  désignons 
par  Sy  l'accroissement  que  prend  cette  fonction  lorsque, 
après  avoir  donné  aux  variables  les  valeurs  a,  i,  c,  on 
leur  donne  les  valeurs  a  H-  8a,  b  -h  Si,  c  -h  8c  ;  on  aura 

^/=zf(a-\-ùa,  b-v-^b,  c-h5c)— /(a,  bj  c), 

que  Ton  peut  écrire  identiquement 

8/'  =  /(a-î-  oa,  b  -h  86,  c-4-  oc) — f{a^b-^  o6,  c-\-  oc) 
-\-f{a^  b  -\-ùb,  c-\~  8c)  —  /(«,  6,  c  -+-  ^c) 
-^f{aj  by  c-\-  oc)— /(«,  6,  c). 

Appliquant  à  chacune  de  rv.s  dilï'érences  la  formule  des 
accroissements  finis,  ou  obtient 

^/ zrzZafnia-^Qoa,  6  h- 86,  c-f-8c) 
+  Ibfhia,  6  -H  6'  86,  c  -4-  ^c) 
-^ocfcia,  6,  c-+-e''8c). 

Désignons  d'une  manière  générale  par  a',  a!\  a!^\  h\ 
b"^  b"\  c',  c^\  d"  des  nombres  compris  entre  a  et  a  -h  8fl, 
b  et  h  -h  86,  c  et  c  -I-  oc,  ou  égaux  à  ces  limites  elles- 
mêmes,  on  pourra  écrire  plus  simplement 

Cette  formule  donne  une  expression  de  Terreur  que 
Ton  commet  lorsque,  dans  une  formule  numérique 

/(«,  ^,  c), 

on  remplace  les  nombres  exacts  a,  i,  c  par  les  valeurs 
approchées  a  +  8a,  b  -h  8è,  c  -h  8c  ;  et  il  est  clair  qu'elle 
est  applicable  à  un  nombre  quelconque  de  valeurs  ap- 
prochées rt,  6,  c,  .... 


(  '69  ) 

Les  nombres  a',  h\c\  al\  V\  . .  •  qu'il  faut  introduire 
dans  les  dérivées  partielles  y  ]^,  y  ^,y^,  . . .,  pour  obtenir 
les  facteurs  des  erreurs  Sa,  06,  Se,  sont  inconnus,  mais, 
en  prenant  pour  ces  nombres  leurs  valeurs  maxiina  ou 
leurs  valeurs  niinima,de  manière  à  donner  à  ces  facteurs 
les  plus  grandes  valeurs  qu'ils  puissent  prendre,  on 
pourra  déduire  de  cette  formule  une  limite  supérieure 
(le  l'erreur  5/*. 

Remarque.  —  Il  n'est  pas  inutile  de  faire  remarquer 
ici  que  les  erreurs  ôa,  Si,  Se,  ...  étant  en  général  très 
pelites,  les  valeurs  des  dérivées  f^t/lj  •  •  •  varient  très 
peu  lorsque  l'on  fait  varier  les  nombres  d,  b\  c/,  . . . 
enire  leurs  limites  extrêmes  ;  par  conséquent,  cette  for- 
mule permet  d'obtenir  non  seulement  une  limite  supé- 
rieure de  l'erreur  S/,  mais  encore  une  limite  très  voisine 
Je  la  valeur  de  l'erreur  elle-même. 

U.  —  Première  partie  du   problème  des 

APPROXIMATIONS   NUMÉRIQUES. 

Soit  proposé  de  calculer  l'erreur  provenant  des  don- 
nées a,  è,  c,  . . .,  sur  le  résultat  d'une  formule  numé- 
rique 

/(a,  ô,  c,  ...) 

dans  laquelle  les  nombres  a,  b,  c  sont  connus  à  dt  Aa, 
ài\b,  ±  Ac  près. 

Ou  a,  en  désignant  par  3/,  on.  86,  .  .  .  les  valeurs 
exactes  des  erreurs  en  grandeur  et  en  signe 

^/=Sa/^(a',6',c',  ...) 

-f-  obfUa\  b\  c\  ...)-+-  ^cf'c{a.  If,  c'",  . .  .)-^  • .  •  • 

Désignons  par  a,,  6|,  c,  les  valeurs  approchées  con- 
nues de  «,  h,  c. 


(  >7^  ) 
Les  sens  et  les  grandeurs  des  erreurs  oût,  ob,  oc,  . . . 
sont  inconnus,   mais  leurs  valeurs  absolues  sont  plus 
petites  (]ue  A/z,  àb^  ÙlC,  . .  .^  les  nombres  a\  V ^  c'  com- 
pris entre  /^  et  A|  ,  &  et  £| ,  c  et  C|  sont  a  fortiori  compris 

entre 

«1 -+- Art    et     «1  —  la, 

bi-h  \b     et     bi~lb, 

Ci-4-Ac     et     Cl  —  Ac: 

si,  par  conséquent,  dans  les  dérivées  partielles,  on  rem- 
place le  nombre  a  partout  où  il  se  trouve,  soit  par 
tf  I  H-  A/7,  soit  par  a^  —  Au,  de  manière  à  forcer  la  valeur 
de  cette  dérivée,  et  que  Ton  agisse  de  môme  pour  les 
nombres  i,  c,  • . . ,  on  obtiendra  des  valeurs  supérieures 
k  celles  que  pourront  prendre  les  facteurs  des  erreurs 
des  données. 

On  obtiendra  donc  une  limite  supérieure  de  Terreur 
ùf  en  multipliant  ces  limites  supérieures  des  dérivées 
partielles  respectivement  par  Aa,  A&,  Ac,  . . . ,  et  eu 
faisant  la  somme  des  valeurs  absolues  des  produits. 

Remarque,  —  Pour  montrer  par  un  exemple  com- 
ment on  peut  obtenir  des  limites  supérieures  des  valeurs 
des  dérivées,  supposons  que  Ton  ait 

,__  ar 

Je  — 


/a  ^  b  -\-  b 


les  valeurs  approchées  connues  ai,  i»,  c,  cl  les  valeurs 
exactes  a^  b,  c  sont  comprises  entre 


ai —  Aa 

el 

ai  -4-  Acr, 

bi      \b 

et 

bi~^\b, 

Cl  —  Ac 

et 

ci-+-  Ac. 

Pour  obtenir  la  valeur  exacte  du  coellicienl  de  oc,  il  fau- 
drait remplacer  «,  &,  c  par  des  valeurs  «',  i',  c  com- 
prises entre  «  et  «,,  i  et  é|,  c  et  C|  ou  égales  à  ces  li- 


(  '7'  ) 
mites;  en  rcniplaçaDt  a  au  numérateur  par  a^  +  ArZ|  et 
au  dénominateur  par  a^  —  la^ ,  nous  augmenterons  le 
numérateur  et  nous  diminuerons  le  dénominateur;  nous 
forcerons  doue  la  valeur  de  ]*expression.  Nous  obtien- 
drons le  même  résultat  en  remplaçant  au  numérateur  c 
par  C{  H-  Ac,  et  euGn  eu  remplaçant  au  dénominateur  £ 
par  i|  +  Ib  sous  le  radical  et  par  bi  —  A&  en  dehors  ;  on 
aura  ainsi  évidemment 

/t.(a,6,c)< 


v/(ai— Aa)— (^,-hA6)-f.(6,  — A6) 

On  peut  donc  formuler  la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  une  limite  supérieure  de  l'erreur  pro- 
venant de  données  incertaines,  on  remplacera  dans  la 
formide  numérique  ces  données  par  des  lettres  a,  b, 
c,  .  • .  ;  o/i  prendra  les  dérivées  partielles  de  l'exprès- 
sion  ainsi  obtenue  par  rapport  à  chacune  d* elles;  on 
remplacera  dans  ces  dérivées  les  lettres  a,  A,  c,  ... 
par  des  valeurs  limites  par  excès  ou  par  défaut  des 
nombres  qu'elles  représentent,  de  manière  à  forcer  leurs 
valeurs;  on  multipliera  les  résultats  obtenus  respecti- 
vement par  les  limites  des  approximations  A^,  Ai, 
^c,  ,,  ,^  et  Von  fera  la  somme  des  valeurs  absolues 
des  produits. 

Exemple  I.  -^  Dans  la  formule  numérique 

.         (0,II7T-J-  I,  p»)* 

A  =   — — =17 j 

les  nombres  o,  1 1 7  et  i , 43,  obtenus  par  mesures  directes, 
sont  connus  à  une  unité  près  de  l'ordre  de  leur  dernier 
chiffre*,  on  demande  une  limite  supérieure  de  Terreur 
qui  peut  affecter  le  résultat  N. 


(   ^72  ) 
En  suivanl  lextuellement  la  règle,  nous  avons 

f(,a,b)=  -—===L, 
-,       'nz{aiz-\-  b)  ^,       ^(aiz-i-b) 

ja  =  —T';-. — -  '       y*  =    /    ,-        • 

Remplaçons  aux  numérateurs  a  clb  par  des  valeurs 
par  excès  0,1 18  et  i, 44)  il  vient 

27r(o,ii87r-hi,44)  2(0, 1187: -4- 1,44) 

V/2/3-+-5  V2v3-t-5 

En  multipliant  ces  nombres  par  0,001  et  par  0,01  cl 
eu  faisant  la  somme,  nous  obtiendrons  non  seulement 
une  limite  supérieure  de  Terreur,  mais  encore  une  li- 
mite très  voisine  de  celle  qui  peut  être  atteinte,  puisque 
Ha  et  Hf?  peuvent  atteindre  0,001  et  0,01;  mais  dans 
l'application  on  n'a  pas  intérêt  à  connaître  une  valeur 
aussi  précise,  et  l'on  évalue  en  nombres  ronds  les  va- 
leurs des  facteurs  des  erreurs,  en  ayant  soin  toutefois  de 
toujours  arrondir  les  nombres  de  manière  à  forcer  les 
valeurs  de  ces  facteurs;  ainsi  au  numérateur  nous  rem- 

placerons  tî  par  4i   au  dénominateur  ^6  par  i   et  y/'y 
par  2  ;  on  aura  ainsi 

8(o,472-Hî,44)    ^  Q 

/a<  ^ *^07 

On  a  donc  finalement 

ôN  <  8  X  0,001 -H  2  X  0,01        ou        oi\<  0,028. 

Remarque,  —  11  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  lors 
même  que  les  dérivées  eussent  été  négatives,  il  aurait 
fallu  faire  la  somme  des  produits. 
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Exemple  IL  —  Dans  un  triangle  ABC  rectangle  en  A, 
on  a  obtenu  par  mesures  directes 

c=  12", 5  à  ztoji  près, 
G  =  22*       à  db  3o'    près. 

On  demande  une  limite  supérieure  de  Terreur  qui 
pe^^t  affecter  le  côté  b  calculé  avec  ces  éléments. 

On  a 

^>  =  ccotG  =/(c.  G), 

/^  =  cotC,       /^=^ 
et,  par  suite, 

/;<cot..-3o',       fc<^^^,. 

On  trouve,  à  l'aide  d'une  Table  des  valeurs  naturelles 
des  lignes  trigonomé triques, 

/;<2,6,  /C<T2,6X(2,7)2<II7; 

il  reste  à  multiplier  par  Ac  et  AC.  On  ne  doit  pas  perdre 
de  vue  ici  que  les  expressions  usuelles  des  dérivées  des 
lignes  trigonométriques  ont  été  obtenues  en  supposant 
r accroissement  de  Tare  exprimé  en  fonction  du  rayon; 
on  devra  donc  exprimer  AC  de  cette  manière  :  on  aura 
ainsi 

ic  =  o,,,        AG=^; 

il  viendra  donc  enfin,  en  faisant  les  produits  et  ajoutant 
les  valeurs  absolues, 

0^><  2,6X0,1  +  -^^, 

36o  • 

o6<o,26h-  3g-'ï^j 

36<o,26-h|         ou  <i'",3i. 
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Remarque.  —  La  formule  que  nous  avons  conndérée 
ici  ne  peut  pas  être  calculée  aritlitnétiquement,  mais, 
cette  première  partie  du  problème  des  approximations 
étant  indépendante  du  piocédé  de  calcul,  la  même  mé- 
thode convient  à  tous  les  cas. 


III.  —  Deuxième  partie  nu  problîîme 

nES    APPROXIMATIOWS. 

Actuellement,  sans  nous  préoccuper  de  Torigine  ni 
de  l'exactitude  des  nombres  donnés,  nous  avons  à  cal- 
culer à  une  approximation  donnée  le  résultat  d'une  for- 
mule numérique  donnée. 

Hésultat  complet  d*une  formule  ou  d'une  opération 
arithmétique.  —  ^ous  appellerons  résultat  complet 
d'une  formule  numérique  complexe  ou  d'une  opération 
arithmétique  simple  la  valeur  exacte  de  cette  formule 
ou  du  résultat  de  l'opération;  ce  résultat  ne  peut  être 
exprimé  le  plus  souvent  qu'à  l'aide  d'un  nombre  indé- 
fini de  décimales  ou  du  moins  à  l'aide  d'un  nombre  de 
décimales  supérieur  à  celui  dont  ou  a  besoin. 

Ordre  du  dernier  chiffre  à  conserv*er  dans  le  résultat 
approché  d' une  formule  numérique.  —  Il  ne  suffit  pas, 
pour  résoudre  le  problème  que  nous  avons  en  vue,  de 
calculer  un  nombre  diUerant  du  résultat  complet  de 
la  formule  d'une  erreur  moindre  qu'une  quantité  don- 
née, il  faut  encore  que  ce  résultat  soit  exprimé  avec  le 
plus  petit  nombre  possible  de  chillres;  or,  quel  que  soit 
le  degré  de  précision  avec  lequel  on  eflectuera  les  calculs, 
le  résultat  complet  de  la  dernière  opération  diilérera 
toujours  du  résultat  complet  de  la  formule  elle-même 
d'une  petite  quantité,  et,  si  Ton  supprime  les  chitlres  à 
partir  d'un  certain  ordre,  même  en  forçant  le  dernier 
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chiflre  conservé,  on  ajoutera  h  celte  erreur  une  nouvelle 
erreur  qui  pourra  atteindre  5  unités  de  Tordre  du  pre- 
mier chifire  supprimé;  la  nouvelle  erreur  pourra,  il  est 
vrai,  être  moindre,  mais,  comme  le  nombre  clicrclié  est 
inconnu,  on  ne  peut  pas  affirmer  a  priori  qu'elle  sera 
moindre  que  5  unités  de  l'ordre  du  premier  chiffre  sup- 
primé. 

Supposons  que  Ton  demande  le  résultat  à  n  unités  de 
Tordre  a,  ii  étant  au  moins  égal  à  un  *,  si  n  est  plus 
grand  que  5,  soit  y  par  exemple,  on  pourra  exprimer  le 
résultat  en  unités  de  Tordre  qui  précède  a  :  il  suffira  en 
effel  de  conduire  les  opérations  de  manière  que  le  ré- 
sultat complet  de  la  dernière,  celle  qui  donne  le  résultat 
final,  soit  erroné  de  moins  de  deux  unités  en  plus  ou  en 
moins  de  Tordre  a,  car,  en  supprimant  les  chiffres  de 
Tordre  a  -f-  i  et  en  forçant  au  besoin  le  dernier  chiffre 
conservé,  on  ajoutera  à  cette  erreur  une  erreur  moindre 
que  5  :  le  résultat  conservé  sera  donc  erroné  de  moins  de 
7  unités  en  plus  ou  en  moins.  Mais  si  //  est  plus  petit 
que  5,  on  ne  pourra  pas  faire  cette  suppression;  pour 
n'avoir  qu'une  seule  règle  convenant  à  tous  les  cas,  nous 
conviendrons  que,  lorsque  Ton  demandera  le  résultat 
d'une  formule  numérique  à  moins  de  n  unités  (/i  ^  i)  de 
Tordre  a,  nous  devrons  exprimer  ce  résultat  en  unités  de 
cet  ordre. 

Ainsi  un  résultat  demandé  à  moins  de  db  o,oo352, 
c'est-à-dire  de  zt  3™°*,  52,  devra  être  exprimé  en  mil- 
jièmes;  en  d'autres  termes,  l^ ordre  du  dernier  chiJDrfi 
conservé  dei^ra  dire  celui  du  premier  chiffre  signiji- 
catif  à  droite  du  nombre  qui  exprime  V approxima- 
tion. 

Des  formules  numériques  simples,  —  Nous  appelle- 
rons Jormule  numérique  simple  une  formule  numérique 
dont  le  résultat  peut  s'obtenir  par  une  seule  opération 
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aritlimélique;  ainsi  les  formules 

v/3, 5893-2,      4ii^2Zli,     o,854-+- 0,4301  H- 7,325 

'2y  j  4  Iv. 

sont  des  formules  numériques  simples. 

Mais  une  formule  telle  que  (6,43)'  n'est  pas  une  for- 
mule simple,  car  le  résultat  ne  peut  être  obtenu  que  par 
deux  multiplications. 

Lorsque  Ion  aura  à  calculer  la  valeur  d'une  expres- 
sion de  ce  genre  à  une  approximation  donnée,  on  sera 
eu  général  conduit  à  remplacer  les  valeurs  exactes  des 
nombres  qui  entrent  dans  l'expression  donnée  par  des 
valeurs  approchées  plus  simples*,  si  Tapproximalion  du 
résultat  complet  de  la  nouvelle  expression  est  de  dzp 
unités  de  Tordre  a  et  que  Ton  supprime  les  chiffres  de 
Tordre  a  -h  i  en  forçant  au  besoin  le  dernier  chiffre 
conservé,  on  commettra  une  nouvelle  erreur  plus  petite 
que  zt  5  unités  de  Tordre  a  -f-  i ,  ou  di  ^  unité  de  Tordre  a  : 
le  résultat  conservé  sera  donc  approché  à  moins  de 
±(/7-f-5)  unités  de  Tordre  a.  On  est  donc  conduit  à  la 
règle  suivante,  applicable  à  tous  les  cas  : 

Si  l'on  veut  obtenir  le  résultat  d'une  opération 
simple  à  moins  de  n  unités  de  l'ordre  a(it>i),  on 
pourra  substituer  aux  nombres  à  opérer  des  nombres 
tels  que  la  somme  des  injluences  des  erreurs  sur  le  ré- 
sultat  complet  soit  plus  petite  que  {n — ^)  unités  de 
l'ordre  a;  on  effectuera  ensuite  l'opération  sur  ces 
nombres  plus  simples  et  l'on  supprimera  au  résultat 
tous  les  chiffrées  qui  suii^ent  celui  qui  exprime  des  unités 
de  l'ordre  ol,  en  forçant  ce  dernier  d'une  unité  si  le 
premier  chiffre  supprimé  est  plus  grand  que  5  ou  égal 


a  5. 


Remarque,  —  Lorsque  les  nombres  à  opérer  sont 
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donnés  directement,  au  lieu  d'être  les  résultats  d'opéra- 
tions antérieures,  on  disposera  du  sens  des  erreurs  qui 
seront  commises  sur  ces  nombres  lorsqu'on  les  rempla- 
cera par  des   nombres  plus  simples  :  on  pourra  ainsi 
prendre  ces  erreurs  dans  un  sens  tel  que  Terreur  sur  le 
résultat  complet  soit  dans  un  sens  connu;  supposons  que 
ce  soit  par  excès  :  alors  le  résultat  complet  sera  approché 
par  excès  à  moins  de  n  unités  de  Tordre  a  5  si  l'on  sup- 
prime à  ce  résultat  tous  les  chiffres  qui  suivent  celui 
d'ordre   a,    on    commettra  une    erreur   par   défaut  e 
moindre  qu'une  unité  de  cet  ordre  ;  par  conséquent,  le 
résultat  simplifié  sera  approché  à  moins  de  n  unités  de 
Tordre  a  par  excès,  et  à  moins  de  e  par  défaut;  e  étant 
plus  petit  que  i  et  par  suite  que/i,  le  résultat  sera  encore 
approché  à  moins  de  n  unités  d'ordre  a,  mais  on  ne  con- 
naîtra plus  le  sens  de  T approximation. 

On  pourrait  donc,  dans  ce  cas,  se  borner  à  prendre 
les  nombres  à  opérer  avec  une  approximation  telle  que 
Terreur  sur  le  résultat  complet  soit  plus  petite  que 
n  unités  de  Tordre  a  au  lieu  de  n  —  ^,  comme  dans  le 
cas  précédent;  mais  l'avantage  obtenu  ainsi  est  si  faible, 
lorsqu'il  existe,  qu'il  est  préférable  de  s* en  tenir  à  la 
règle  précédente,  qui  convient  à  tous  les  cas. 

Calcul  des  formules  numériques  simples.  —  Une  for- 
mule numérique  simple  peut  contenir  un  nombre  seu- 
lement, c'est  le  cas  des  carrés,  des  racines  carrées  et  des 
racines  cubiques,  ou  deux  nombres,  comme  la  multipli- 
cation, la  division,  la  soustraction,  ou  enfin  plusieurs 
nombres,  comme  l'addition. 

Pour  calculer  à  moins  de/i  unités  de  Tordre  a,  (/î]>  i), 
la  valeur  d'une  formule  numérique  simple,  on  commen- 
cera par  remplacer  par  des  lettres  A,  B,  C,  ...   les 
nombres  que  Ton  supposera   .susceptibles  d'être  sim- 
Ann.  de  3fathémat.,  3-  série,  t.  Vïïï.  (Avril  1889.)  12 
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plifiés,  on  appliquera  ensuite,  k  l'expression  obtenue,  la 
formule  générale  des  erreurs. 

On  obtiendra  ainsi  une  expression  de  la  forme 

o/=  M  8A -h  N  5B -+- P  8C-f-. . .. 

On  déterminera,  comme  on  va  le  voir,  les  valeurs  limites 
à  donner  à  SA,  SB,  SC,  • .  .  pour  que  S/* soit  plus  petit 
que  n — -J-  unités  de  l'ordre  a;  on  prendra  ensuite  les 
nombres  A|,  B|,  C|,  .*.  avec  les  approximations  ainsi 
déterminées  ;  on  effectuera  l'opération  avec  ces  nombres, 
et  Ton  supprimera  les  chiffres  qui  suivent  celui  qui  ex- 
prime des  unités  de  l'ordre  a,  en  forçant  ce  chiffre  ou  en 
le  conservant,  suivant  la  valeur  du  premier  chiffre  sup- 
primé. 

Dans  le  cas  de  l'addition  et  de  la  soustraction,  la  for- 
mule des  erreurs  est  de  la  forme 

S  -.  A  -    B  -u  c,         . . . ,         oS  -r  ôA  -4-  oB  ^  ac, 
D  =  A  — B,  ...,         oD=oA— oB; 

dans  les  autres  cas,  les  facteurs  M,  N,  P  dépendent  en 
général  des  nombres  à  opérer,  et  ces  nombres  doivent  y 
être  remplacés  par  des  valeurs  comprises  entre  les  va- 
leurs exactes  et  les  valeurs  approchées^  ces  dernières  ne 
sont  pas  connues;  il  en  est  de  même  des  premières 
lorsque  les  nombres  doivent  être  déterminés  par  des 
opérations  antérieures  \  mais,  d'une  manière  générale, 
on  peut  toujours  prendre  dcmx  valeurs  assez  écarlées 
l'une  de  l'autre  pour  être  certain  a  /;/*ion  qu'elles  com- 
prennent la  valeur  exacte  et  la  valeur  approchée.  On 
peut  donc  ainsi  déterminer  des  limites  M',  N',  P'  su()é- 
ri cures  des  valeurs  de  ces  facteurs. 

On  prendra  alors  pour  SA,  ^B,  oC  des  valeurs  telles 
que  la  somme  des  valeurs  absolues  des  produits  M'ôA, 
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jV  5B,  P'  3C  soit  plus  petite  que  n  —  \  unîtes  de  Tordre  a  ; 
si  Ton  dispose  du  sens  des  erreurs  SA,  SB,  SC,  on  pourra 
encore  prendre  ces  erreurs  de  manière  qu'une  partie  des 
produits  ait  le  signe  -\-  et  l'autre  partie  le  signe  — ,  et 
Ton  prendra  ensuite  les  erreurs  telles  que  chacune  des 
sommes  des  produits  de  même  signe  soil  plus  petite  que 
n  —  ^  unités  de  Tordre  a,  car  la  somme  des  erreurs  sera 
plus  petite  que  le  plus  grand  des  deux  groupes. 

Exemple,  —  Soit  à  calculer  à  zh  o,  00476  la  valeur  de 
la  formule  simple 


Q  = 


Nous  poserons 


on  en  déduira 


3,  j4i^ 


À'   > 


T.  tJ^ 


l'approximation  demandée  est  0,00476,  soit4™"i75  =  /i5 
on  devra  prendre  SA  et  Stc  de  manière  que  SQ  soit  plus 
petit  que  (/z  —  \)  millièmes  ou  4™™î25. 

Si  Ton  prend  SA  et  Stc  par  défaut  Tun  et  l'autre,  il 
suffira  que  chacun  des  deux  termes  soit  plus  petit  que 
{n  —  j)  millièmes^  il  faudra  donc  que 

^A.    ^  ,„„     .         A'  oit   ^  ,„_     _ 
-r  <  4"",  25,        — TT-  <  4""*,  ^5. 

Si  Ton  ne  veut  pas  s'astreindre  à  fixer  le  sens  des  ap- 
proximations SA  et  Stc,  on  prendra  chacun  des  termes 
plus  petit  que  la  moitié  de  {n  —  \)  millièmes,  savoir 

^•^    ^    ™«.       -  A  ot:    ^    „„       _ 

Résolution   des  inégalités,   —  On   sera  donc  ainsi 
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eoiuluit  en  général  à  résoudre  les  inégalités  de  la  forme 

/(A',B')SA<m. 

Ces  inégalités  se  résolvent  à  vue  en  nombres  ronds, 
mais  il  importe  de  ne  pas  oublier  qu'en  arrondissant 
]es  nombres  il  faudra  toujours  agir  de  manière  à  forcer 
les  premiers  membres  et  à  réduire  les  seconds,  afin  que 
les  inégalités  que  Ton  a  à  résoudre  soient  vérifiées  a 
fortiori;  de  plus,  il  ne  faudra  pas  hésiter  à  prendre 
pour  A' et  B'  des  valeurs  maxima  et  minima  assez  écartées 
Tune  de  Tautre  pour  être  certain  qu'elles  compren- 
dront entre  elles  la  valeur  exacte  et  la  valeur  approchée, 
car  si  Ton  prenait  des  limites  trop  rapprochées,  on  pour- 
rait constater,  une  fois  le  calcul  terminé,  qu'elles  ne 
comprennent  pas  ces  deux  valeurs,  et  il  faudrait  recom- 
mencer. 

Exemple,  —  Considérons  l'exemple  cité  plus  haut, 
et  résolvons  les  deux  inégalités 

SA  A'  ùT. 

-  <  •2™™,I25,  T—    <  2™",I25. 


TZ  71 


'% 


Vont  forcer  les  premiers  membres,  nous  remplace- 
rons tz  par  la  valeur  par  défaut  3,  et  A  par  la  valeur  par 
excès  4  ;  on  aura 

Sa  i 

^  9 

chassant  les  dénominateurs  et  arrondissant  les  seconds 
membres  en  les  réduisant ,  il  vient 

SA<6'""',         4  57:<i8™", 

OTT  <  4"""  ; 
on  prendra  donc 

A  =  3,57,        T.  =  3,i4; 

on  fera  le  quotient  3^57  par  3,i4  jusqu'aux  dix-mil- 
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llèmes  5  on  trouve 

Q  =  1,1369; 

on  supprime  le  chiffre  9  et  l'on  force  le  6  d'une  unité; 
il  vient  donc  enfin 

Q  =  1,1 37  à  rh4°"°,75  près. 

Formules  complexes,  —  Les  formules  numériques 
complexes  sont  celles  dont  la  valeur  ne  peut  être  obte- 
nue que  par  une  série  d'opérations  simples  successives, 
dont  la  dernière  a  pour  résultat  le  nombre  demandé. 
Il  est  clair  que,  de  Papproximation  exigée  pour  le 
résultat  final,  on  peut,  en  appliquant  la  règle  qui  pré- 
cède, déduire  l'approximation  avec  laquelle  doivent  être 
connus  les  éléments  de  la  dernière  opération;  de  l'ap- 
proximation de  ces  éléments,  on  pourra  déduire  celle 
qui  est  nécessaire  pour  les  nombres  à  Taide  desquels  ou 
les  obtient,  et  ainsi  de  suite;  on  arrivera  ainsi  à  con- 
naître l'approximation  des  nombres  de  la  première  opé- 
ration, on  eiTectuera  ensuite  les  opérations  en  s'arrètant 
aux  unités  de  l'ordre  indiqué  par  l'approximation  qu'on 
a  reconnue  être  nécessaire  pour  les  résultats,  et  en  for- 
çant au  besoin  le  dernier  chiffre. 

Le  calcul  d'une  formule  complexe  n'offre  donc  aucune 
diHiculté  nouvelle;  mais  les  calculs  successifs  doivent 
élre  faits  avec  beaucoup  d'ordre,  et  nous  engageons  au 
moins  les  débutants  à  se  conformer  à  la  règle  pratique 
énoncée  ci -après. 

Pour  mieux  faire  saisir  les  différentes  parties  de  cette 
règle,  nous  les  appliquerons  à  l'exemple  suivant,  à  me- 
sure que  nous  les  formulerons. 

Ejcenxple,  —  Calculer  à  ±:o,o35  la  valeur  de  l'ex- 
pression 


Ai  X  5o,2i3G|'2 
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Règle.  —  i**  Remplacer  par  des  lettres  A,  B,  C,  ..., 
dans  r expression  donnée,  le  nombre  ou  les  nombres 
auxquels  on  espère  pouvoir  substituer  des  nombres  pins 
simples. 


On  écrira  ainsi 


^■=/^' 


2®  Préparer  un  Tableau  en  quatre  colonnes  ayant 
respectii/ement pour  titres  :  (i)  Opérations  à  eflectuer, 
(2)  Résultats  approchés  par  excès  et  par  défaut,  (3)  Ap- 
proximations nécessaires,  (4)  Résultats  définitifs. 

(Les  nombres  inscrits  dans  les  colonnes  du  Tableau 
ci-après  seront  obtenus  comme  on  va  l'indiquer.) 


(I). 

(2 

J). 

(3). 

(4). 

Opérations 

à 

elTeciuer. 

Résultats 

par 
défaut. 

approchés 

par 

excès. 

Approximations 
nécessaires . 

Résultats 
définitifs. 

A 

5o 

5i 

o,oi 

5o,'ii 

P  =  45  X  A 

2200 

7,300 

1 

2259 

t: 

3 

4 

OjOOI 

3,i4i 

«=^ 

55o 

8oo 

1,^ 

7,9 

N-v/Q 

o.o 

3o 

o,o35 

26,81 

3°  Indiquer  dans  la  colonne  (1)  les  opérations  à 
effectuer  successis^ement,  en  désignant  par  de  nouvelles 
lettres  les  résultats  de  ces  opérations,  et  en  ayant  soin, 
lorsque,  dans  une  de  ces  opérations,  on  aura  à  utiliser 
un  des  nombres  qui  ont  été  désignés  au  début  par 
des  lettres,  de  placer  la  lettre  qui  désigne  ce  nombre 
avant  l'opération  elle-même. 

Ainsi,  pour  Texemple  considéré,  la  première  opéra- 
tion â  elfeclucr  est  le  produit  45  X  A  :  on  le  désigne  par 
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P  et  ou  inscrit  avant  P  la  lettre  Â;  on  aura  ensuite 

P 
à  effectuer  ie  coefficient  Q=r— ;  ayant  a    utiliser  le 

nombre  tt  dans  cette  opération,  on  inscrira  cette  lettre 
avant  l'opération.  Ou  indiquera  euGn  la  dernière  opéra- 
tion à  effectuer  N  =  y/Q5  de  cette  manière,  tous  les 
nombres  dont  il  y  aura  lieu  de  déterminer  l'approxi- 
mation sont  inscrits  dans  la  colonne  (1)  et  dans  Tordre 
même  dans  lequel  on  aura  à  les  employer. 

4®  Dans  la  colonne  (2),  on  inscrira  des  valeurs 
grossièrement  approchées  par  défaut  et  par  excès  des 
nombres  mentionnés  dans  la  colonne  (1). 

Il  est  possible  que  dans  la  suite  quelques-uns  de  ces 
nombres  restent  inutiles,  mais  Télude  préliminaire  qui 
serait  nécessaire  pour  reconnaître  a  priori  ceux  dont  ou 
pourrait  n'avoir  pas  besoin  demanderait  un  travail  au 
moins  égal  à  celui  qu'exige  leur  évaluation;  il  n'y  a 
donc  aucun  avantage  à  faire  cette  étude. 

5°  Inscrire  sur  la  dernière  ligne  de  la  colonne  (3), 
en  regard  de  N,  V  approximation  demandée  y  déter^ 
miner  ensuite  V approximation  nécessaire  aux  éléments 
de  la  dernière  opération,  V inscrire  en  regard  de  ces 
éléments,  et  continuer  en  remontant  jusqu'à  ce  que  la 
colonne  soit  remplie. 

Ou  écrira  ainsi,  en  regard  de  N,  l'approximation  de- 
mandée o,o35;  on  aura  ensuite,  conformément  à  la 
règle  des  opérations  simples, 


oN  =  — ^oQ  <  o,o35  —  I  cent.,     -^  <  o,o3,     ûQ<i,2, 

2  il  -.1  o 


oQ  =  --,  oP  —  ;^  ûTT  <  I  ,-.î  —  ^  unile 


ou     0,7, 
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c'csl-à-dire 


*"  2  0  2 


Ik 


P'  o  '^       23oo 

— 7-:$^<-^j      87r<o,35,     3oo  Sit  <  0,35,      oir<  0,001, 


TT  »  2 


et  enfin 


8P=î5oA<i  — ^     Il    o,î,  aA<^,         SA  <  0,01. 

*  5o 


Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'en  arrondissant  il  faut 
forcer  les  premiers  membres  et  réduire  les  seconds. 

6^  On  écrira  immédiatement,  dans  la  colonne  (4), 
les  valeurs  des  nombres  qui  ont  été  désignés  au  début 
par  des  lettres,  a\fec  V approximation  indiquée  en  re- 
gardy  et  l'on  effectuera  enfin  les  opérations  indiquées 
dans  la  colonne  {i)  en  poussant  les  calculs  jusqu'aux 
unités  de  l'ordre  du  premier  chiffre  significatif  à 
gauche  de  l'approximation  inscrite  dans  la  colonne  (3), 
et  en  forçant  ou  en  conservant  le  dernier  chiffre,  sui- 
vant que  le  premier  chiffre  supprimé  est  plus  grand  que 
5  ou  égal  à  S^  ou  quil  est  plus  petit  que  5. 

Ainsi,  dans  l'exemple  considéré,  nous  écrirons  pour  A 
et  7C  les  valeurs  5o,  di  et  3, 141  ;  nous  calculerons  P  en 
conservant  au  résultat  le  chiffre  des  unités  qu'il  n'y  a 
pas  lieu  de  forcer-,  nous  calculerons  ensuite  le  quotient 

—  en  dixièmes:  nous  extrairons  enfin  la  racine  carrée  en 

poussant  jusqu'au  chiffre  des  centièmes,  l'aspect  du  reste 
montrant  que  le  chiffre  suivant  est  plus  petit  que  5^ 
nous  conserverons  le  résultat  u6,8i,  qui  est  ainsi  la 
valeur  de  N  à  10,  o35  près. 
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Exercice. 


Calculer  N  — 


_  (o,i  1702  it-f-  i,43ii5)'  . 


V a  /s  -+-  5,oi!264 


a  3:  0,02  pres^ 


u 

«9 
S 

s 


3 


c 
o 
c 

û 


Opération» 

à 
effectuer. 

A 

tz 
P  =  A.ic 

B 
S=P-hB 
K  =  S« 

R  =  /3 
D  =  2R 
G 
E  =  G-i-D 

F 


Résultats 
approchés 

par  par        Approximations     Résultats 

défaut,     excès.        nécessaire».        définitifs. 


0,1 


0,3 

1,4 

It7 


ï,7 
3 

5 

8 


0,1a 

i 
0,5 

1,5 

4 
2 

4 
6,1 

9," 


» 


» 


0,00007 

0,117 

0,002 

3rl4 

0,001 

0,367 

0,001 

i,43i 

0,0025 

1,798 

o,oi5 

3,a3 

0,0025 

1,733 

o,oi 

3,47 

0,01 

5,01 

0,026 

8,48 

0,007 

2,912 

0,02 

1,11 

DÉTAIL   DU  CALCUL  DES  APPROXIMATIONS. 


N 


K  I  K' 

=  =,     8N  =  pT^K —  pTj  ^F  <  <>»o^  —  jcent.  ou  <o,oi5, 


8K       o,oi5       8K         o,oi5 


>      8K<o,oi5, 


K'ôF       o,oi5       4  >p  ^  o,oi5 


8F  <  0,007. 
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Numérateur, 
K  =  Sî,  ûK  rr      'iS'oS<o,oi5  — ^cent.<o,oi, 

4  8S<o,of,  oS<o,oo25, 

S  =  P  -4-  B,       oS  =  oP  -f-  8B  <  o,oo25  —  \  mill., 

oP  -I-  oB  <  0,002, 
oP  <  0,001, 

8B  <  0,001, 

P  =  At:,  oP  =  A' OTT -i- 7t' oA  <  0,001  — ^  mill., 

A'  OTT  -i-  Tt'  oA  <  o  ,ooo5, 


A'  5«  <  ^^^^ 

'2 


^  0,0003 

o ,  1 2  oî:  < ) 


07:  <  0,002, 

, ^          0,000) 
t:  OA  •<.  y 

oA  <  0,00007. 


Dénominateur, 
F  =  /Ë,  oF=  -i^  oE  <  0,007 -i  mill., 

-y-  <o,oo6j, 

4 

oE  <  0,026, 

E  =  C  -^  D,        oE  ==  oG  M-  oD  <  0,026  —  \  cent., 

oG  -r  oD  <  0,020, 

oG  <  0,01, 

oD  <  0,01, 

D  =  2R,  SD  =  20R  <  0,01  —  ^  cent., 

2  oB  <  0,00 3, 

oR  <  0,002J. 
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SOLITION  GÉOXÉTRIOUE  DES  OUESTIOIVS  DONNÉES 
AU  CONCOIRS  POIR  L  ÉCOLE  POLYTECHNIOIIE  EN  1882; 

Par  m.  F.  FARJON. 


On  donne  deux  cercles  se  coupant  en  A  et  B.  Une 
conique  quelconque  passant  par  ces  points  et  tangente 
aux  deux  cercles  rencontre  en  (1  et  D  l'hyperbole  équi- 
latère  qui  a  pour  sommets  A  et  B  : 

i**  Démontrer  que  la  droite  CD  passe  par  un  centre 
de  similitude  des  deux  cercles  donnés  ; 

a°  Si  l'on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant 
par  A  et  B,  sont  tangentes  aux  deux  cercles,  démon- 
trer  que  le  lieu  de  leurs  centres  se  compose  de  deux 
circonférences  de  cercle; 

3°  Soit  une  conique  satisfaisant  à  la  question,  démon- 
trer que  ses  asymptotes  passent  par  deux  points  fixes 
situes  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles  donnés, 

I.  Lehmb.  —  Si  une  hyperbole  équilatère  a  pour 
sommets  les  extrémités  d'une  corde  d'un  cercle,  elle 
coupe  ce  cercle  en  deux  autres  points  qui  sont  en  lignç 
droite  ai/ec  son  centre. 

Soient  la  corde  AB  du  cercle  O  (  fig.  i),  C  son  milieu, 
I  l'une  des  iniersections  du  cercle  et  de  Thyperbole 
équilatère  qui  a  AR  pour  axe  trausverse^  menons  la 
perpendiculaire  IP  sur  AB,  on  a 

Û*^=  Pc''— CB^  =  (PC-f-CB)(PG  — GB)=  PA  x  PB; 

donc  PI  est  tangente  à  la  circonférence  et  I  sur  le  dia- 
mètre parallèle  à  AB. 
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Cela  posé,  considérons  {fig-  2)  deux  cercles  O  etO' 
ajant  AB  pour  corde  commune,  et  traçons  une  conique 

Fîg.  I. 


qui  passe  par  AB  et  soit  tangente  aux  deux  cercles  en 
E  et  F-  Je  remarque  d'abord  que  les  deux  tangentes  en 


Fiff.  2. 


---»T 


E  et  F  sont  parallèles  :  en  elFet,  les  deux  cercles  et  la 
conique  ayant  une  corde  commune  AB,  les  trois  autres 
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cordes  d'intersection  qui  sont  la  droite  A  rinfini  et  les 
deux  tangentes  en  E  et  en  F  doivent  concourir  en  un 
même  point  :  donc  ces  deux  dernières  sont  parallèles.  — 
Autrement,  on  sait  que  les  bissectrices  des  angles  que 
fait  la  corde  ÂB,  soit  avec  la  tangente  en  E,  soit  avec  la 
tangente  eu  F,  sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique; 
il  s'ensuit  que  ces  deux  tangentes  sont  parallèles  entre 
elles. 

11  en  résulte  que  la  droite  EF  passe  par  l'un  des 
centres  de  similitude  des  cercles  O  et  O'. 

Si  Ton  considère  le  système  formé  par  la  conique,  le 
cercle  O  et  l'hyperbole  équilatère  AB,  leurs  trois  cordes 
d*intersectiou  concourent  au  point  T,  intersection  de  la 
tangente  en  E  et  du  diamètre  de  O  parallèle  à  AB.  De 
même,  pour  le  système  de  la  conique,  du  cercle  O'  et 
de  l'hyperbole,  les  trois  cordes  d'intersection  con- 
courent au  point  V,  intersection  de  la  tangente  en  F  et 
du  diamètre  de  O'  parallèle  à  AB.  La  corde  d'intersection 
de  la  conique  et  de  l'hyperbole  est,  par  conséquent,  la 
droite  TV.  Mais  T  et  V,  intersections  de  droites  homo- 
logues deux  à  deux,  sont  eux-mêmes  homologues  :  donc 
TV  passe  par  le  même  centre  de  similitude  que  EF. 

c.  Q.  F.  D. 

II.  La  droite  EF  est  un  diamètre  de  la  conique,  le 
centre  de  celle-ci  est  au  milieu  G  de  EF  {fig-  3)  5  OE 
etCyP  sont  parallèles,  la  droite  GI  menée  parallèlement 
à  ces  dernières  passe  par  le  milieu  I  de  OCX  et  est  égale 
à  ^  (R-^-R')  si  le  point  S  est  le  centre  de  similitude  di- 
recte, et  à  ^  (R — R')  si  S  est  le  centre  de  similitude  in- 
verse. Le  lieu  du  centre  G  se  compose  donc  de  deux 
cercles  concentriques,  ayant  pour  centre  le  milieu  de  la 
distance  des  centres  et  respectivement  pour  rayons  la 
demi-somme  et  la  demi-diflërencc  des  rayons  des  deux 
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cercles  donnés.   Le  premier,    homolhétique  aux  deux 
cercles  donnés  par  rapport  au  centre  de  similitude  di- 
recte, est  tangent  aux  tangentes  communes  extérieures 
aux  points  M  et  N  où  celles-ci  rencontrent  Taxe  radical 


Fig.  3. 


AB.  Le  second  est  homothétique  aux  deux  cercles  donnés 
par  rapport  au  centre  de  similitude  inverse^  la  distance 

du  point  I  à  Taxe  radical  étant  égale  à  — ô7v~'  ^^  ^^*^ 

d'ailleurs  que  ce  second  cercle  ne  peut  rencontrer  l'axe 
radical,  tandis  que  le  premier  le  coupe  nécessairement. 

III.  Soit  K  le  point  où  la  tangente  en  G  au  cercle  I 
rencontre  la  droite  AB;  les  axes  de  la  conique  sont  pa- 
rallèles aux  bissectrices  de  Pangle  GKA  ou  de  Tangle 
GIO  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires  à  ceux  du  pré- 
cédent. Si  donc  P  et  Q  sont  les  points  où  le  cercle  I  coupe 
la  ligne  des  centres  OCV,  les  axes  de  la  conique  sont 
GP  et  GQ.  Ainsi  les  axes  de  toutes  les  coniques  qui  ont 
leur  centre  sur  une  même  circonférence  I  passent  par 


(  '9'  ) 
deux  points  fixes  qui  sont  les  intersections  de  cette  cir* 
conférence  avec  la  ligne  des  centres. 

Les  axes  GP  et  GQ  sont  les  bissectrices  de  Tangle  formé 
parles  asymptotes;  de  plus,  le  milieu  du  segment  inter- 
cepté par  celles-ci  sur  Taxe  radical  coïncide  avec  le  milieu 
Lde  AB.  Nous  avons  donc,  pour  construire  le  triangle 
formé  par  les  asymptotes  et  la  corde  AB,  le  sommet  G 
du  triangle,  la  bissectrice  de  Tangle  en  G  et  le  milieu  L 
du  côté  opposé  :  la  perpendiculaire  élevée  sur  AB  en  L 
coupe  les  bissectrices  de  Tangle  G  aux  points  où  celles-ci 
rencontrent  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 
Cette  circonférence  n'est  donc  autre,  dans  le  cas  présent, 
que  celle  du  cercle  I,  et  les  deux  asymptotes  sont  les 
droites  GM  et  GN,  qui  joignent  le  centre  G  aux  points 
d'intersection  du  cercle  I  et  de  l'axe  radical  AB.  Les 
asymptotes  de  toutes  les  coniques  qui  ont  leur  centre 
sur  le  cercle  I  passent,  par  conséquent,  par  les  deux 
points  fixes  M  et  N.  c.  q.  f.  n. 

On  voit  par  là  que  toutes  les  coniques  qui  ont  leur 
centre  sur  le  cercle  ^^  (R  -f-  R'),  correspondant  au  centre 
de  similitude  directe,  sont  des  hyperboles.  La  courbe 
se  réduit  à  deux  droites,  qui  sont  Taxe  radical  et  la  tan- 
gente commune  aux  deux  cercles,  lorsque  le  centre  est 
en  M  ou  en  N.  On  remarquera  qu'une  transversale , 
issue  du  centre  de  similitude  S,  détermine  deux  hyper- 
boles dont  l'une  est  semblable  à  la  conjuguée  de  l'autre. 

Toutes  les  coniques  qui  ont  leur  centre  sur  le  cercle 
•^(R  —  R')  sont  au  contraire  des  ellipses,  puisque,  ce 
cercle  ne  rencontrant  pas  Taxe  radical,  elles  ont  leurs 
asymptotes  imaginaires. 

Scolie.  —  Il  existe  deux  coniques,  satisfaisant  à  la 
double  condition  de  passer  par  A  et  B  et  d'ùtre  tan- 
gentes à  0  et  à  O^  qui  ne  rentrent  pas  dans  les  groupes 
précédents.  Menons  par  A  une  tangente  à  O  et  par  B 
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une  tangente  à  O^;  l'ensemble  de  ces  deux  droites  con- 
stitue une  conique  satisfaisant  aux  conditions,  mais  dont 
le  centre  n'est  pas  sur  le  cercle  I  et  dont  les  asymptotes 
ne  passent  ni  par  M,  ni  par  N.  De  même  pour  la  tan- 
gente à  O'  en  A  et  la  tangente  à  O  en  6.  Ce  sont  deux 
solutions  singulières. 

IV.  Examinons  le  cas  particulier  où  les  deux  cercles 
O  et  O'  sont  tangents  extérieurement. 

L'hyperbole  ëquilalère  se  réduit  alors  à  deux  droites 
rectangulaires  menées  par  le  point  de  contact  A  {Jig-  4) 

Fig.  4. 


et  toutes  les  coniques  correspondant  au  centre  de  simi- 
litude inverse  sont  les  doubles  cordes  passant  par  le 
point  A  \  ce  sont  des  ellipses  indéfiniment  aplaties  dont 
les  centres  sont  sur  le  cercle  ^(R — R').  Quant  au 
cercle  7  (R  -f-  R')^  il  passe  par  les  centres  O  et  O'  :  cha- 
cune des  hyperboles  répondant  à  la  question  a  un 
double  contact  avec  chacun  des  cercles  O  et  O',  et  Ton 
voit,  en  effet,  que  les  axes  de  ces  hyperboles  passent 
par  les  deux  centres. 

Si  les  deux  cercles  O  et  O'  sont  égaux,  qu'ils  soient 
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sécants  ou  tangents,  le  cercle  ^(R  —  R')  se  réduit  à  un 
point,  et  le  cercle  *-(R-f-R')  a  son  centre  sur  l'axe 
radical;  d'où  il  suit  que  toutes  les  ellipses  de  la  figure 
sont  concentriques,  et  que  toutes  les  hyperboles  sont 
équllatères,  puisque  leurs  asymptotes  sont  rectangu- 
laires. 

On  a  supposé  jusqu'ici  dans  les  figures  que  les  deux 
centres  O  et  O'  étaient  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe 
radical.  S*ilen  était  autrement,  les  démonstrations  et  les 
conclusions  qui  précèdent  resteraient  les  mêmes.  Mais 
si  les  deux  cercles  sont  tangents  intérieurement,  ce  sont 
les  hyperboles,  correspondant  au  centre  de  similitude 
directe,  qui  se  réduisent  à  des  droites  rayonnant  autour 
du  point  de  contact,  et  dont  les  centres  sont  situés  sur 
le  cercle  '(Rh-R')  tangent  aux  deux  cercles  donnés. 
Quant  aux  ellipses  correspondant  au  centre  de  simili- 
tude inverse,  elles  ont  un  double  contact  avec  chacun 
des  cercles  O  et  C,  et  comme  le  cercle  ■j(R  —  R')  est 
alors  décrit  sur  la  ligne  des  centres  comme  diamètre,  on 
voit  en  efllet  que  les  axes  de  ces  ellipses  passent  respec- 
tivement par  les  centres  des  deux  cercles  donnés. 

Si  les  deux  cercles  deviennent  égaux,  ils  se  confon- 
dent :  le  cercle  KR  +  R')  est  le  cercle  O  lui-même,  et 
le  cercle  5  (R  —  R')  est  le  centre,  qui  est  en  même  temps 
celui  de  toutes  les  ellipses  qui  ont  un  double  contact 
avccO',  dans  les  conditions  de  la  figure. 

V.  A  quoi  correspondent  les  propositions  qui  pré- 
cèdent, lorsque  les  deux  cercles  O  et  O'  ne  se  coupent 
plus  réellement  ?  La  corde  commune  A6  est  imaginaire, 
mais  certains  éléments,  tels  que  les  cercles  ^  (R  -f-  R')  et 
f(R  —  R'),  restent  réels.  L'interprétation  est  des  plus 
simples. 

Reprenons  le  lemme  du  §  I.  La  longueur  de  la  demi- 
Ann.  de  Mathémat.,  3»  série,  t.  VIII.  (Avril  1889.)  i3 
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corde  AC  est  déterminée  par  la  relation 


ag'^^r»  — oc". 


Si  ÂB  est  extérieure  au  cercle,  AC   est  imaginaire  et 
Von  a  (Jig.  5) 


-Ag'=OG^— R«. 


AB,  au  lieu  d'être  Taxe  transverse  de  l'hyperbole  équi- 
latère,  en  devient  l'axe  imaginaire,  et  pour  avoir  un 

Fig.  5. 


sommet  de  la  courbe,  il  faut  prendre  sur  CO,  à  partir 

de  C,  une  longueur  CA'=  y  OC  —  R*-*. 

Cela  posé,  soit  I  le  point  d'intersection  de  l'hyper- 
bole ainsi  déterminée  et  du  cercle  5  menons  la  perpendi- 
culaire IP  sur  AB,  on  aura 

IP  =cp  ^-GA'  =  PO'— R«: 

donc  IP  est  tangent  au  cercle^  et  le  point  I  est  sur  le 
diamètre  parallèle  à  AB. 

Considérons  actuellement  les  deux  cercles  O  et  CV.  Si 


(  '9^  ) 
ia  corde  commune  AB  est  imaginaire,  il  est  évident  que 
les  ellipses  passant  par  A  et  B  sont  imaginaires^  leurs 
points  de  contact  avec  les  cercles  O  et  CX  le  sont  aussi, 
mais  la  droite  qui  les  joint  est  réelle  et  passe  par  le 
centre  de  similitude  inverse.  Il  en  est  de  même  de  la 
droite  réelle  qui  joint  les  deux  points  d'intersection 
imaginaires  de  la  courbe  avec  l'hyperbole  équilatère 
définie  ci-dessus.  Les  centres  des  ellipses  sont  réels  et 
leur  lieu  est  le  cercle  ^(R  — R');  les  axes  sont  connus, 
puisqu'ils  passent  parles  points  où  le  cercle  ^(R  —  R') 
coupe  la  ligne  des  centres.  Enfin  ces  ellipses  ont  des 
asymptotes  réelles,  puisque  le  cercle  j(R  —  R')  coupe  ici 
Taxe  radical  et  que  tous  les  couples  d'asymptotes  passent 
par  ces  points  d'intersection. 

Quant  aux  hyperboles  passant  par  les  points  imagi- 
naires A  et  B,  elles  ne  cessent  point  d'être  réelles,  seu- 
lement elles  ne  coupent  plus  Taxe  radical. 

VI.  Supposons  que  le  rayon  R'  croisse  indéfiniment  : 
des  deux  ellipses  que  détermine  une  sécante  EF  menée 
par  le  centre  de  similitude  inverse,  l'une,  celle  qui  est 
tangente  aux  deux  portions  de  circonférence  extérieures 
Tune  à  l'autre,  tendra  vers  une  parabole;  l'autre,  celle 
qui  est  tangente  aux  deux  portions  de  circonférence 
r|ui  se  pénètrent,  tendra  à  se  confondre  avec  le  segment 
AB.  De  même,  des  deux  hyperboles  déterminées  par 
une  sécante  EF  menée  par  le  centre  de  similitude  direciC; 
Tune,  celle  dont  la  branche  passant  par  A  et  B  est  tan- 
gente au  cercle  O,  tendra  vers  une  parabole  embrassant 
extérieurement  ce  cercle  (tandis  que  la  précédente  lui 
était  tangente  intérieurement),  et  l'autre,  celle  dont  la 
branche  passant  par  A  et  B  est  tangente  au  cercle  (y,  ten- 
dra à  se  confondre  avec  les  deux  parties  de  AB  exté- 
rieures au  segment  AB. 
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A  la  limile,  le  cercle  O'  se  confond  avec  AB5  on  a 
ainsi  ce  théorème  : 

Si  Von  trace  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour 
sommets  deux  points  A  e^  B  pris  sur  une  circonférence, 
et  une  parabole  passant  par  A  et  B  et  tangente,  inté- 
rieurement ou  extérieurement,  à  la  circonférence,  la 
corde  commune  de  cette  parabole  et  de  cette  hyper- 
bole passe  par  l'une  des  extrémités  du  diamètre  du 
cercle  perpendiculaire  à  AB. 

Il  est  aisé  de  le  vérifier  directement.  Soicnt{fig.  6) E 


"*- I JV-" 


le  point  de  contact,  ET  la  tangente  rencontrant  en  T 
le  diamètre  parallèle  à  AB,  SS'  le  diamètre  perpendi- 
culaire à  AB.  Le  dîamèlre  de  la  parabole  au  point  E, 
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parallèle  à  l'axe,  est  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de 
l'angle  ETO,  ou  parallèle  à  la  bissectrice  de  Tangle 
S'OE  :  c'est  donc  la  droite  ES.  Décrivons  un  cercle  de 
rayon  quelconque  passant  par  A  et  B.  Soit  O'  son  centre. 
Si  l'on  considère  le  système  des  deux  cercles  et  de  la 
parabole,  on  voit  que  la  corde  d'intersection  de  cette 
courbe  et  du  cercle  (V  sera  parallèle  à  ET,  d'où  il  suit 
que  le  milieu  E'  de  cette  corde  se  trouvera  au  point 
de  rencontre  de  son  diamètre  conjugué  ES  et  de  la  paral- 
lèle CKE'  à  OE  ;  la  parallèle  à  AB  menée  par  le  centre  O' 
étant  d'ailleurs  la  corde  d'intersection  du  cercle  O'et  de 
l'hyperbole,  le  point  T'  où  cette  parallèle  rencontre  la 
corde  commune  à  O'  et  à  la  parabole  appartiendra, 
comme  T,  à  la  corde  commune  de  la  parabole  et  de 
l'hyperbole.  Mais  ks  triangles  OET  et  CE'T',  SOE  et 
SO'E'  sont  semblables  deux  à  deux  ;  on  a  donc 

T'E'_E'0'_  SE\ 
TË"  ""  "ËÔ"  "■  SE"  ' 

les  trois  points  T,  S,  T  sont  donc  en  ligne  droite. 

c.    Q.    F.    D. 


SUR  LES  GUBIOliES  NODALES  CIRCULAIRES  ; 

Par  m.  Cl.  SERVAIS, 

Répétiteur  à  l'Université  de  Gand. 


I. 


i .  Considérons  deux  cercles  w  et  O  se  coupant  aux 
points  A  et  B5  parle  point  A  menons  une  sécante  ren- 
contrant les  deux  cercles  respectivement  aux  points  A' 
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et  M';  le  Heu  du  point.  M  tel  <|4ie 

(AA'MM')  =  -i 

est  une  cubique  circulaire  ayant  le  point  A  pour  point 
double.  En  ellet,  elle  est  tangente  aux  deux  cercles  au 
point  A,  et  elle  passe  par  leurs  points  communs;  Best 
donc  un  point  de  la  courbe.  Nous  appellerons  AT|,  AT2 

Fig,   I. 


les  tangentes  aux  cercles.  Le  cercle  osculateur  au  point  A 
de  la  cubique,  correspondant  à  la  tangente  ATj,  est  le 
cercle  (Aw)  décrit  sur  Aw  comme  diamètre;  car  ce 
cercle  correspond  dans  la  transformation  à  la  droite  de 
l'infini  qui  ne  rencontre  le  cercle  O  qu'aux  points  cycli- 
ques. Si  C  csl  le  point  de  rencontre  des  cercles  O  cl 
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(Ao)),  AC  est  parallèle  à  l'asymplote.  On  peut  donc 
énoncer  la  propriété  suivante  : 

Au  point  double  A  d\ine  cubique  circulaire,  on  dé^ 
crit  un  cercle  tangent  à  chacune  des  branches  de  la 
courbe;  l'un  w  a  pour  rayon  le  diamètre  A  (o  du  cercle 
oscillateur  et  rencontre  la  cubique  au  point  B  ;  l'autre  O 
passant  par  B  rencontre  le  cercle  osculateur  (Aw)  e/» 
un  point  C  tel  que  AC  est  parallèle  à  l'asymptote*  Une 
sécante  issue  du  point  double  rencontre  les  cercles  w 
et  O  et  la  cubique,  respectivement  en  des  points  A',  M', 
Mtelsque  (AA'MM)=—j. 

2.  Soient  A|,N',  N  les  points  d'intersection  de  la 
droite  A(o  avec  les  deux  cercles  et  la  cubique.  On  a 

%  I  I 

(a) 


Ai  A       A,I\'       AjN 

Si  les  tangentes  aux  points  A4  et  N'  aux  cercles  co 
etO  se  coupent  au  point  T,  TN  est  la  tangente  à  la  cu- 
bique au  point  N.  Appelons  ^  Tangle  TNA,  ©  le  complé- 
ment de  l'angle  Ti  AT2,  ap  le  diamètre  Aa>,  N  la  corde 
normale  AN;  on  aura 

A,N'  =  -AiTcot©  =  — AiNÎ^^^; 
par  conséquent,  l'égalité  (a)  devient 

4p  N  — 4pVlangiV         / 

On  déduit  de  là 

N        tang(j>-h  tangi^ 

3.  La  conique  transformée  de  la  droite  N'T  est  tan- 
gente à  la  cubique  aux  points  A  et  N;  elle  a  pour  cercle 
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osculaleur  le  cercle  (A<o)  cl  sa  corde  de  courbure  esl 
parallèle  à  j\'T.  Or  les  deux  droites  AT2  et  jN'T  sonl 
également  inclinées  sur  AN;  donc  : 

La  conique  tangente  à  une  cubique  circulaire  aux 
extrémités  de  la  corde  normale  AN  au  point  double  k^ 
et  qui  a  au  point  A  même  cercle  osculaleur  que  la  cu- 
bique, a  pour  corde  de  courbure  au  point  A  la  droite 
symétrique  de  la  seconde  tangente  au  point  double  par 
rapport  à  la  première. 

Ceci  nous  montre  que  la  formule  (i)  est  applicable 
aux  coniques,  si  ^  représente  Tangle  de  la  normale  et  de 
la  corde  de  courbure. 

t.  On  a 


9. 
AA' 

— 

I 
A  M 

•  ^  AM  • 

AN' 

= 

sincp 

AM' 

sia 

(?  +  x/ 

si  y^  représente  Tangle  MAN5  donc 


sino 


■ipcosy  ~~  AN'  sin(cp-+-)r)        AM' 
mais 

4p  ■"  AN"'  "^  N  ' 
par  conséquent 

(.ji )  J_  !!!li?_±_X)  ^  ^angx  _^  tango 

^  AM        cos©  ^.p  N 

Conséquences,  —  En  prenant  pour  sécante  la  droite 
AG,  on  obtient 

9,p        lan^ryi 


N         lang^p 


> 
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'/i  étaut  l'angle  de  Tasymptote  et  de  la  normale  AIV.  On 
peut  interpréter  géométriquement  cette  formule  et 
arriver  à  la  construction  du  cercle  de  courbure  au 
point  A  de  la  cubique.  Elevons  aux  points  &>  et  N  des 
perpendiculaires  à  la  droite  AN  rencontrant  respective- 
ment AT2  et  AC  aux  points  S  et  K  ;  on  aura 

a)S  =  Ao)  tangtp  =  N  tang^i  =  NK; 
donc  : 

Les  parallèles  menées  par  les  extrémités  w  e^  N  du 
diamètre  du  cercle  osculateur  et  de  la  corde  normale 
au  point  double  A  à  la  tangente  AT^  et  limitées  res- 
pectivement à  la  tan  fiente  AT2  et  à  la  parallèle  AC  à 
V asymptote,  sont  égales. 

Les  sécantes  AB  et  AO  donnent  les  formules 

sinycosx»  _  sin(<p~-x«) 

N  4P 

et 

cos*<p        sin'o        sino 

Tp""^  ir"  ^  "NT' 

si  Ton  représente  Tangle  BAN  par  ^2  ^^  la  seconde  corde 
normale  ANj  par  N,.  Il  suffit  de  remarquer  que 

AB  =  4pcosx, 

et  que,  pour  la  sécante  AN4, 

II. 

1.  Considérons  deux  cercles  O  et  O' passant  par  les 
points  A  et  B  et  le  diamètre  AN  du  premier  cercle  j 
soit  M'  un  point  quelconque  de  O'  :  la  perpendiculaire 
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élevée  au  poiut  A  sur  AM' rencontre  NM!  en  un  point  M 
dont  le  lieu  est  une  cubique  nodale  circulaire.  Les  tan- 
gentes au  point  double  A  sont  la  tangente  AD  au  cercle  O 


Kig.  2. 


et  la  droite  ACV;  la  normale  AIN,  a  AO'  rencontre  la 
cubique  au  point  JNf  correspondant  à  Textrémité  C  du 
diamètre  AO';  donc  les  quatre  points  N,  C,  B,  N|  sont 
en  ligne  droite;  mais  NB  est  parallèle  à  l'asymptote 
réelle  de  la  cubique;  par  conséquent.  : 

Dans  une  cubique  nodale  circulaire,  la  droite  r/ui 
joint  les  exlrémités  des  normales  au  point  double  est 
parallèle  à  V asymptote . 
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2.  Soit  E  le  point  d'intersection  de  AD  avec  le  cercle 
(V;  en  cherchant  le  point  infiniment  voisin  du  point  N 
sur  la  cubique,  on  voit  que  la  tangente  eu  ce  point  est 
la  droite  ]NE^  mais  EC  est  perpendiculaire  sur  AD^ 
donc  : 

Les  tangentes  aux  extrémités  N  et  N|  des  normales 
au  point  double  A  d'une  cubique  circulaire  rencon- 
trent les  côtés  opposés  du  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes  au  point  A  et  la  droite  NN|  aux  pieds  des  hau- 
teurs, 

3.  Si  le  cercle  O'est  tangent  en  A  au  diamètre  AN, 
les  tangentes  au  point  double  coïncident  et  Ton  a  une 
cubique  cuspidale;  donc  : 

La  tangente  à  l'extrémité  de  la  normale  au  point 
de  rebroussement  d'une  cubique  circulaire  est  paral- 
lèle à  l'asymptote. 

•i.  Si  l'on  transforme  par  Tinversion  le  théorème  I  de 
notre  Note  Sur  la  courbure  dans  les  coniques  {Nou- 
x^elles  Annales  y  août  1888),  on  obtient  le  théorème  sui- 
vant : 

Par  le  point  double  d'une  cubique  nodale  circulaire  y 
on  mène  une  sécante  rencontrant  aux  points  RI  et  m 
la  cubique  et  la  parallèle  menée  à  V asymptote  par  le 
milieu  de  la  distance  du  point  double  à  cette  droite. 
La  symétrique  M^  du  point  M  par  rapport  au  point  m 
décrit  un  cercle ,  ayant  son  centre  sur  la  perpendiculaire 
au  point  A  à  la  droite  qui  joint  ce  point  au  tangentiel 
du  point  réel  à  l'infini  de  la  cubique. 
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SUR  L  ADDITION  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES  DE  PREMIÈRE, 

DEUXIÈME  ET  TROISIÈME  ESPÈCE; 

Par  m.  DOLBNIA. 


1.  Le  célèbre  théorème  d'Abel,  exposé  dans  le  Mé- 
moire Précis  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques  (  *  ), 
se  rapporte,  comme  on  le  sait,  à  l'addition  de  toutes  les 
fonctions  transcendantes  ayant  des  différentielles  algé- 
briques. A  Taide  de  ce  théorème,  comme  nous  verrons, 
on  obtient,  d'une  manière  très  simple,  les  formules 
d'addition  des  arguments  de  première,  deuxième  et  troi- 
sième espèce.  Quoique  la  question  qui  nous  occupe  soit 
à  peu  près  épuisée,  néanmoins  une  façon  nouvelle  de  la 
poser  mérite  peut-être  quelque  attention. 

Nous  nous  proposons,  a  priori^  de  rechercher  les  va- 
leurs de  X  pour  lesquelles 

s'exprime  par  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  j:(  ^). 
Ces  valeurs  se  déterminent  par  l'équation  algébrique 

(i)  Aor  =  a-H  6a7-i- eor*-*-..  .-H /a:"* 

ou 

(2)  (Aa?)»  — (a-+-6a?-h  cic*-i-...-i- /:r'«)*=  o, 

dont  le  degré  et  les  coefficients  sont  des  quantités  arbi- 


(*)  Œuvres  complètes^  t.  I,  p.  5i8;  1881. 

(')  L'idée  fondamentale  développée  ici  est  indiquée  dans  l'ou- 
vrage de  M.  Halphen  (  Traite  des  fonctiotis  elliptiques  et  de  leurs 
applications,  1. 1,  p.  3o,  SS,  31');  1886). 
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iraires.   Si   nous  désirons  que  les  équations  (»)  aient 
p  racines  arbitraires 

nous  prendrons  dans  la  première  partie  de  Téquation 
/?  coefficients  arbitraires. 

Une  si  grande  généralité  de  Téqualion  (2)  permet  de 
traiter  la  question  de  l'addition  des  arguments  ellip- 
tiques de  différentes  manières.  Pour  le  but  proposé,  il 
suffit  que  Téquation  (2)  ait  trois  racines,  et  par  con- 
séquent deux  coefficients  arbitraires.  Dans  l'ouvrage  de 
MM.  Briot  et  Bouquet  (Théorie  des  fonctions  ellip- 
tûjueSy  p.  688;  1875),  on  donne  à  Téquatîon  fondamen- 
tale la  forme  suivante 

(Aa:)*— (i  H-/?a?-f-  5ra7«)«=  o. 

Au  moyen  de  celte  forme,  on  voit  de  suite  que,  après 
la  disparition  du  facteur  jr,  il  reste  une  équation  du 
troisième  degré,  qui,  par  conséquent,  aura  trois  ra- 
cines. On  peut  disposer  arbitrairement  de  deux  de  ces 
racines,  car  les  coefficients  p  et  q  sont  indéterminés. 

Abel  (*),  et  après  lui  d'autres  auteurs  ('),  donnent 
à  l'équation  (2)  la  forme 

(3)        (1  —  xi)(i  —  k^x^)  —  (OLX  H-  ?a:»)«  =/{x)  =  o. 

Celte  équation  a  six  racines 

ztXi,       ±072,       ±^3. 

Si  OTf ,  X2f  JOs  satisfont  à  Téquation 


(*)  Œuvres  complètes,  t.  I,  p.  538;  1881. 

(')  J.  Bertrand,   Calcul  intégral,  p.  582;  1870. 
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les  racines  (— .r,),  (— .rj),  (— r,)  salîsferoiU  à  Téqua- 
lion 

Prenant  la  différentielle  totale  de  (3),  nous  aurons 

/'(x)  dx—1  lx(x  da  -{-  x^  d^)  =  o, 

d'où 

df  X  x^ 

OU 

x^dx  x^  J-*       ,Q. 

par  conséquent, 

3  3  a 

1  1  i 

D'après  le  théorème  bien  connu  d'Euler  ('),  nous 
aurons 


s 

7V7)  =  "' 

1 

3 


E 


donc 


y  _f7_ [_ 

1 


3 


J'où 


^xjdxi         r'''''x\dxi         r'''\rr^dx^        1 

'     '         ■  —       A-  consl. 


/"  '  x;  dXi        r    'x\  dXi  _^    r 


AJ™;|  fj 


(  '  )  Halphen,  Traité  des  fondions  elliptiques  et  de  leurs  appli- 
cations, t.  I,  p.  2i(î,  217;  i8S(i. 
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Dans  cette  équation,  on  peut  disposer  arbitrairement 
des  racines  Xi  et  Xf.  Supposons  x^  =  X2=  o,  il  en  ré- 
sulte nécessairement  OTs  =  o  (*),  et  comme  -^  =  x^x^arj, 
si  nous  avons  oti  =  art  =  X3  =  o,  on  obtient 


ô  =  0; 


donc 


et,  par  conséquent, 


consl.  =  o 


i 


.'•fl^  f'xldTt 


Aj^i 


/ 


A^r* 


•0 


A^3 


=  Ti  Xf  Xi . 


Remanpie.  —  La  propriété  des  racines  x^^  X21  Xj, 
par  laquelle,  si  j:i  =  Xa  =  o,  on  a 

peut  être   démontrée    de  la    manière   suivante.   Nous 

avons 

ajTi-f-  \^x\  —  iiXi  =  o, 

a j"j  -4-  p  x|  —  Atj  =  o, 
OLXz-x-^xl—  Aa?3  =  o. 
d*oà 

Xi      x]      IXi 

x^     xl     A^j     =  o. 
3^3     xl     A-r, 

En  faisant  Xi  =  o,  on  obtient 


0 

0 

I 

^j 

a-I 

xl 

AX} 

-^ 

^3 

^3 

X] 

AX3 

=  o, 


ou 


:rî  =  Xi 


(')  Bertrand,  Calcul  intégral,  p.  58 1;  1870. 
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Si  donc  x\=  o^  nous  aurons 

Xi=  o. 

2.  De  l'équation 


on  déduit 


{if  sr  ^^ 

— -  =  2  — da  -h  •}.  -7^, —  r/3. 


2:Sf-'"27fe-'^2/-^ 


d'où 


(5)       rfi^rp^rp^.. 

Posons 

/•'•e^  r^'t^r  r''djr 

nous  avons 

Mi-h  wi-4-  «3=  o, 

W»  =  — (Wt-4-«j). 
Xi=Xwi,  J'î=Xz/j,  a"3=Xï/3. 

L'équation  (4)  nous  donnera 

/  —  X  wi  X  f/ j  X  (  «/ 1  H-  {/]  ) 


(6) 


X*Mi  rftti -h   /      X««j<f//2-i-  /      \^udu. 

0  «0  •   0 


Supposons  que  1/3  soit  une  quantité  constanle,  alors 

dai  =  —  duf. 
En  dillërentiant  (6)  relativement  à  i/f,  nous  aurons 

—  X(M|-4-  Mj)({JlM|  VMi  Xm,—  {JIM]  VU2  Xui)  =  X*«t—  X*«s, 
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d'où 

OU 

(8)      x(M,-f-a,)  =  — r:zicr-îûi;ïûr, 

jVous  voyous  avec  quelle  simplicité  on  obtient  la  for- 
mule fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques proprement  dites.  L'addition  des  arguments  ellip- 
tiques du  n°  3,  troisième  espèce,  est  obtenue  tout  aussi 
simplement,  quoique  le  calcul  en  soit  plus  compliqué. 

Nous  avons  évidemment 


(a*--jr'')f{x)  (a-  — .r»)/'U-)     ' 


En  décomposant  les  deux  fractions 


9.a^jr  'xa-x 


5  ^'^ 


-~  9 


d'après  les  règles  bien  connues,  nous  aurons 

) 


X) 


(aS-x*)/T^)  "~  7V)  \a-x  "^  a-^  x)  '^  f^V)'' 

ici  le  degré  de  ^{x)  est  moindre  que  le  degré  Av^  f\x)^ 
tîl  le  degré  de  5(x)  moindre  que  le  degré  f*{x). 
Par  cette  raison, 


2 


dxi 


(-S 


^x 

8 
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Mais 


Jkd\a^Xi        a-^XiJ        J{a)  ' 


par  conséquent, 

3 


^  dxi  ^'      f     .       ^* 


doi  -+-  -^  t/3. 


A")         /(«)   ' 


En  posant  a  a  H-  jî/i-''  =  ÎJ,  nous  avons 

..i_  = -L =  _!_/_!_  ^  _i_\ 

et,  par  suite, 

Si  x^  =  X2  =  X3  =  o,  on  obtient 


par  conséquent  C  =  o  ;  donc 


4-.  L'équatîon  d'Abel 
se  transforme  en  celle-ci 

J-6  '  x^  X^  \X^  '/ 

En  remarquant  que  -^  est  la  fonction  linéaire  et  en- 


(a..  ) 

lièie  delà  fonction  pu  (Weiersirass),  Téqualion  (i),  rc- 
lativeDienl  à  la  fonction  pu^  sera  de  la  forme 

(î)        /(x)  =  4p'm  —S'ipu—  g^—(apu-hby=  o, 

pu  =  X. 

M.  Halphen  emploie  cette  équation  dans  son  impor- 
tant ouvrage,  que  nous  avons  eu  déjà  l'occasion  de  citer. 
Par  un  raisonnement  très  simple,  on  obtient 

,  db  ^     j 

H)  Mi H- Mj-f- M3=  une  période. 

D'ailleurs, 

V^  ,  v^  Ta  db  v^  x}  da 

Or 

par  conséquent, 

V^  .         da 

>  piti  au\  =  —  > 


(4) 


2^  I  P"i  ^^Wi  = 1-  const.  =  rfr  y/piZi  -+-  pu^  -+-  pu^  -+-  G. 


Posons  «3  =  const.  ;  alors  rf^i  =  —  du2. 

En  différentiant  (4)  relativement  à  ii|,  nous  aurons 

,  ,  p'  a,  —  p'  tt* 

(5)  pi/,— pMî  =  =h  .  r^rrrziry 

2  ypui  H-  pWî  H-  pwj 

d'où 

I   /p'Mt  — P'Wf\* 

C'est  la  première  formule  fondamentale. 


(  2'a  ) 
De  l'équation  (4)  on  déduit 

I 

(6)       J2[i^n^2!!:)H 

(       ^  tVpi/i  -+-  puf  -h  pu, -+-  G , 

où  i  =  it:  ï . 

Posons  U|  -t-  «2-+-  M$=  o, 


S^/  (i;;-P«)rf«  =  ;(«); 


nous  aurons 


a     P"i— •pwf 


d'où 


Posons  i/|  =  (i)  (une  demi-période);  alors 
par  conséquent, 

G  rr.O, 

ot 

En  posant  ici  Iini(u4  )  =  o,  nous  voyons  que  la  partie 
principale  du  premier  membre  de  cette  équation  est 

-,  et  celle  du  second ;   par  conséquent, 

r  =  — r, 


(  ^'3) 
et  Ton  a 

î(«.)-^;(«.)-ç(".-H«,)-=-^^^^- 

C'est  la   seconde  formule  fondamentale   (Halphen, 
p.  i38). 

6.  Remarque,  —  L'exactitude  de  Téquation 


3 


Xt 


peut  être  démontrée  comme  il  suit. 
Posons 

1 
où 

A-  =  zh  I. 

En  différentiant  relativement  à  ii|,  on  obtient 

En  posant  ici  u^  =  o,  nous  aurons 

d'où 

A:  —  -»-  I.  c.  Q.   F.  D. 
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SUR  LES  LIGNES  DE  GODRBDRE  DE  L'ELLIPSOÏDE 
ET  LES  SYSTÈMES  ORTHOGONAUX  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  le  vicomte  de  SALVERT, 

Docteur  es  Sciences, 
Professeur  à  la  Faculté  libre  des  Sciences  de  Lille. 


Si  on  laisse  de  côté  le  point  de  vue  géométrique,  pour 
n'envisager  que  les  conséquences  analytiques  et  le  parti 
qu'on  en  peut  tirer,  le  principal,  intérêt  qui  s'attache 
au  problème  de  la  détermination  des  lignes  de  courbure 
d'une  surface  donnée  consiste  en  ce  que  la  connaissance 
de  ces   lignes  permettra  de  former  immédiatement  un 
système  de  coordonnées  orthogonales  sur  cette  surface, 
dont  l'emploi  facilitera  notablement  ensuite  la  solution 
de  la  plupart  des  questions  soit  géométriques,  soit  mé- 
caniques, que  Ton  pourra  se  poser  à  propos  de  celle 
surface.   En  second  lieu,  cette  solution   supposée   ob- 
tenue constituera  un  premier  pas  vers  la  solution  d*un 
problème  encore  plus  important,  mais  bien  autrement 
difficile,  à  savoir  la  recherche  d'un  système  triple  or- 
thogonal (en  supposant  qu'il  en  existe  un)  dont  la  sur- 
face donnée  fasse  partie.  Aussi  la  solution  du  problème 
des  lignes  de  courbure  d'une  surface  donnée  doit-elle 
toujours,  k  notre  sens,  être  poursuivie  sans  perdre  de 
vue  ce  but  capital,  et  la  méthode  employée  pour  celte 
recherche  nous  semblera-t-elle  meilleure  ou  moius  bonne 
suivant  qu'elle  y  tendra  plus  ou  moins  directement. 

Or  la  plupart  des  auteurs  des  traités  d'Analyse,  lors- 
qu'ils veulent  montrer,  à  propos  de  l'ellipsoïde     une 


(  ^'^  ) 

appiicalioQ  de  la  méthode  géaérale  donnée  pour  cet 
objet  y  présentent  la  solution  sous  la  forme  donnée  par 
Monge,  laquelle  suffit  bien  à  la  vérité  pour  mettre  en 
relief  la  propriété  géométrique  essentielle  de  ces  lignes 
de  conrbure,  à  savoir  que  leurs  projections  sur  les  plans 
principaux  de  la  surface  sont  des  ellipses  ou  des  hyper- 
boles, mais  remplit  fort  mal  par  ailleurs  la  condition 
fondamentale  que  nous  venons  de  rappeler,  par  suite 
de  radicaux  qui  s'introduisent  forcément  dans  ces  équa- 
tions, lorsque  Ton  veut  représenter  isolément  Tun  ou 
l'autre  des  deux  systèmes  de  ces  lignes  de  courbure. 

Il  nous  a  semblé  que  Ton  pouvait,  au  contraire,  diriger 
l'applicalion  de  la  méthode  générale,  c'est-à-dire  Tin- 
tégration  des  équations  classiques  que  Ton  sait,  de  façon 
à  donner  pleine  satisfaction  à  ce  desideratum^  eu  s'ar- 
rangeant    pour    obtenir  cette  même  solution   sous   la 
forme  symétrique,  si  simple  et  si  commode,  que  donne 
immédiatement  Tapplicatiou  du  théorème  de  Dupin  au 
système  triple  des  surfaces  homofocales  du  second  ordre, 
mais  sans  supposer  en  quoi  que  ce  soit,  bien  entendu, 
l'existence  de  ce  système.  Et,  dès  lors,  cette   solution 
une  fois  obtenue  constituera  une  voie  non  seulement 
légitime,  mais  qui  sera  peut-être  la  plus  logique  et  la 
plus  naturelle  (nous  ne  disons  pas  pour  cela  la  meil- 
leure et  la  plus  rapide)  pour  arriver  sans  efibrt  d'inven- 
tion à  la  notion  si  féconde  de  ce  remarquable  système, 
notion  en  réalité  fort  compliquée,  malgré  l'apparence  de 
simplicité  qu'elle  doit  à  sa  merveilleuse  symétrie,  et  que 
les  illustres  inventeurs  Lamé  et  Jacobi  posent  d'emblée 
dans  leurs  Ouvrages,  comme  par  une  sorte  de  divina- 
tion, sans  avoir  jamais  fait  connaître  par  quel  enchaî- 
nement logique  de  raisonnements  et  de  calculs  ils  étaient 
parvenus  eflectivemcnt  à  la  découvrir. 


(a,6) 

I.  Il  suflira  pour  cela  de  metlre  à  profit  la  remarque 
suivante  : 

Etant  donnée  une  surface  quelconque 

si  Ton  suppose  que  Ton  ait  déterminé  par  Tintégration 
de  l'équation  difTérentielle  connue  l'ensemble  de  ses 
lignes  de  courbure,  et  que  l'on  représente  par  X  et  [jl 
les  paramètres  correspondant  à  chacun  des  deux  sys- 
tèmes, cet  ensemble  sera  alors  défini  par  trois  équations 
telles  que 

et  Ton  obtiendra  isolément  soit  le  premier,  soit  le  se- 
cond système  en  associant  la  seconde  ou  la  troisième  de 
ces  équations  à  la  première,  qui  est  par  hypothèse 
Téquation  de  la  surface  donnée. 

Or,  si  Ton  suppose  ces  trois  équations  résolues  par 
rapport  à  x,  j,  z,  c'est-à-dire  mises  sous  la  forme 

on  pourra  envisager  ces  trois  dernières  équations  comme 
représentant  isolément  à  volonté  l'un  ou  l'autre  des 
deux  systèmes  y  à  la  condition  d*y  considérer  comme 
une  constante  celui  des  deux  paramètres  X  ou  jx  qui  lui 
est  relatif,  et  l'autre  comme  une  variable  auxiliaire  ana- 
logue au  temps  ou  à  l'arc  de  courbe,  en  fonction  de 
laquelle  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  sont  exprimées,  et  qu'il  y  aura  avantage  dès 
lors,  par  une  raison  évidente  de  symétrie,  à  prendre 
pour  variable  indépendante  dans  tous  les  calculs  relatifs 
à  celte  courbe. 
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Gda  posé,  l'équation  dillerentielle  des  lignes  de  cour- 
bure, qui  est  en  général,  pour  la  surface  ¥(x,yj  z)  =  o, 


dz, 


dF 
dx 

d? 
dy' 

^^       d 
dz 


(S) 


=  o, 


dans  le  cas  particulier  de  Tellipsoïde 


(3) 

est  la  suivante 


_ 


6» 


^5* 


,         X       dx 
dx ,     —  »      — 


dy 


.         z         dz 
dz,      -- ,      -- 


o. 


OU 


=  o, 


laquelle,  en  multipliant   par  4'^'5î   peut  encore  être 
écrite 

/ .        ^^x^  'y.y  dy  '>.z  dz 
•  ^a*       b^  c* 


(4) 


/   .         ^.  y^  izdz  IX dx 


a« 


( 


,..  s*    IX dx  ^y dy 
'  c^       a'  b^ 


Or,  si  nous  envisageons  d'abord  spécialement  le  pre- 
mier système  de  lignes  de  courbure  au  paramètre  \  et 
que  nous  nous  proposions  d'obtenir  des  équations  sous 


(a.8) 

la  forme  (2),  en  y  considérant,  ain.si  que  nous  ravons 
expliqué,  |i.  comme  une  variable  auxiliaire,  on  aperçoit 
de  suite  qu'on  pourra  satisfaire  aux  deux  équations  (3) 

'7*^  <t^S         K^ 

et  (4)  en  prenant  pour  — j  ^»  —des  fonctions  linéaires 
de  la  variable  indépendante  [jl,  c'est-à-dire  en  posant 

—  =  A,»x^-A,,         -^5—  =Aidii, 

les  coeiBcients  A|,  Bf ,  €« ,  A',,  B',,  C,  étant  dès  lors  des 
fonctions  de  \  car,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  les 
deux  équations  (3)  et  (4)  qui  déGnissent  les  ligues  de 
courbure,  devenant 

(  A ,  -t-  B,  -h  Gi  )  [JL  -f-  A',  H-  B'i  -T-  G'i  =  I , 
[(6*-c«)(A,|jn-A;)B,G,-4-(c«-a*)(B,|i-4-B\)GiA, 

_+-  (a»  —  62){G,  {JL  -r-  g;  )  Al  B,]  é/jA*  r.:  o. 

dont  la  seconde  se  réduit  simplement  à 

AiB,Gi[(^»--c2)^^-+-(c"«--aî;J|-h(a3--^ï)^-ljr/HL*:-o, 

on  voit  immédiatement  qu^ elles  seront  vérifiées,  en  dis- 
posant  des  constantes  de  manière  à  satisfaire  aux  trois 
conditions 

(5)  A,-hB,-hG,  =  o,         A'i-f-B'i-r-G',  =  1, 

(6)  (é«-c2)^  4-(cî-a«)j^-i-(a'î-^*)J;i  =0. 

Al  lii  1*1 

On  reconnaîtrait  exactement  de  même  que  l'on  ob- 
tiendra les  équations  du  second  système  au  paramètre  u. 
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•*"S        *i»J       ^ï 


en  prenant  pour  ~>  —^  ~ï  ^®^  fonctions  linéaires  de  ). 

J  =  A,x  -t-  A'„      ^'  =  B,x  -^  b;,      ^'  =  G,x  -h  c;, 

dans  lesquelles  les  coefficients  Â21  B3,  . . .,  C^,  qui  sont, 
par  hypothèse,  des  fondions  de  [jl,  vérifieraient  les  con- 
ditions 

(7)  A,-i-B,-f-G,=  o,        A',+  B',-t-G',=  i, 


8)       (6i-c«)^  _^(cî_a«)5l+(a«-6«)^«  =0. 

Aj  Dj  Lu 

Ainsi    donc    on  pourra  obtenir  simullanément  les 
trois  équations  des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure 

'V*'  'i^X  '^s 

sous  la  forme  (a),  en  prenant  pour  —,  ^ ,  ~  des  ex- 
pressions qui  soient  linéaires  à  la  fois  par  rapport  à  X  et 
par  rapport  à  |i..  On  satisfera  à  cette  double  condition 
de  la  façon  la  plus  simple  possible,  en  prenant  pour 
ces  quantités  des  expressions,  telles  que 

^=A(X-4-/?')(p-H-/), 
(9)  /•g  =  B(X  +  yi)({jL  +  m), 

Ç,  =G(X4-A-)(i^-t-/i), 

les  coefficients  A,  B,  C,  g^  h,  Ar,  /,  rriy  n  étant  à  présent 
de  véritables  constantes,  auquel  cas  ceux  que  nous 
avons  appelés  précédemment  A| ,  B| ,  . . . ,  C'^  ^  A2,  . . . , 
Cj  auront  alors  pour  expressions 

A,  =  A(X-f-^),  B,  =  B(X-+-/0,  Gi  =  G(X-hA-}, 

a;  =  A(X  -h^)/,         B'i  =  B(X  -+-A)//i,        G'i  =  G(X  -hA)n, 

A,  =  A(fjn-/),  62  =  B(jjL^m),  G,  =  C(,x-\-n), 

a;  =  A(  jx  -4-  /)g,         B;  =  B(;jl  -h  m)  h,        G;  =  G(jji  -i-  «)/-. 
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Avec  ces  valeurs,  les  condilioiis  (5)  et  (y)  étant  alors 

(A^-B-t- G)X  4-A^   -4-BA     -hCA:    =  o, 

(A -H  B -f- G)jjL -h  A/    -f-B/n    -4- G/i    =  o, 

(\l  -H  Bm  H-  G/i)X  -+-  A^/-i-  BAm  -i-  G^/i  =  i, 
(A^-i-BA  4- GA)|JL -4- A/^H- BmA  H- G/iX:  =  i, 

exigeront,  pour  être  satisfaites  quelles  que  soient  X  et 
[ji,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  ligne  de  Tun  ou  l'autre 
système  que  Ton  considère, 

(10)  A     -f- B    -i- G     =  o,         \ffl-^Bhm-\-CA'n=î, 

(11)  Ag-^Bh  -h  CA=  Oy        Al    -i-Bm    -f-G/i    =  o. 

Enfin  les  deux  conditions  (6)  et  (8)  deviendront  de 
même 

/  (^ï_-c«)/  -+-(cï— a>)//i-h(a»— 6>)n  =  0, 
^'^^       (  (6«— c*)^-f-(c«- a»)A  -i-(a»— ^>»)A- r.=  o. 

Outre  les  conditions  (10),  (11),  (12),  une  nouvelle 
équation  entre  les  constantes  résulte  de  ce  que  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  se  coupent  orthogonale- 
ment,  condition  exprimée  dans  le  cas  actuel  par  l'équa- 
tion 

,  ^^  dx  dx       dv  ày        dz  dz 

car,  au  point  de  rencontre,  les  cosinus  directeurs  de 
rélément  de  ligne  du  premier  système  sont  évidemment 

proportionnels  à  t->  -p»  -r- 1  [x  étant  la  variable  indé- 
pendante pour  cette  courbe,  et  \  une  constante^  et  de 
même  les  cosinus  directeurs  de  l'élément  de  ligne  du 

I  ,  ^  •  i      •    àx     dy     dz 

second  système  sont  proportionnels  a  ;tt'  ;tt'  ^^î   ces 

différentes  dérivées  étant  les  dérivées  partielles  que 
fournissent  les  expressions  (2). 
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Or,  sî  Ton  a  égard  aux  valeurs  (9)  de  a:,  }',  c,  qui 
représentent  ces  expressions  (2)  dans  le  cas  actuel  et 
qui  deviennent,  en  extrayant  les  racines, 

1  X  ^  =h  av^A(X-f-^)({x-i-/), 
(14 )  j  y  =  z^z  b)/B{X  -h  h)(i>.^  m), 

d'où  Ton  tirera 


à:r  __^_  a  y/A 


a     y    X  -h  >ç'  '         c^jx      ~  "     a      y    {i  -h  /  ' 


dX     ~    .2    V   ^  ^-  ^  '        t^F^     "     •^-    V  î 


m 


àz  __^c 
5X  """" 


la  condition  ci-dessus  (i3)  est  simplement,  en  multi- 
pliant par  4) 

Si  Ton  joint  cette  dernière  équation  à  la  première 
équation  (10),  et  qu'on  les  mette  sous  la  forme 

É 

^  «  ^       =G, 


6i_-c*        c*~fl»        a>—h^ 

en  introduisant  une  nouvelle  indéterminée  G,  on  voit 
qu'on  pourra  les  remplacer  par  les  trois  autres 

(i5)     A=(6«-c«)G,       B  =  (c«-a*)G,       G  =  (cï-a*)G, 

et  dès  lors,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (11)  et  (10),  et  remarquant  que  les  premières  se 
confondent  alors  avec  les  équations  (12),  on  voit  que 
Ton  n'a,  en  déGnitive,  à  satisfaire  jusqu'ici  qu'aux  trois 
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seules  conditions 


(i6)   {       (6*— c*)^   -+-(cî— a»)A     -f-(a«-^»«)X-      =  o, 


(  G[(6î-c»)^/-i-(c»  — a«)À/rt-h(a«-^»«)A-/i]=  i. 


Mais  la  symétrie  complète  manifestée  entre  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  par  ce  fait,  qae  cet  en- 
semble de  conditions  subsiste  quand  on  y  permute  en- 
semble  les  deux  groupes  (g^  /i,  /r),  (/,  m,  /i),  impose  de 
plus  trois  dernières  conditions,  qui  achèvent  de  déter- 
miner les  constantes  (ou  plus  exactement  leurs  rap- 
ports). 11  faudra,  en  effet,  dans  ce  même  ordre  d^dées, 
que,  si  Ton  a  obtenu  par  les  formules  (i4))  à  l'aide  de 
ces  dernières  équations  (i5)  et  (i6),  une  .solution  du 
problème  correspondant  à  un  certain  système  de  valeurs 
des  coefficients  g^  A,  /r,  /,  m,  «,  G,  on  obtienne  encore 
une  nouvelle  solution  avec  ces  mêmes  valeurs  en  per- 
mutant les  paramètres  X  et  [x  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  écrivant  dans  les  formules  (i4)  g,  h^  k  k  la 
place  de  /,  m^  n^  et  vice  versa.  Dès  lors,  il  est  nécessaire, 
pour  ridentification  des  valeurs  (9)  ou  (i4)  correspon- 
dant aux  deux  solutions,  que  Ton  ait 

Etant  données  ces  nouvelles  conditions,  le  mode  le 
plus  simple  de  satisfaire  aux  deux  premières  équa- 
tions (16)  consiste  à  prendre 

(  soit      g  =  l  =  iy  A  =  m  =  i,         A"  =  /i  =  i, 

(  soit      g  =  l  =  à^^        h  =  m  =  b^,        k  =  n  =  c*. 

La  première  de  ces  deux  solutions  est  inadmissible, 
parce  qu'il  en  résulterait  par  la  dernière  équation  (16) 
pour  G,  et,  par  conséquent,  par  les  équations  (i 5) pour 
A,  B,  C,  des  valeurs  infinies.  En  adoptant  donc  la  se- 
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conde,  on  aura,  au  contraire, 

(  G= ! 

(i8)       <  ^  ' 

cl,  par  suite,  pour  A,  B,  C,  par  les  équations  (i5), 

I 


A 


(a»— ^î)(a»-  c«)' 


(^»»— cï)(6*— a*)' 


G  = 


(c«— a«)(c«— 6^) 


En  reportant  enfin  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  (17) 
de  g-,  h^  h^  ly  niy  ti,  dans  les  expressions  (9),  on  aura 
définitivement,  pour  les  équations  de  Pensemble  des 
lignes  de  courbure  de  la  surface  proposée  (3), 

c«   ^  {c^—a^){c^—bi)' 

La  solution  du  problème  des  lignes  de  courbure  étant 
ainsi  obtenue  sous  la  forme  (2),  on  pourra  la  mettre 
sous  la  forme  des  équations  (i),  en  écrivant  tout  d*abord 
ces  trois  dernières  équations  de  la  façon  suivante^  eu 
égard  à  la  seconde  expression  (18)  de  G, 

-r   =  r^    [a*-f-(X-f-|JL)a*-i-X|JL], 

et*  —  lï 

^2        a* 6* 
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puis  ces  dernières  elles-mêmes,  en  les  multipliant  res- 

pectîvement  en  premier  lieu  par  -j — r>  tttTT'  "TZl' 

,  T                   a*            è*            c* 
puis  en  second  lieu  par  -z »    ri ,  -i »  ce  qui 

les  transformera  dans  les  suivantes  : 


(21) 


^     Cî 


X^ 

— 

a2(62-c2) 

a«-i-X 

G 

r* 

— 

^«(c2      a2) 

6«-î-X 

—  G 

^« 

ci(a^—.b^) 

cî-i-X 

G 

:rî 

aî(/^2—  CÎ) 

a*-4-  (1 

G 

r* 

r-r 

^>ï(c2— a») 

6*-+-[JL 

—  G 

;5* 

ct(as— 6») 

a 


—  G 


(a«-i-ii), 

(C5-+-M-); 

(^»*-f-X), 
Cc'H-X): 


dès  lors,  en  ajoutant  membre  à  membre,  d'une  part  les 
trois  équations  (20),  et  d'autre  part  les  trois  équations 
de  chaque  ligne  du  groupe  (21),  et  tenant  compte  de  la 
première  expression  (i8)  de  G,  on  obtiendra 


(9.9.) 


a» 

-f- 

b^ 

-f- 

5Î 

^2 

X 

-4- 

y' 

-^ 

5» 

a*-r- 

c«-hX 

.r« 

y' 

.1 . 

^« 

a» 


6« 


c« 


=  I, 


r. 


Les  lignes  de  courbure  appartenant  à  chacun  des  deux 
systèmes  sont  donc  tracées  sur  rdlipsoïde  par  deux  fa- 
milles de  surfaces  du  second  ordre,  à  centre  unique, 
homofocales  entre  elles  et  avec  la  surface  proposée^  c'est- 
à-dire  dont  les  sections  principales  admettent  les  naèmes 
foyers.  La  condition  que  chacune  d'elles  doit  reuiplir 
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i'or(!éinentile  couper  en  un  point  roel  à  la  fois  la  surface 
proposée  et  toutes  les  surfaces  de  l'autre  famille  exige 
(|ue  chacune  des  trois  surfaces  (22)  appartienne  à  une 
variété  dîllërente,  c'est-à-dire  que  les  deux  dernières 
soient  deux  liyperboloïdes,  Tun  à  une  nappe  et  Tautre 
à  deux  nappes. 

II.  Ce  résultat  important  étant  acquis,  quelques 
mois  sufGront  maintenant  pour  s'élever  de  là  à  la  notion 
du  système  orthogonal  des  surfaces  du  second  ordre  et 
du  même  coup  pour  poser  les  formules  fondamentales 
du  sjrstème  des  coordonnées  elliptiques. 

En  effet,  l'identité  de  forme  que  présentent  les  équa- 
tions des  deux  dernières  surfaces  (22  )  invite  tout  natu- 
rellement à  appliquer  la  solution  qui  précède  à  une 
famille  d'ellipsoïdes  de  même  forme,  c'est-à-dire  ayant 
pour  équation 

.    ,v  T^  V*  -s' 

(23) h  Yi »-  -1 =  I. 

a*-t-v        6*-hv        c'-i-v 

Il  suffira  évidemment  pour  cela  de  changer  a^  en 
rt'-f-y,  i^en  fe-^H- vetc^  en  c^-f- v  dans  la  solution  (19) 
et  dans  les  équations  (22)  qui  en  découlent.  On  aura 
ainsi  tout  d'abord  pour  les  trois  premières,  en  chassant 
les  dénominateurs  des  premiers  membres, 

Quant  aux  autres,  c'est-à-dire  aux  deux  dernières 
équations  (22),  il  est  clair  que  les  deux  familles  de  sur- 
faces qu'elles  représentent,  étant  complètement  définies 
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par  ces  seules  conditions  d'avoir  à  la  fois  même  centre, 
mêmes  plans  principaux  et  mêmes  foyers  pour  les  sec- 
lions  principales  que  la  surface  (3),  tout  en  appartenanl 
chacune  à  une  variété  différente,  subsisteront  sans  mo- 
dification lorsqu'on  substituera  à  la  surface  particu- 
lière (3)  la  famille  de  surfaces  (î>.8)  qui  la  comprend» 
et  qui  a  toujours  même  centre,  mêmes  plans  principaux 
et  mêmes  foyers  qu'elle. 

Or  il  est  bien  clair  que  la  solution  que  nous  venons 
d'obtenir  ainsi  pour  l'ellipsoïde  nous  fournit  en  même 
temps  celle  relative  à  Tun  et  l'autre  des  deux  hyperbo- 
loïdes,  car  nos  raisonnements  ni  nos  calculs  ne  supposent 
en  quoi  que  ce  soit  que  les  constantes  a^,  i^,  c^  soient 
toutes  trois  positives^  il  faut  seulement  que  Tune  d'entre 
elles  le  soit,  afin  que  la  surface  (3)  ne  soit  pas  imagi- 
naire. Cela  posé,  vu  l'analogie  complète  de  forme  entre 
les  équations  des  trois  familles  (22)  et  (23),  il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  Tune  quelconque  d'entre  elles  est 
coupée  par  les  deux  autres  suivant  ses  lignes  de  cour- 
bure, car  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'appliquo 
indiiîéremment  à   toutes  les  trois;  la  tangente  à  l'inler- 
section  de  deux  quelconques  de  ces  surfaces  est  donc  nor- 
male à  la  troisième,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  trois 
surfaces  forment  un  système  triple  orthogonal. 

Pour  que  les  trois  équations  de  même  forme  (22) 
et  (23)  représentent  chacune  une  variété  différente  de 
surfaces  du  second  ordre,  il  faut  évidemment  que  le  pa- 
ramètre de  cliacune  soit  renfermé  entre  des  limites  qui 
lui  soient  propres.  Or,  si  Tonsuppose,  suivant  l'habitude, 
rt-]>è-]>c-,  et  si  l'on  convient  d'appeler  \  jx,  v  les 
paramètres  correspondant  respectivement  à  la  famille 
d'hyperboloïdes  à  une  nappe,  à  celle  d'hyperboloïdes  à 
deux  nappes  et  à  celle  des  ellipsoïdes,  on  aura  tout  d'a- 
bord comme  condition  nécessaire  de  réalité  de  ces  trois 
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surfa«*rs 

<f  -  4-  À  >  o,         rt*  H-  jx  >  o,         a*  -h  V  >  o  ; 

le  classement  imposé  des  trois  surfaces  entre  les  trois 
variétés  que  nous  venons  de  dire  exigera  en  outre 

6«-hX<o,        6»H-fji>o,        6*-»-v>o, 

C'-i-X<0,  C»H-[X>0,  C*-4-V>0, 

c'est-à-dire  simplement,  en  rapprochant  les  conditions 
précédentes, 

(^5)  —  a»<X<  — 6»<fji<  — c*<v. 

On  reconnaît  de  suite  qu'en  supposant  X,  [x,  v  astreintes 
à  ces  conditions,  les  expressions  (24)  fournissent  con- 
stamment pour  x^  y^  z  des  valeurs  réelles.  D'autre  part, 
on  s'assure  sans  peine,  par  des  substitutions  convena- 
bles dans  le  premier  membre,  que,  quelles  que  soient 
T,  y^  2,  l'équation  du  troisième  degré  en  p 


^-      .      r' 


tA 


^ 


-h  7^ 1 1 =  I 


a  toujours  ses  trois  racines  réelles  et  séparées  par  les 
quantités  — a?^  —  i,  — c^  et  4-00,  en  sorte  que  l'on 
peut  alors  convenir  de  les  désigner  par  X,  [x,  v.  11  suit 
de  là  qu^à  un  point  quelconque  de  l'espace  correspondra 
un  système  de  valeurs  réelles,  unique  et  parfaitement 
déterminé,  des  variables  X,  [x,  v,  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  ce  système  de  variables,  renfermées 
par  définition  entre  les  limites  (20),  puisse  être  em- 
ployé comme  un  système  de  coordonnées,  et  les  équa- 
tions (a4)  seront  précisément  les  formules  de  transfor- 
mation qui  permettront  de  les  introduire  dans  les  calculs 
à  la  place  des  coordonnées  rectilignes. 
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Bien  que  nous  ne  parvenions  ainsi,  en  fîn  de  complc, 
qu'à  des  résultais  fort  connus,  nous  ne  pensons  pas 
néanmoins  que  Jes  développements  qui  précèdent  doi- 
vent être  regardés  comme  complètement  inutiles,  attendu 
que  la  marche  et  Tesprit  de  la  méthode  qu'ils  ont  pour 
but  d'indiquer  peuvent  être  essayés  à  propos  d'autres 
surfaces  que  les  surfaces  du  second  ordre,  et  qu'ils  pour- 
ront peut-être  conduire  ainsi  un  analyste  plus  habile  à 
la  découverte  de  nouveaux  systèmes  orthogonaux. 


SUR  L4  DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 

EN  FRACTIONS  SIMPLES; 

Par  m.  V.  JAMET. 


1.  Lemme.  —  Le  polynôme  entier,  de  degré  «, 
F(:c),  est  identiquement  nul,  si  l'on  peut  trouver  des 
quantités  a,  i,  c,  . ..,  /,  telles  que  l'on  ait  identique- 
ment 

F(a)  =  o,         Fïa)  =  o,     ...,     Fta-iJ(a)  =  o, 

¥(b)  =  o,        F'(6)  =  o,     ...,     F(P-i5(^>)  =  o, 


et 


F(/)=o,        F'(/)  =  o,     ...,     F<^-»'(/)   =o 


car,  s'il  en  était  autrement,  Téqualion  F(jr)  =  o  aurait 
a  racines  égales  à  a,  ^  racines  égales  à  i,  . . .,  X  racines 
égales  à  /',  par  conséquent,  plus  de  racines  qu'il  n'y  a 
d'unités  dans  son  degré. 

Il  s'ensuit  que  deux  polynômes  f(x)  et  o{x),  dont  le 
premier  est  de  degré  /?,  le  second  de  degré  m,  sont 
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identiques,  si  l'on  a 

f{a)  =  f(a),       /'(a)  =  o'(a),     ....    /(«-"'(a)  =  ({.'«-"(a), 
f{b)  =  o{b),        f'(b)  =  o'(b) /<îi-«'(6)  =  <p(p-i)(6), 


■      •      •     « 


et 

caria  fonction  entière  f(x)  —  ?(j^)  ^*st  alors  identi- 
queraenl  nulle. 

2.  Cela  posé,  so\lf(x)  un  polynôme  entier  de  degré 
inférieur  au  degré  de  la  fonction  entière  F{x)  définie 
comme  il  suit  : 

Soient  aussi 

Tija(^)  =  {x  —  b)^(x  —  c)Y.  .  .{x  ■—  /)>', 
nyp(x}  =  (ar  —  a)'^{x  —  c)'t. .  .(x  —  /)^. 


tt 


9(x) 


1.2.3. .. a  — I      '^        L(-^  — «)^a(«)J 

^      '  _  D?-»  r    /(^)    1 

1.2.3...?-!     ^       L(^-6)mp(6)J 
-h 

.  '       Yyl-lï  Al)  I 

1.2.3... X~i    '      [('^-O'ï^xCOJ 

La  fonction  ^{x)^  définie  par  cette  égalité,  est  une 
fonction  entière,  car  Tex pression 

est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  x,  dont  le  déno- 
minateur c&l  {x  —  «)*.  Le  produit  de  celte  expression 
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par  F(x)  est  donc  une  fonction  entière  de  x,  et  il  en  est 
de  même  pour  tous  les  autres  termes  du  second  membre 
de  l'égal ilé  précédente  ;  il  faut  remarquer,  en  outre, 
que  la  fonction  o{x)  est  d'un  degré  inférieur  à  celui  de 
F(x)  ;  car  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle 
équivalente  à  (i)  est  d'un  degré  inférieur  à  a  ;  de  même, 
le  deuxième  terme  est  une  fonction  rationnelle,  dont  le 
numérateur  est  d'un  degré  inférieur  h  j3,  .... 

3.  Soit  maintenant />  un  nombre  entier  inférieur  à  a^ 
proposons-nous  de  calculer  la  valeur  (|ue  prend  ç^^^(x), 
c'est-îi-dire  la  dérivée  d'ordre  p  de^(x)  quand  on  y  rem- 
place X  par  a. 

Observons,  à  cet  eilet,  que  la  dérivée  d'ordre  p  d«î 
Pcx  pression 

sera  nulle,  ainsi  que  les  dérivées  des  expressions  ana- 
logues, quand  on  y  remplacera  x  par  «  ;  il  y  aura  ex- 
ception pour  l'expression  suivante  : 

i.2.3...a  — t  L(^—  «)Wa(rt)J 

Je  dis  que  celle-ci  sera  égale  à  J^^^ifi)-  En  ellel,  si 
dans  l'expression  (2)  on  applique  h  la  dérivée  d*ordre 
a  —  I  qu'elle  renferme  la  formule  qui  fait  connaître 
les  dérivées  successives  du  produit  de  deux  fonctions 
données  ;  si  Ton  pose 

et  si  Pon  multiplie  tons  les  termes  du  développement 
obtenu  par  F(.r),  ou  (x — <';*^a(')^  <>»  voit  que  cette 


(  '-3«  ) 


expression  est  égale  à 


JT  —  (l 

^(a)T3ai{x)-^r^\a) — j — TSri{x) 

(3)       /  ^-4''(«)^— T-;; — raa('r)-»-..- 

1 .2.3. .  .a  —  I 
Dans  ce  dernier  développement,  considérons  le  terme 

Cl  observons  que  sa  dérivée  d'ordre  p  est  nulle  pour 
x=  a,  si  l'on  suppose  i^p.  Dans  le  cas  contraire,  elle 
est  égale  à 

-H/?(/?  — I)(/?  — '2)..  .(/>—  t-4-l)T!Ta''~'^(^)  !• 

Pour  X  ==  a,  elle  se  réduit  à 

Donc,  pourx  =  «,  la  dérivée/?**""-*  de  la  fonction  (3) 
se  réduit  à 

c'est-à-dire  à 

n,^f'|;(^)m,^(r7)|, 
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4.   On  conclut  de  là  les  identités  suivantes  : 

ç(a)=/(a),     cp'(a)  =/'(«),     o' (a)  =/'(./),     ...,     o<«-i>(a)  =/<«-•)(.), 
^(b)=f(b),     o'ib)=/'(b),     f{b)=/'(ô) cp^M>(6)=/M(6), 


ç(/)  =/(0,    cp'(/)  =/'(/),    f(i)  =r(i) o^^-iHO  =/^-'(/;- 

Donc  la  fonction  ^  est  identique  à  la  fonction^',  et 
l'égalité  qui  définit  la  fonction  ^{jo)  constitue  une  for- 
mule propre  à  faire  connaître  un  mode  de  décomposi- 

tion  de  la  fonction  rationnelle  ^- —  en  fractions  sini- 
pies,  savoir 

*M^)  i.*2.3...a  — 


_D-4 '^i^ 1 

1.2. 3. ..3-1     "       L(-^-'>)"'^(^)J 


POTENTIEL  DIN  ELLIPSOÏDE  HOMOGENE  OU  COMPOSÉ  DE 
GOICIIES  IIOMOGBNES  CONCENTRIQUES,  DONT  L4  DENSITÉ 
VARIE  »  UNE  COUCIIE  A  LA  SUIVANTE  ; 

Par  m.  a.  ASTOR. 


I.  Considérons  deux  surfaces  fermées  S  et  Si  homo- 
tliétiques  et  inlinimcnt  voisines.  Soient  O  le  centre 
d'homothétie,  if  le  volume  de  la  couche  comprise  entre 
les  deux  surfaces.  Un  rayon  issu  de  O  les  coupe  en  deux 
points  A  et  A  { infiniment  voisins,  pour  lesquels  les  plans 
tangents  sont  parallèles.  Menons  la  normale  en  A  à  S; 
elle  coupe  S|  en  un  point  B,  infiniment  voisin  de  A|  ; 
la  distance  de  B|  au  plan  tangent  en  A|  est  d'ordre  su- 
périeur au  premier,  et,  si   nous  appelons  fin  la  dis- 
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tance  AB|,  nous  pouvons  Ja  supposer  égale  à  la  distance 
des  deux  plans  laugents.  Dés  lors,  P  étant  la  perpendi- 
culaire menée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  A,  nous  au- 
rons 

r 

—  étant  le  rapport  constant  -prr-* 

Si  nous  considérons  sur  S  des  points  inGniinent  voi- 
sins de  A,  nous  voyons  que  la  longueur  dn  en  ces  difîé- 
rcnts  points  demeurera  constante,  aux  infiniment  petits 
(IWdre  supérieur  au  premier  près.  Nous  l'appellerons 
Y  épaisseur  normale  de  la  couche  au  point  A.  Ceci  posé, 
soient  do-  un  élément  superficiel  de  S  en  A  et  dv^  Télé- 
menl  du  volume  de  la  couche,  limité  entre  S,  Si,  le 
contour  de  ^t  et  les  normales  le  long  de  ce  contour^ 

»ous  aurons 

dr 
dç  =  d(T  dn  =z  P  da  —  • 

r 

Supposons  qu'on  ait  pris  des  axes  rectangulaires  pas- 
sant en  O^  nous  aurons,  avec  les  notations  habituelles, 


d(T  =  dx  dy  ^i-^p'^-h  q^y 
p_  z—px  —  qy 


—  y 


(le  sorte  que 

dv  =  dx  dy  —  (z  -—px  —  qy). 

Si  Téquation  de  S  est  de  la  forme 

ouy*csl  une  fonction  liomogèae  et  de  degré  /w, 

z^  px  —  qy 
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devient,  d'après  le  lliéorènie  d'Eiiler,  égal  à  ^>  et  l'on  a 

,  iLr  dy  dr 

dv  =  ni  — -T-, • 

fz       r 

Faisons  maintenant  la  transformation  homograpliique 
déGnîe  par  les  formules  x  =  \x\  y  =  [xj'^,  z=.^z\  où 
X,  [X,  V  sont  des  constantes  données;  Téquation  (i)  se 
transformera  en  la  suivante  : 

(2)  Q(:r',y,V)=/(Xar',  ixy,v^')  =  i, 

qui  représente  une  surface  S'  dont  les  points  Jcf^y^  z* 
correspondent  individuellement  aux  points  a:,  j%  z  de 
S.  Considérons  la  couche  comprise  entre  S'  et  une  sur- 
face homothétique  S',  infiniment  voisine,  définie  par  le 

dr' 
rapport -j-;  nous  aurons^  pour  l'élément  dv'  de  celte 

couche  correspondant  à  Télémcnt  ^v  de  la  première. 

,      m  dr'  dy*  dr'         m    dx  dy  dr' 

dV  :=  ; --,-  =  ? 77 r> 


de  sorte  que 

dr^ 

^  _  j r^_ 

d\>        \  |iv     dr 
r 

Ce  rapport  étant  constant  est  égal  à  celui  des  volumes 
des  deux  couches,  et  ces  dernières  peuvent  être  divisées 
en  éléments  correspondants  qui  sont  dans  le  rapport  des 
volumes  des  couches  elles-mêmes. 

Si  nous  considérons  deux  ellipsoïdes  dont  les  équations 
seraient 

T^  V*  Z^ 

-r'2        v'2        i'2 


\    %> 


(  -.Sô  ) 

nous  voyons  qu'ils  renlreat  dans  le  cas  précédent,  eu 
posant 


a  b  c 


et,  pour  le  rapport  de  deux  éléments  correspondants  de 
deux  couches  comprises,  d'une  part  entre  les  ellipsoïdes 
d'axes  n^  i,  c,  a  -h  da^  b  -f-  db,  c  -*-  dc^  d'autre  part 
entre  les  ellipsoïdes  d'axes  a\  b\  c\a'-\-da\  U -^  db\ 
c'-^dcfj  satisfaisant  aux  conditions 


da 

db 

de 

—— 

— * 

— —  1 

a 

b 

c 

da' 

db' 

de' 

a' 

— — 

b' 

— 

nous  aurons 


da' 
ch^  ^  a'b'c'     a'     __  b' c'  da' 
ds>  abc      da  bc  da 

a 


II.  Proposons- nous  maintenant  de  calculer  le  poten- 
tiel d'un  ellipsoïde  E  d'axes  A,  B,  C,  en  un  point  M  de 
coordonnées  a,  p,  y. 

Nous  supposerons  d'abord  l'ellipsoïde  homogène  et  le 
point  M  extérieur.  Décomposons  E  en  couches  infini- 
ment minces  par  des  ellipsoïdes  homothétiques  et  con- 
centriques, et  soient  a,  i,  c,  a-]-  da^  b  4-  db^  c  -f-  de 
les  axes  des  ellipsoïdes  e  et  e^  qui  limitent  une  de  ces 
couches  5  calculons  le  potentiel  de  cette  couche.  Pour 
cela,  par  M  faisons  passer  l'ellipsoïde  e',  d'axes  rt,  i', 
c\  homofocal  à  e,  et  formons  une  couche  ellipsoïdale  au 
moyen  de  ef  et  de  l'ellipsoïde  e\  honiothétique  à  e'  et 
d'axes  a'-f-  rfri',  &'-i-  db'j  c'-h  dd.  Sur  e  prenons  1* homo- 
logue M'  de  M;  soient  u  la  distance  d'un  point  IV  de  c?  à 
M,  //  la  distance,  éf;ale  h  //,  de  son  lioni<»lof:;ne  D  sur  c' 
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à  M'\  p  ctaiil  la  dcnsilé  commune  des  deux  couches  \/  et 
i^\  nous  aurons,  en  appelant  rfV  et  d\'  les  potentiels  de 
ç  en  M  et  de  ç''  en  M', 


■"  - 'fi  -  M-^"^-- 


Pour  avoir  rfV,  il  suffit  donc  de  calculer  d\'  et  de  le 

multiplier  par  le  rapport  .,  ,  .  ,  des  volumes  des  deux 

couches. 

Le  potentiel  dV^  étant  indépendant  de  la  position  du 
point  JVr  intérieur  à  la  couche  e',  nous  pouvons  le  cal- 
culer, et  c'est  ce  que  nous  allons  faire,  en  supposant  le 
point  au  centre  même  de  la  couche.  Calculons  le  poten- 
tiel de  l'ellipsoïde  ef  au  centre  O.  Considérons  un  cône 
infiniment  délié  de  sommet  O  et  d'ouverture  dtù  dont 
une  nappe  coupe  e'  en  D'.  Soient  j/,  j\  zf,  i^  les  coor- 
données de  D'  et  sa  distance  au  centre.  Le  potentiel  de 
la  nappe  est 


p  f    u 


du  cltM  =  p  rfcu  — 


Si  nous  posons 

a?'=a'cosO,        ^'=  a  sinO  cosij»,         r'=  m' sin8  sin^j;, 

n(ms  pouvons  faire 

dtjù  =  sinO  ^0  d^\ 
d'autre  part, 


«'2  = 


^'«        ^^  tJï  ^^  >»'« 


a'î  //2  r 


(  ^3;) 
le  potentiel  V  de  a!  est  donc 


6^0 

S7C 


p  r  ■ 

-   I      sm 

/"^ ^^1; ^ 

En  posant  cosO^zi^,  on  peut  ramener  immédiatement 
cette  intégrale  double,  par  un  calcul  connu ,  à  la  forme 


27rp  — 


l.e  potentiel  V'-h  àS*  de  Tellipsoïde  e', ,  liomothétique  à 
e',  s'obtiendra  en  remplaçant,  dans  la  formule  précé- 
dente,  les  axes  a\  //,   d  par  ceux  de  f/^,  et,  comme 

— T^j 7^ — > 71 —  ne  changent  pas,  on  voit  que 


b'c' 

Cl  * 


Pour  avoir  rfV,  il  suffit  de  multiplier  d\'  par  .,  ,  ,  ,  » 
et,  comme  da!'^=  id  da\  on  voit  que 


rfV==4^?-:7       f  i 


ftc  f/a      /^  dv 

a 


i-h  - 


s^'")'(-"-^'-)" 


Faisons  le  changement  de  variable  donné  par  la  for- 
mule 

V         u 


a 

a 

remarquons  que 

6'2— «'2=i»2«. 

"', 

c' 

c'«— a'*=  c2— a*, 


(  a38  ) 
vi  posons,  comme  c'est  Tusagc, 


rt*  A*  a*  A* 


il  vient 


fi 


=  4-:p  /      _ 

•/«     (i-t-X2a«)*(i-4-X'«w« 


BC  3  M 

Le  facteur  4^P  -r-r  est  é^al  à  -^r  '  M  étant  la  niasse  de  E. 
^    '   A*  °  A' 

Remarquons  que  n!  est  donné  par  l'équation 
que  Ton  peut  écrire 

4-  -rr-7— ^- -TT  H-  -TT^— -^7  =  «-• 


et 


Si  donc  nous  posons  --  =  w,  nous  voyons  que 

rfv  -  -^Au^  (a^+    P'    +     •''    )1 


/*  "  (/U 

1        ■ ' 


Si  nous  appelons  A',  B',  C  les  axes  de  Tellipsoïde  ho- 
mofocal  de  K  (|uî  passe  en  M,  n  variera  do  o  h  y^»  de  sorte 


(  ^^9  ) 
que 

3M 


A 

1 1*1      / 


aA3.,^ 


/   'H^'--71^^^^^ 


/      ~ 


-+-X'iw2)* 


Intégrons  par  parties  et  remarquons  que,  pour  u  =  — ,, 

rexpressîon  lû  (a^  H-  ^  ^'^^  ^,  -h  ^-rryi^)  devient  égale 
à  A'  ;  il  vient 


X  . — 


(l-rXaa2)«(l-4-X'»M2)a 


Supposons  maintenant  l'ellipsoïde,  non  plus  homo- 
gène, mais  composé  de  couches  homogènes;  le  potentiel 
Je  la  couche  <?,  de  densité  p,  peut  s'écrire,  v  étant  le  vo- 
lume de  Tellipsoïde, 

aA'^     L      \  i-hX««*       n-X'2a«/] 

r"                  du 
X   /       i T' 

p  étant  fonction  de  a  ou  a-;  posons 

pda^=  do(a^) 


ou 


(   -^o  ) 
la  fonction  'f  se  déterminera  par  une  quadrature,  et 
nous  aurons 


A 

A' 


r"  du 

X  /    i r- 

Jo      (r-i-Xîtt«)*(n-X'«wî)2 

Intégrant  encore  par  parties,  nous  trouvons  immé- 
diatement 


A 

I 
du 


(H-XÏW2)*(H-X'2WS)» 


formule  qui  comprend  la  première  ([uand  on  suppose 
cp(a^)  =  pa-^  p  étant  la  densité  supposée  constante. 
Pour  avoir  les  composantes  de  l'attraction  de  E  sur 

M,  il  suffit  de  calculer  j->  -tq-»  t-  et  de  les  multiplier 

par  le  produit  /*[x  de  la  constante  de  la  loi  de  Newton  et 
de  la  masse  de  M.  Or  V  dépend  de  a,  p,  y  pour  deux 
raisons  :  d^abord,  parce  que  ces  quantités  entrent  expli- 
citement dans  le  terme 

puis,  parce  qu^elles  entrent  implicitement  dans  la  limite 
supérieure  p  de  l'intégrale  définie,  car  A'  est  une  fonc- 
tion de  a,  p,  Y  donnée  par  Téquation 
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mais  la  dérivée  de  Tîntégrale  par  rapport  à  p  >  étant  ce 
que  devient  la  fonction  de  u  qui  multiplie  du  sous  le 
signe  y*  quand  on  y  remplace  u  par  p?  s'annule;  car 

'   I         \  1  -h  X*  M«  I  -h  A  «  w  V  J 

devient,  par  cette  substitution. 
En  remarquant  que 

7  5*  Y*      \      ~  '^' 

d  a*  (  a*H r-— -  H irT-— - 

\  I-+-X*//.*       i-+-X'««V 

on  trouve  donc 

AÏ*  /       ï f' 

A^ 

^=—   ïip/  3 ï' 

./o        (l-+-.X«M»)*(i-+-^'*«^*)* 


A»  ^  /  1  ^ 

A     (i-f-Xîz^«)*(r-4-X'2M2)î 


Ce  sont  les  formules  connues. 

Les  expressions  trouvées,  dans  les  deux  cas,  pour  le 
potentiel,  supposent  le  point  M  extérieur  à  rellipsoïde  ; 
il  est  facile  de  voir  que,  à  condition  de  remplacer  la  li- 
mite supérieure  par  Tunité,  elles  subsistent  quand  le 
point  M  est  sur  rdlipsoïde  ou  à  son  intérieur.  La  chose 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VIII  (Mai  1889).  16 
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est  évidente  quand  M  est  sur  Tellipsoïde.  Supposons -le 
intérieur;  par  M  faisons  passer  rellipsoïde  homothé- 
lîque  ;  soient  A  i ,  6| ,  G|  ses  axes  ;  le  potentiel  V  se  com- 
pose de  la  partie  constante  V|  correspondant  au  volume 
compris  entre  les  deux  ellipsoïdes  et  du  potentiel  Vj  de 
Tellipsoïde  A|  B|  C| . 

Supposons  la  densité  constante;  le  même  raisonne- 
ment servirait  dans  le  second  cas.  Nous  avons  d'abord 


3M  /"^      ,     /•*  du 


-Aï) ''" 


puis 

'■'=  SU '['''- "*(''"  rr^xTir^  "  r^)] 


'0 

du 
X 


(l-hl^U^y(l-i-  X'«MÎ)2 


de  sorte  que 


^-ëfb'-"('-T:,'k-.^T^.}] 


du 

X  


(i-4-X»m2)«(i-^>^'*w')* 


C.    Q.    F.     D, 


L'équation  générale  des  surfaces  de  niveau  a  Tune  des 
deux  formes 


du 
X  ^ ï  =  const.. 


J 
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du 

=  const. 


(I  f-XîMî)î(i-i-X'«a»)« 


Si  ]a  surface  doit  passer  par  un  point  extérieur,  A' est 
une  fonction  de  x^j^  z  déterminée  par  Véquation 


Si  elle  doit  passer  par  un  point  situé  sur  Tellipsoïde  ou 
à  son  intérieur,  la  limite  supérieure  doit  être  remplacée 
par  Funité.  Dans  ce  cas,  les  surfaces  de  niveau  sont  des 
ellipsoïdes,  si  la  densité  est  constante  ;  mais  il  n'en  est 
plus  de  même  si  elle  est  variable.  Elles  peuvent  être 
algébriques  ou  transcendantes.  Si  l'on  supposait,  par 
exemple,  (p(a^)  = /:(a^)^,  les  surfaces  de  niveau  se- 
raient, comme  on  le  voit,  du  quatrième  degré. 


XOTE  SUR  LA  QUESTION  DU  CONCOURS  GÉNÉRAL 
DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  EN  1888; 

Par  m.  LEMAIRE, 
Professeur   au    lycée    de    Lorient. 


Transformant  en  coordonnées  polaires  Téquation  de 
la  courbe  C,  nous  obtenons  une  équation  de  la  forme 

p* — 2F(w)p*-i- K  =  o, 

K.  étant  indépendant  de  w.  Le  produit  des  racines  de 
celte  équation  est  constant.  IVous  en  concluons  que  la 


I 


Â^  "^  A'»-r-Bs— AS  "^  A^^TGî— A»  ""  '•  ' 


I 
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courbe  C  est  transformable  en  elle-même  par  rayons 
vecteurs    réciproques,    Torigine    d'inversion   ëtanl  le 

centre  O  de  Tellipse  donnée,  et  la  puissance  y/K.  On 
sait  que  les  courbes  qui  jouissent  de  cette  propriété, 
auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  courbes  anallagma- 
tiques,  sont  des  enveloppes  de  cercles  coupant  ortliogo- 
nalement  un  cercle  fixe,  réel  ou  imaginaire,  et  ayant 
leurs  centres  sur  une  courbe  fixe,  dite  déférente.  Il  est 
facile  de  trouver,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  cercle 
fixe  et  la  déférente  :  celle-ci  est  une  conique. 
Cherchons,  en  effet,  Tenveloppe  d'un  cercle 

(a:  —  jD)« -H  (^  —  ^  )«  —  p«  =  o 

coupant  orthogonal ement  le  cercle  fixe 

et  ayant  son  centre  sur  la  conique 

Aar*-H  By*  —  i  =  o; 
Pj  p,  ff  satisfont  aux  relations 

Ajo'-hB^r*  — 1  =  o, 
jD*-f-ç*=  R*-i-p*. 

L'équation  du  cercle  variable  peut  s'écrire 
ou 

^*  H-  ^*  —  2/?a?  —  2  y^  H-  R*  =  o, 

avec  la  condition 

A jD* -I- B  gr»  —  I  =  o. 

Éliminons  /;  et  q  entre  ces  deux  relations  et 

X  y   ' 


J 
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nous  avons 


\p  _  B7  _  2(Ap^-^  B^î) 

2 

■ 

d'où 

2.r 

^'+ 

R«* 

^       A(a:2H-^«4-R2)' 

/7    ^~~                                                    ■  <           • 

*       B(a^^-(-y«-l-R>) 

L'enveloppe  a  donc  pour  équation 

I) 

(a,i+jK«+R»)«-4(J  +  =Ç) 

=  0. 

On  trouve  bien  une  équation  de  la  forme  de  (G) 
L'identification  donne 

B  tang^O 

Pour  simplifier  l'écriture,  conservons  Les  notations 
(A,  B,  R).  Tout  ce  que  nous  dirions  de  la  courbe  (1) 
s*appliquera  à  la  courbe  (C).  (i)  admet  pour  asymptotes 
les  droites  isotropes  da  plan.  Donc  on  peut  dire  que 
tout  cercle  du  plan  a  avec  cette  courbe  aux  points  cycli- 
ques une  bi tangente  imaginaire. 

Un  cercle  la  touchera  donc  en  quatre  points,  s'il  a 
avec  elle  deux  points  de  contact  à  distance  finie. 

Or  les  cercles  qui  ont  pour  enveloppe  (i)  lui  sont  pré- 
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cisément  bitangents  :  tout  revient  donc  à  chercher  com- 
bien de  ces  cercles  sont  tangents  à  une  droite  donnée 


(D) 


mx  -+-  ny  -+- 1  =  o. 


La  condition  de  contact  du  cercle  variable 


X^-iry^  —  2/?  3?  —  1  qy  4-  R*  =  o 


avec  la  droite  D  est 


1 

0 

-p 

m 

0 

I 

y 

n 

p 

^ 

R« 

I 

m 

n 

I 

o 

=  o 


ou 


(np  —  mq)^ — *k{mp  -h  /iy)  =  (/n*4-  n')R*-h  i 


Finalement,  nous  voyons  que  le  centre  de  tout  cercle 

répondant  à  la  question  se  trouve  à  la  fois  sur  les  deux 

coniques 

Aar*-f-  hy^ — I  =  o, 

{nx  —  myY —  2(ma7-h  ny)  =  {m>-\-  n*)R*H-i. 
Donc  il  y  a  au  plus  quatre  cercles  pareils. 


ERRATA  AUX  TABLES  DE  LOGARITHMES  DE  SGHRO\. 


Page  ii4,  log.  6'|270,  au  lieu  de  8o3oo83,  lisez  8o8oo83. 
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SUR  LES  PLANS  DIAMÉTRAUX  DANS  LES  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  Gu.  BIEHLER. 


1.  Soit  y(j:,y,z)  =  o  l'équation  de  la  surface  du 
second  ordre  :  si  Ton  coupe  cette  surface  par  des  droites 
toutes  parallèles  entre  elles  et  si  Ton  désigne  par 

X  ■=.  Xq  -r-  7.p, 
Z  =  Zy)-r  Y? 

les  équations  de  l'une  de  ces  droites,  les  points  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec  la  surface  sont  donnés  par 
Féquation  du  second  degré  en  p 

^{x^y^z)  étant  Tensemble  homogène  des  termes  du 
second  degré  de  Téquation  de  la  surface.  Pour  que  le 
point  (xovj^o9^o)  s^ît,  le  milieu  de  la  corde,  il  faut  que 
Téquation  en  p  ait  ses  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires; si  donc  ©(a,  6,  y)  est  difl'érenl  de  zéro,  les  coor- 
données du  point  (j^o)J>'oi  -^o)  devront  satisfaire  à  Téqua- 
tion 

Le  point  (xq,  j'o?  ^o)  se  trouve  donc  dans  le  plan 

Réciproquement,  tout  point  de  ce  plan  jouit  de  cette 
propriété  que,  si  par  un  point  quelconque  de  ce  plan  on 
mène  une  droite  parallèle  à  la  direction  x,  6,  y,  le  point 


(    248    ) 

considéré  est  le  point  milieu  de  la  corde  correspondante. 
Nous  allons  passer  en  revue  les  diverses  surfaces  du 
second  ordre. 

I.  —  Surfaces  qui  ont  uk  centre  unique 

À    DISTANCE   FINIE. 

2.  L'équation  du  plan  diamétral  de  la  direction  a,  S,  v 
est,  comme  nous  l'avons  vu, 

Cette  équation  nous  montre  que,  dans  le  cas  des  sur- 
faces à  centre  unique  où  les  équations y^=  o,y^=  o, 
yj=o  ont  une  solution,  le  plan  diamétral  passe  parle 
point  dont  les  coordonnées  sont  données  par  cette  so- 
lution, et  qui  est  le  centre  de  la  surface,  quelles  que 
soient  d'ailleurs  les  valeurs  de  a,  ê,  y.  Tous  les  plans 
diamétraux,  dans  les  surfaces  à  centre  unique,  .passent 
donc  par  le  centre. 

3.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  ç(oc,  6,  y)^o, 
c'est-à-dire  que  les  cordes  parallèles  à  la  direction  a,  6,  y 
rencontrent  eiTectivement  en  deux  points  la  surface;  le 
plan 

est  alors  le  lieu  des  points  milieux  de  ces  cordes. 

Mais,  dans  le  cas  où  le  cône  asymptotique  de  la  sur- 
face ^{x^j^  z)==:o  est  réel,  il  existe  une  infinité  de 
directions  a,  6,  y  pour  lesquelles  cp(a,  6, y)  =  o  ;  elles  sont 
données  par  les  génératrices  du  cône  asymptotique  :  alors 
le  plan 

est  le  lieu  des  points  tels  que,  si,  par  chaque  poinl  du 


(249) 
lieu,  on  mène  une  parallèle  à  la  direction  asymptolique, 
ces  droites  ne  rencontrent  plus  la  surface.  Le  lieu  de 
tous  ces  points  est  un  plan  qu'on  appelle  le  plan  asym- 
ptote :  c'est  en  même  temps  le  lieu  de  toutes  ces  droites. 
On  peut,  en  effet,  écrire  Téquation  du  plan  diamétral 
sous  la  forme 

La  droite 

« 
est  parallèle  à  ce  plan,  puisque 

la  droite  ayant  le  point  (j^o?  J'o>  ^o)  dans  ce  plan,  et  lui 
étant  parallèle,  y  est  contenue  tout  entière. 

Les  plans  diamétraux  des  directions  asymptotiques 
sont  aussi  appelés  les  plans  diamétraux  singuliers  de  la 
surface. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que  le  plan  asym- 
ptote est  un  plan  tangent  au  cône  asymptote  de  la  sur- 
face le  long  de  la  génératrice  asyniptolique  de  direction 
a,  6,  y. 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  faire  voir  que,  si  la 
direction  a,  6,  y  des  cordes  se  rapproche  jusqu'à  se  con- 
fondre avec  une  génératrice  du  cône  asymptotîque,  le 
plan  diamétral  correspondant  tend  à  se  confondre  avec  le 
plan  tangent  au  cône  asymptote  le  long  de  la  génératrice 
asympto  tique. 

Soient 

O  le  centre  de  la  surface  {Jig-  i  )  que  nous  prenons  pour 
origine  des  coordonnées-, 


(  25o  ) 

OA  la  droite  de  direction  a,  6,  y  î 

C  la  section  faite  dans  le  cône  asymptote  par  un  plan 
parallèle  au  plan  des  xj; 


z  =■  Zi 


le  plan  diamétral  de  la  direction  OA  est  le  même  pour 
la  surface  et  pour  le  cône  asymptote. 

Fig.  I. 


Supposons  que  le  point  A  soit  dans  le  plan  3  =  3|  : 
ses  coordonnées  seront 

Si  Ton  remplace  a,  6,  y  par  leurs  valeurs  tirées  de  ces 
équations  dans  l'équation  du  plan  diamétral,  nous  aurons 

Cette  équation  n'est  autre  que  ré<]uation  de  la  polaire 
du  point  {^X{  ^jx  )  par  rapport  à  la  courbe  C,  celle  courbe 
étant  rapportée  à  un  système  d'axes  parallèles  aux  axes 
Oxy  Oy  menés  par  le  point  du  plan  de  la  courbe  C,  où 
Taxe  des  z  rencontre  ce  plan,  en  faisant  dans  cette  équa- 
tion z  et  Z|  égaux  à  Tunité, 

La  polaire  DE  du  point  A  n'est  donc  autre  que  la 
trace  du  plan  diamétral  de  AO  sur  le  plan  de  la  courbe  C. 


(  a5.  ) 
On  voit  donc  que,  si  la  droite  OA  tend  à  se  rapprocher 
d'une  génératrice  du  cône  asymptote,  le  point  A  se  rap- 
proche de  la  courbe  C,  et  la  polaire  DE  se  rapproche 
de  A;  on  voit  donc  que,  si  le  point  A  vient  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  C,  la  droite  DE  devient  tan- 
gente à  la  courbe  en  ce  point,  et  le  plan  diamétral  de  la 
direction  limite  de  OA  devient  alors  tangent  au  cône 
asymptote  le  long  de  la  génératrice  avec  laquelle  vient 
se  confondre  OA. 

4.  Nous  avons  vu  que  tous  les  plans  diamétraux  pas- 
sent par  le  centre.  Inversement,  tout  plan  qui  passe  par 
le  centre  de  la  surface  est  diamétral  d'une  certaine  di- 
rection de  cordes.  Proposons-nous  de  trouver  cette  di- 
rection. 

Soit 

Téquation  du  plan  donné;  il  sera  diamétral  de  la  direc- 
tion a,  6,  V  si  Ton  a 

abc  d 

Soit  X  la  valeur  commune  de  ces  rapports  :  on  aura  les 

relations 

Aa  -h  3^6  H-  B'y  —  X a  =  o, 

B'a-i-A'ê-hBY  — X6  =  o, 

B'a-4-B6  H- A'y  — Xc  =  o, 

CaH-C6-hG'Y-X^=o. 

Ces  quatre  équations  devant  être  satisfaites  pour  des  va- 
leurs de  a,  6,  V,  X  non  toutes  nulles,  le  déterminant 


A 

B' 

B' 

a 

B' 

A' 

B 

b 

B' 

B 

A'^ 

c 

G 

G' 

G' 

d 
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devra  élrc  nul.  Cette  condition  exprime  que  le  plan 
donné  passe  par  le  centre.  Les  trois  premières  équations 
déterminent  a,  6,  y  en  fonction  de  X  sous  la  forme 

a  =  aoX,        6  =  6<jX,        Y  =  YoX, 

ao,  60 )  Yo  ayant  des  valeurs  parfaitement  déterminées, 
puisque  le  déterminant 

A     B"    B' 
B'    A'    B 
B'     B     A" 

est  différent  de  zéro;  l'équation 

«'-+-  6«-r  f*=  I 

déterminera  pour  X  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires, qui  fournissent  deux  directions  a,  6,  y  de  signes 
contraires,  et  par  suite  une  seule  direction  de  cordes. 


0  = 


II.  —  Paraboloïdes. 

5.  Nous  supposerons  d'abord  que  <p(a,  6,  y)  soit  dif- 
férent de  zéro;  l'équation  du  plan  diamétral  de  la  direc- 
tion aSy  est,  comme  précédemment, 

Nous  allons  montrer  que  tous  ces  plans  diamétraux 
sont  parallèles  à  une  même  droite,  l'axe  du  parabo- 
loïde. 

En  effet,  pour  que  la  surface  soit  un  paraboloïde,  il 
faut  que  deux  des  plans  des  centres  se  coupent  suivant 
une  droite  à  distance  finie;  nous  supposerons,  dans  ce 
qui  suit,  que  les  deux  plansy^=  Ojf^=  o  se  coupent.  Il 
s'ensuit  que  les  trois  déterminants 


A 

B" 

A 

B' 

B' 

B' 

B' 

A' 

> 

B" 

B 

> 

V 

B 

(  253  ) 
ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  ;  admettons  que 


A     B* 

B'    A' 


est  différent  de  zéro. 

Le  déterminant  du  système y]^=  o^f^=o^f^ 
nul,  mais  le  caractéristique  du  troisième  ordre 


=  o  est 


A  B'  G 
B"  A'  G' 
B'     B     G" 


est  différent  de  zéro  si  la  surface  est  un  paraboloide,  au- 
trement la  surface  admettrait  une  ligne  de  centres. 
Des  deux  conditions  précédentes,  on  déduit  Pidentité 


A    B'  i/; 

B'  A'  i/; 

B'    B    1/: 

A  B'  G 
B'  A'  G' 
B'     B     G' 


=  o. 


Cette  équation  est  de  la  forme 

^/x-»-  fJt/r-+-  V/3-+-  iî  =  o, 

où  V  et  TC  sont  différents  de  zéro^  cette  équation  peut 
donc  être  résolue  par  rapport  àf^;  on  a  identiquement 

et  l'équation  du  plan  diamétral  devient 

on  voit,  sous  cette  forme,  que  tous  les  plans  diamétraux 
sont  parallèles  à  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
/^=  o,  y' =  o  qui  se  coupent  suivant  la  droite  dans  la 
direction  de  laquelle  le  centre  est  rejeté  h  Tînfini;  cette 


ou 
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droite  est  parallèle  à  Taxe  :  nous  dirons  que  les  deux 
plans  y^.  =  o,  f'y  ==  o  définissent  la  direction  de  l'axe  de 
la  surface. 

6.  Pour  que  les  plans  diamétraux  correspondant  à 
deux  directions  a,  ê,  y?  ^  y^\"{  soient  parallèles  entre  eux, 
il  faut  que  les  directions  considérées  soient  parallèles  à 
un  même  plan,  parallèle  à  l'axe  de  la  surface. 

En  effet,  si  les  plans 

^?a"^J'?'6^~  -?V  -^  2(Ga  -+-  C'6  -{-  G'©)  =  o, 
xo'o^'-^y^'^'-r-  zo'^.-\-  2(Ga'-h  G'ê'-i-  G'y')  =  o 

sont  parallèles,  on  aura 


?a'        ®6'        «py 
mais,  de  l'identité 

on  déduit 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  seule  relation 


?a'        ©6' 

entraine  le  parallélisme  des  deux  plans. 
On  a,  en  effet, 

©a'  T'S'  ^?3t'-f-   fJLCfg'  —  VOy'  (p'y 


Or,  de  l'égalité 


on  déduit 


©a         95 
©a'         «?S' 


?6        ? 
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et,  si  Ton  désigne  par  m  la  valeur  commune  de  ces  rap- 
ports, on  voit  que  les  deux  directions  a,  6,  y,  a',  6',  y'  sont 
situées  dans  le  plan 


m^y 


qui  est  parallèle  au  plan 

et,  par  suile,  la  proposition  est  démontrée. 

Inversement,  si  la  direction  des  cordes  est  contenue 
dans  un  plan  parallèle  à  l'axe,  les  plans  diamétraux  cor- 
respondants sont  parallèles  entre  eux.  En  effet,  si 

est  le  plan  auquel  les  cordes  restent  parallèles,  on  aura 

>  O  t  o 

d'où 

?«  ^   ?'^  ^     ^?«  -^  f^?'^   ^    -  ^?V  3^   ?T. 

les  plans  diamétraux  conjugués  des  directions  en,  6,  y* 
cz',  6'j  Y  sont  donc  parallèles. 

7.  Le  plan  diamétral  dans  les  paraboloïdcs  n'est  in- 
déterminé pour  aucune  direction  de  cordes,  et  il  est  re- 
jeté à  Tin  G  ni  pour  une  seule  direction,  qui  est  celle  de 
l'axe. 

En  effet,  pour  que  le  plan  diamétral  de  la  direc- 
tion aêv  soit  indéterminé^  il  faut  que  l'on  ait  à  la  fois 

Aa4-B'ê-f-B'Y  =  o, 

B'a-4- A'6-i-By  =0, 
B'aH-B6  -h  A''y  =  o, 
Ca-f-  C6  -+-G'y  =  0. 
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Ces  équations  montrent  que  les  trois  caractéristiques 
du  troisième  ordre  des  équations y^=  o,y^=  o^f^=  o 
sont  nuls;  cela  n'est  pas  possible,  car  la  surface  serait 
un  cylindre;  le  plan  diamétral  dans  les  paraboloïdes  ne 
peut  donc  être  indéterminé  pour  aucune  direction  de 
cordes. 

Le  plan  diamétral  n*est  rejeté  à  l'iniSni  que  pour  une 
seule  direction  des  cordes  conjuguées.  Les  équations 

Aa-h  B'ê-hB'Y  =  0, 
B'a-i-A'g-f-BY  =0, 
B'a-+-B6  -+-A'7  =  o 

sont  compatibles,  et  les  deux  premières  équations  nous 

donnent 

a  =  aoY,         S  =  60Y, 

ao  et.  60  étant  bien  déterminés,  ce  qui  ne  fournit  qu'une 
seule  direction,  comme  nous  l'avons  déjà  vu. 

Nous  allons  examiner  maintenant  ce  qui  arrive  quand 
f  (a,  6,  y)  est  nul,  et  nous  allons  établir  les  résultats 
précédents  par  quelques  considérations  géométriques. 

Plans  diamétraux  singuliers  dans  les  paraboloïdes* 

8.  La  condition  cp(a,  6,^)^0  ^st  toujours  remplie 
quand  la  surface  est  un  paraboloïde  elliptique;  mais 
y(a,  6,  y)  peut  être  nul  dans  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique. La  fonction  ^(Xy^^  z)  est  alors  le  produit  de 
deux  facteurs  linéaires  à  coefficients  réels,  et  ces  fonc- 
tions linéaires  égalées  à  zéro  fournissent  les  équations 
des  deux  plans,  qui  constituent  dans  ce  cas  le  cône  asj^m- 
ptotique  de  la  surface.  Les  deux  plans  se  coupent  suivant 
une  droite  parallèle  à  Taxe. 

Faisons,  dans  la  surface,  une  section  dont  le  plan  ne 
soit  pas  parallèle  à  cette  droite;  par  le  centre  de  cette 


{  '^57  ) 
section^  qui  est  toujours  une  liyperbolc,  menons  une 
droite  parallèle  k  la  droite  d'intersection  des  plans 
^{jCyj'j  z)=  O'^  prenons  pour  origine  le  point  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec  la  surface,  et  pour  axe  des  Z 
cette  parallèle,  les  axes  OX  et  OY  étant  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  de  la  section.  Le  cône  des  directions 
asymptotiques  a  alors  pour  équation 

et  l'équation  de  la  surface  sera 

l'équation  du  plan  diamétral  de  la  direction  a,  6,  y  est 

ou 

a(Xx  -f-  B>)  H-  S(B' j^  -h  A>)  -4-  yC  =  o. 

Supposons  que  nous  fassions  dans  la  surface  une  sec- 
tion par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy^  z  =z  z^^  la 
section  sera  une  hyperbole  dont  Téquation,  rapportée 
aux  axes  coÇ,  ior^^  parallèles  à  Oo:  et  Oy  menés  par  le 
point  w  où  l'axe  des  Z  rencontre  le  plan  s  =  :;,,  est 

Soient  .Xi^j^y  z^  les  coordonnées  du  point  A  où  la 
droite  OA  vient  rencontrer  le  plan  Z  =  Zj  ;  on  aura 

l'équation  du  plan  diamétral  deviendra 

x^{kx  -h  B''jk)h-7i(B''xh-  A»-4-  C'^1  =  o, 

en  remplaçant  a,  6,  y  par  les  valeurs  ai,j  i,  z^  qui  leur 
sont  proportionnelles. 
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Culte  équalioii  peut  être  considérée  aussi  comme  l'é- 
quation de  la  section  faite  dans  le  plan  diamétral  par  le 
plan  z  =  z\^  cette   section  étant    rapportée   aux    axes 

Si  maintenant  nous  considérons  un  point  A'  du  plan 
ktùr^y  dont  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes  coÇ,  (ur^ 

Fiff.  2. 


A' 


Ox- 


JC 


/ 


/ 


sont  2Xj,  2j'|,  la  polaire  de  ce  point  A'  par  rapport  à 
la  section  de  la  surface  par  le  plan  Çwy,  aura  pour  équa- 
tion 

•23-1  (A a?  H-  B'j)-i-  a^i(B'j'4- A'j-')h-  aC'^i  =  o; 

on  voit,  par  suite,  que  la  polaire  DE  du  point  A'  coïn- 
cide avec  la  trace  du  plan  diamétral  de  OA  sur  le  plan 

Cette  remarque  permet  de  faire  aisément  Télude  des 
plans  diamétraux  singuliers  du  paraboloide. 

En  effet,  quand  le  point  A  se  rapproche  indéfiniment 
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(le  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole,  point  A'  s'en 
rapproche  également,  puisqu'il  est  situé  sur  coA,  à  la 
distance  (i>A'=  awA;  mais  alors  la  polaire  de  A'  tend  à 
devenir  parallèle  à  T asymptote  toB  et,  quand  OA  vient 
prendre  la  position  OA|,  le  point  A'  vient  en  A',  et  la 
polaire  de  A',  devient  la  parallèle  D,  Ej  à  Tasymptote. 
Le  plan  diamétral  de  OAj  devient  alors  le  plan  mené 
par  D4E1  parallèlement  à  O03  et,  par  suite,  au  plan 
OcoB;  les  plans  OcoB,  O  wB'  ne  sont  autre  chose  que  les 
plans  directeurs  de  la  surface. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  fa  direcLion  des  cordes  tend  à  de\^enir  parallèle; 
à  un  plan  directeur,  le  plan  diamétral  conjugué  tend 
à  dei^enir  parallèle  à  ce  même  plan  directeur. 

Si  la  direction  des  cordes  OA^  se  déplace  dans  le  plan 
directeur  OcoB,  le  plan  diamétral  correspondant  se  dé- 
place parallèlement  au  même  plan  directeur.  A  mesure 
que  la  direction  0A|  se  rapproche  de  Oco,  dans  le  plan 
OcuB,  le  plan  diamétral  correspondant  Dj  Ej  s'éloigne 
de  coB  et,  lorsque  la  direction  OAj  couicide  avec  Ow,  le 
plan  diamétral  correspondant  est  rejeté  à  Tinfîni,  et  cela 
n'arrive  que  pour  la  seule  direction  Ow. 

JLa  figure  précédente  nous  montre  aussi  que  les  plans 
diamétraux  conjugués  de  deux  directions  OA,  OA"  ne 
peuvent  être  parallèles  que  si  les  polaires  des  points  cor- 
respondants A',  A'",  de  coordonnées  moitié  moindres  que 
celles  de  A,  A",  sont  parallèles  ;  ceci  n'ayant  lieu  que  si 
les  points  A',  A''^  décrivent  la  droite  OA  conjuguée  de 
DE,  on  voit  que  les  plans  diamétraux  conjugués  de  deux 
directions  ne  peuvent  être  parallèles  que  si  ces  direc- 
tions sont  dans  un  même  plan  avec  Taxe  de  la  surface, 
et  cette  condition  est  évidemment  suffisante. 

9.    Les    considérations    précédentes    nous    montrent 
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quelles  circonstances  géométriques  correspondent  au 
cas  où,  la  surface  étant  un  paraboloïde,  deux  des  trois 
plans  ^=  o,  y^=  o,yl=:  o  sont  parallèles  entre  eux, 
le  troisième  les  rencontrant  à  distance  finie.  Supposons 
que  les  plans /'  =  o,^'  =  o  soient  parallèles,  ces  plans 
sont  diamétraux  conjugués  des  directions  OY,  OZ^  par 
suite,  les  axes  des  Y  et  des  Z  sont  dans  un  même  plan, 
parallèle  à  Taxe  du  paraboloïde  :  Taxe  du  paraboloïdc 
est  donc  parallèle  au  plan  des  YZ. 

Si  deux  des  trois  plans  des  centres  se  coupent  à  dis- 
tance finie,  le  troisième  plan,  f^:=o  par  exemple,  étant 
rejeté  à  Tinfini,  Taxe  des  Z  est  parallèle  à  Taxe  de  la  sur- 
face. 

10.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  direc- 
tion des  cordes  conjuguées  d'un  plan 

ax  -h  by  -^  cz  -hd  =  o. 

Soient  a,  6,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  direction 
cherchée  :  le  plan  diamétral  correspondant  a  pour  équa- 
tion 

OU 

o'a  _  of,  _  o'y  _  2(  Ga  H-  G'6  -h  G'*')  ^ 
a         Ib   ~  T  ~  d  ' 

les  premiers  rapports  nous  donnent 


N.  I 


a         h  c  <iX  -^  b [ï.  -\-  c'é 

cl,  si  la  relation  entre /^,  /^,  /j  dont  nous  avons  démon- 
tré Texistonce  est 

on  aura 


et,  par  suite, 
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aX  -4-  6{H-  cv  =  o. 


Cette  condition  doit  lier  les  coefficients  de  Téquation 
du  plan  donné  pour  qu'il  soit  diamétral  d'une  direc- 
tion. 

Cette  relation  exprime  que  le  plan  donné  est  paral- 
lèle à  Taxe  du  paraboloïde. 

Supposons,  comme  précédemment,  que  cette  direction 
soit  donnée  par  les  plans 


Des  relations 


on  déduit 


a\  -\-  bix   -r-  c^t    —  0 


A    w    ir 

\V    A'     B     =  (». 
a       h       c 


On  en  tire  l'idenlilé 


A 

\V 

■1?:^ 

B" 

A 

i?.v 

a 

h 

ax- 

¥bY 

cz 


^o; 


d'où 


ou 


ax ->i-  bv -¥  cz  =  X'oV-i-  'Jt'c-y, 


Cette  identité,  où  )/  et  jjl'  sont  bien  déterminés  si  nous 
supposons 


A     B" 

B'     A' 


$0, 


montre  que  le  plan  ax  -f-  bj  +  c:;  +  rf  =  o  est  paral- 
lèle à  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  f[.=  o. 
f'y^==-  o  (piî  définissent  la  direction  de  Taxe. 
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Les  équations 

a         b  d 

(loiinenl  la  direction  a,  6,  y.  Si  aw  est  la  valeur  com- 
mune de  ces  rapports,  on  aura 

Aa  -I-  B'6  -4-  B'y  —  a/Jî, 
B'a-+- A'6-+-By  ^•hm, 

le  déterminant  du  système  de  ces  équations  est  différent 
dezéro  si  la  surface  est  un  paraboloïde^  par  suite,  on  tira- 
de ces  équations  des  valeurs  a,  6,  y  de  la  forme 

CL  —  ^XiTTl. 

qui  déterminent  avec  a- -h  6* -f- y- =  i  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  qui  définissent  une  direc- 
tion unique  de  cordes. 

III.    CvLIUfDRKS    A.    CENTKKS. 

II.  Les  cylindres  à  centres  admettent  une  ligne  de 
centres. 

Ils  sont  caractérisés  par  rexislence  d'une  relation  ho- 
mogène identique  entre  les  dérivées  yj,^^',  yj, 

où  les  coefficients  \^  jjl,  v  ne  sont  pas  tous  nuls. 

Dans  les  cylindres  à  centres  autres  que  le  système  de 
deux  plans  parallèles,  on  a  o  =  o  ;  mais  les  mineurs  du 
deuxième  ordre  de  5  ne  sont  pas  tous  nuls.  Nous  suppo- 


(  =»63  ) 

serons  dans  ce  qui  suil  que  \c,  détcrniinaiit 

A     ir 
\r    A' 

esl  dirterent  de  zéro;  les  plans  /^^.=  o,/'=  o  détermi- 
nent alors  la  ligne  des  centres. 
Nous  allons  démontrer  d'abord  que   tous  les   plans 

diamétraux  passent  par  une  même  droite  qui  est  la  ligne 
des  centres. 

Pour  cela,  nous  établirons  la  relation 

en  cherchant  les  valeurs  des  coefficients  A,  [jl,  v. 
De  Téqualion 

A    K    ir 

ir     A'      B      :^o 
B'      B     A" 


ou  déduit 


A   B^  i/;-c  i 
B'   A'  ;/;-c' 

B'     B      IZ-'—C 


—  o 


on 


I 

0. 


A  B"  /; 
B'  A'  /; 
B'    B   /: 


A  B"  C 
B"  A'  C 
B'      IJ     (7 


=  o. 


Les    trois  déterminants   caractéristiques    du    troisième 
ordre  étant  nuls  dans  le  cas  des  cylindres,  on  aura 

A    B"  /; 

B"     A'    /;.     =o: 
B'     B     fl 

celle  relation  est  de  la  forme 
où  V  est  di fièrent  de  zéro. 


On  en  déduîl 


{  a64  ) 


X 


Jz—  .Jx         ^Jy, 


l'équation  du  plan  diamétral  de  la  direction  a,  6,  y, 

devient  par  la  substitution  de  la  valeur  de  f'^  en  fonc- 
tion de  /j  et  f'y., 

ce  qui  montre  qu'il  passe  par  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans 

12.  Pour  que  deux  directions  a,  6,  y,  a',  j3',  ■/  donnent 
le  même  plan  diamétral,  il  faut  et  il  suffit  que  les  direc- 
tions considérées  soient  dans  un  même  plan  avec  la  di- 
rection de  Taxe. 

Soient 

^?ot  -^7?i5-^'=^?y  -^2(Ca-+-C'6  -H  C'y)  =  o, 
^?a'-+-r?6'-^-'5©y.-+-'2(Ga'-+-C'6'-+-G'Y')  =  o 

les  deux  plans  diamétraux  ;  pour  qu'ils  soient  confondus, 
il  faut  que  Ton  ait 

?'«  _  ?^  _  «Py  __   G  g -H  G' 6  -t-  C'y 

~  Ga'-f-C'6'4-C'v' 


fa' 


?g' 


•  T 


L'égalité  des  doux  premiers  rapports  entraîne  celle 
des  deux  autres,  car  de  l'équation 


on  déduit 


A    rr    G 

ir   A'    a 

B'     H     C 


=  (» 


A      B"  C 

B'     A'  (V 

»;   u>;    ^fC^'-f-c'v-i-c^^ 


=  Cl 


(  2G5  ) 
par  suile, 

X'©i-4- {l'cp;  4- 2v'(C^ -f- G> -h  0"^)=  o; 

comme  on  a  déjà 

^«£>!r-+-  IJ-'-^'s  -r-  vol  =  O, 

CCS  identités  nous  montrent  que  l'égalité 

?a'        ?6' 

entraîne  les  autres. 

Cette  égalité  peut  s'écrire 

et,  si  771  est  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  elle  nous 
montre  que  les  deux  directions  a,  ê,  v,  a',  6',/  sont  dans 
le  plan 

Inversement,  si  la  direction  des  cordes  salisfait  à  cette 
relation,  on  aura 

et  Ton  en  déduit  l'égalité  des  rapports 

9a  _   ?'o  _  ?Y  __    G  a -h  C  6 -i- C'y 
?a'        ?6'        ?Y'        Ga  H-  C  o  -f-  C  Y 

et,  par  suite,  les  plans  diamétraux  correspondants  sonl 
confondus. 

13.  Il  n'existe  qu'une  seule  direction  de  cordes  pour 
laquelle  le  plan  diamétral  conjugué  est  indéterminé. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  les  quatre  équa- 


(  266  ) 
lions 

B'a^A'S-T-Bv    rr.  o, 


H'a-^BS    -;_A''y=o, 


Ga  -^C'6  -i-rv  =  o 


soient  satisfaites  pour  un   même  système  de  valeurs  de 
a,  6,  y. 

Les  deux  premières  définissent  la  direction  a,  6,  y,  les 
deux  autres  sont  des  conséquences  des  premières  :  on 
voit  que  c'est  pour  la  seule  direction  de  Taxe  que  le  plan 
diamétral  est  imlétirminé. 

Plans  diamétraux  singuliers  dans  les  cylindres. 

14.  Si  les  coefficients  directeurs  a,  6,  y  annulenl 
'fi^tj-i  ^)j  l'équation  du  second  degré  en  p  s'abaisse  au 
premier  degré  et  l'équation 

est  le  lieu  des  points  tels  que,  si  par  ces  points  ou  mène 
des  droites  parallèles  .»  la  direction  a,  6,  ^',  ces  droites 
ne  rencontrent  plus  la  surface. 

Les  plans  diamétraux  sont  appelés,  comme  précédem- 
ment, les  plans  asymptotes  de  la  surface. 

La  fonction  C5(.r,  j",  ::)  ne  peut  s'annuler  pour  des  va- 
leurs réelles  de  .r,  j)  ,  c,  que  dans  le  cas  où  la  surface  est 
un  cylindre  hyperbolique. 

Nous  allons  considérer  ce  dernier  cas  ; 

Prenons  pour  axe  des  z  la  droite  d'inlerseclion  des 
deux  plans  '^(o:,  j  ,  ^)=  ^^  ^^  pour  plan  des  xy  un  plan 
quelconque. 

L'équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

/•(.r,  y,z)=  \x^  -r  A>2  -\-  -x  \\\ry  -+-  D  =  o. 


(  2(^7  ) 
Le  plan  diamétral  de  la  direction  a,  6,  y  est  alors 

Si  nous  coupons  la  surface  par  nu  plan  parallèle  au 
plan  des  jry^ 

Aous  obtenons  une  hyperbole  qui,  rapportée  a  des  axes 
w;,  wTj  parallèles  à  Ox^  Oj  menés  par  le  point  w  où  le 
plan  z=  Zi  rencontre  l'axe  des  z^  a  pour  équation 

Aj-î-f-  A>2_^.  aBVj  -i-  D  =:.  o. 

Si  nous  désignons  par  a^'i,  j  <,  Zi  les  coordonnées  du 
point  A  {/ig.  3),  où  la  droite  OA  de  direction  a,  6,  y 
vient  rencontrer  le  plan  z  =  Zi^  nous  aurons 

1  équation 


rig.  3. 


représente  alors,  dans  le  plan  çco7,,  Téquation  du  dia- 
mètre conjugué  de  la  direction  ojA  dans  la  conique  du 
plan  z  =  Zi,  On  voit  que,  si  le  point  A  se  rapproche  de 


(  268  ) 

l'asymptote  (ol$,  le  diamètre  conjugué  OA'  de  celle  di- 
rection se  rapproche  de  l'asymptote  ^  le  plan  diamétral 
de  OA.  étant  le  plan  OioA'  lend  à  se  confondre  avec  le 
plan  asymptote  OcoB  lorsque  la  direction  OA  se  rap- 
proche indéfini  ment  du  plan  OwB.  Lorsque  O  A  se  trouve 
dans  le  plan  OcoB,  le  plan  diamétral  conjugué  corres- 
pondant est  le  plan  OcoB. 

On  voit,  de  plus,  que  si  le  point  A  se  déplace  sur  la 
droite  toA,  le  plan  diamétral  de  OA  reste  le  même,  et 
cette  condition  est  nécessaire  pour  que  le  plan  OtjA' 
reste  conjugué  de  OA  ;  par  suite,  pour  que  deux  direc- 
tions de  cordes  a,  6,  y,  a'.  6\  y'  donnent  le  même  plan 
diamétral,  il  faut  et  il  suffi l  que  ces  directions  soient 
dans  un  même  plan  avec  l'axe. 

lo.  Ceci  nous  explique  quelles  circonstances  géomé- 
triques se  présentent  lorsque,  la  surface  étant  un  cy- 
lindre, deux  des  trois  plans  des  centres  sont  confondus. 
Supposons  que  /V.=  o,  y^=o  soient  deux  plans  do 
centres  confondus.  Ces  plans  étant  conjugués  des  direc- 
tions OY  et  OZ,  les  deux  directions  OY  et  OZ  sont  dans 
un  même  plan  avec  celle  de  l'axe;  par  suite.  Taxe  de  la 
surface  est  parallèle  au  plan  YOZ. 

Si  les  plansy^  ==  o,  /'  =  o  se  coupent  à  distance  finie 
et  si  l'équation  /^  =  o  est  une  identité,  l'équation 

représente  un  cylindre  dont  l'axe  est  parallèle  k  l'axe 
des  z^  car  la  direction  de  l'axe  est  la  seule  pour  laquelle 
le  plan  diamétral  correspondant  est  indéterminé,  comme 
on  le  voit  aisément  sur  la  figure  précédente. 

16.  Proposons -nous  maintenant  de  trouver  la  direc- 
tion conjuguée  des  cordes  d'un  plan 

ajr-\-hv-\-cz-{-fi  —  o. 


(  ««y  ) 

Soil  a,  o,  y  la  direclioii  cliercliée.  Le  plan  diainclral 
correspondant  esl 

^?a-+-^?g-+-  5<p:^-+-!îG(a-h  G'6-+-G'y)=o; 
il  faut  que  Ton  ait 

?'«  —  ?'*  _  ?r  _  ^^(  Ga  -h  C/ê  -h  G*7  ) 
a         6         c  ^ 


Supposons  encore  que  les  deux  plans  f'^ 
se  coupent  à  distance  finie,  et 


=  «^/r  = 


o 


A     B' 

B'     A' 


> 


o. 


o; 


Nous  avons  établi  les  identités 

^^'?a^-  |xog-h  2v'(Ga  -4-  G'g  -^0."^)  = 

on  en  conclut  les  conditions 

aX  -h  6(Ji  -4-  cv  =  o, 
a  X'  -4-  ^  (jt'  -4-  <f  v'  =  o, 


auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  de  Téqua- 
tîon  du  plan  donné  pour  qu'il  puisse  être  diamétral 
d'une  direction. 

Ces  conditions  expriment  que  le  plan  donné  passe  par 
l'axe  de  la  surface. 

En  effet,  de  Tideniité 


on  déduit 


rt  Ton  a  de  plus 


AX-hB\a-+-B'v  =  o, 
B'X-hA>-4-Bv  =o, 

r/X  -h  6{Jl  -h  cv  =  o. 


(  270  ) 
Ces  (rois  équalions  nous  donnent 

•  A     B*    B' 

B''    A'     B 


a 


=  o. 


Désignons,  pour  abréger,  par  P  le  premier  membre 
(le  l'équation  du  plan  donné 

P  =  ax  H-  by  -+-  C5  H-  (i\ 

de  l'équation  précédente  nous  déduisons 


ou 


bien 


A      B' 

i/.;-G 

B"     A' 

j/;-^' 

—  o 

a      h 

p   d 

A    B'  1/; 

A     B"     C 

B'  A'   1/; 

B'     A'     C 

a      i 

h         P 

a      b 

d 

—  o. 


Il  est  aisé  de  voir  que  le  déterminant 


A 

B' 

G 

B' 

A' 

G' 

a 

b 

d 

est  nul. 

En  eilet,  de  Tidentilé 


X'-y^-f-  |A'cpV+  2v'(Ga-  -\-  G' V  -+-  G''^)=  o 


on  déduit 


on  a  de  plus 
par  suite, 


AX'h-B%x'-+-Gv'  =  o, 
B'X'h-A>'-4-G'v'=:o; 

aX'-i-èfjL'-+-  rfv'~  o, 


A  B'  G 
B''  A'  G' 
a      b      d 


=  o; 


(  27'  ) 
la  relation  entre /j,/'  et  P  devient  donc 


A 

B' 

1  f 

B' 

A' 

Ur 

a 

b 

P 

=  o, 


et  dans  cette  relation,  le  coefficient  de  P  étant  différent 
de  zéro,  P  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de/]^ 
ety^;  par  suite  le  plan  P=  o  passe  par  Taxe  du  cy- 
lindre. 
L'équation 

a         h 

qui  entraine  toutes  les  autres,  nous  donne  le  plan  au- 
quel toutes  les  cordes  conjuguées  du  plan  P  =  o  sont 
parallèles. 

IV.  —  Cylindre  parabolique. 

17.  Lorsque  Véquation/(a:,  j^,  2)=  o  représente  un 
cylindre  parabolique,  Tensemble  homogène  des  termes 
du  second  degré  est  le  carré  d'une  fonction  linéaire;  les 
dérivées  partielles  de  la  fonction  ç>(j:,  j^',  ^)  sont  donc 
de  la  forme 

oV—  il  e(r, ^,  -), 

©:-  in  6(07,  ^r,  .5), 

6(0-,^,  z)  étant  une  fonction  linéaire  de  x^  y^  z. 

Le  plan  diamétral  de  la  direction  a,  ê,  y  devient  dans 
<c  cas 

(Jx  -f-  rny  -h  nz)e{a,  6,  y)-h  Ga  -t-  G'6  -h  C'y  =  o. 

On  voit  que  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles 
entre  eux. 


(  27^»-  ) 

18.  Pour  que  deux  dîreclions  de  cordes  a,  6,  y,  a',  6',^ 
donnent  le  même  plan  diamétral,  il  faut  et  il  sufllt  que 
ces  cordes  soient  dans  un  même  plan  parallèle  aux  gé* 
'nératrices  du  cylindre. 

Car  il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

Ga  4-  G'6  ^-  C'y        Ga'-h  G'6'-h  C'y'  ' 

ce  qui  indique  que  la  direction  des  cordes  est  parallèle 

au  plan 

^{^jy,  -)—  rn{CT  -+-  C'y  +  C'z)=Oy 

m  étant  la  valeur  de  l'un  des  membres  de  l'égalité  pré- 
cédente. 

Inversement,  si  la  direction  des  cordes  satisfait  à  la 

relation 

e(^,  7,  j3)—m(Cx  -h  C'y  -f-  Cz)  =  o, 

les  plans  diamétraux  correspondants  sont  les  mêmes. 

Plans  diamétraux  singuliers, 

49.  Si  la  direction  des  cordes  annule  cj)(^,  >',  c),  le 
plan  diamétral  correspondant  est,  comme  précédem- 
ment, le  lieu  des  droites  qui,  menées  parallèlement  k  la 
direction  a,  6,  v,  ne  rencontrent  plus  la  surface. 

Dans  ce  cas,  le  plan  diamétral  est  rejeté  à  TinGni,  car 
Ç5(a:,  j>',  z)  est,  à  une  constante  près,  le  carré  de 

(d{x,y,z). 

L'égalité  ç(a,6,Y)=o  entraîne  0(a,  6,y)=o,  et^ 
par  suite,  l'équation  du  plan  diamétral  se  réduit  à 

Ca-i-G'g-f-(rY  =  o. 

Le  plan  diamétral  sera  indéterminé  si  les  coefficients 


(  »73  ) 
a,  6,  Y  satisfont  aux  deux  condilions 

^(«»6,y)=o, 
Ga-4-G'gH-G'Y  =  o, 

c'est-à-dire  si  la  direction  des  cordes  est  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre. 

Ou  peut  aisément  suivre  la  variation  de  la  position  du 
plan  diamétral  lorsque  la  direction  des  cordes  varie. 

Prenons  pour  axe  des  z  une  génératrice  du  cylindre, 
pour  origine  un  point  quelconque  de  cette  génératrice, 
pour  axe  des  x  et  desj>^  deux  droites  quelconques  pas- 
sant par  ce  point.  Uéquation  de  la  surface  est  alors 

kx^-\-  k'y^  -h  1  B''xy  -h  'A  G  a?  H-  9.  Cy  ~  o 


avec 


AA'-B'î=o. 


Faisons  une  section  dans  la  surface  par  le  plan  z  =  Zi: 
coite  section  est  une  parabole,  et  la  trace  du  plan  dia- 

Fig.  4. 


métrai  de  OA  {Jig-  4)  s^*»*  1^  V^^^  z  =:  Zt  est  précisé- 
ment le  diamètre  MN  de  la  direction  (oA  dans  la  para- 
bole. 

Ann,  de  Mathéniat.,  3«  série,  l.  YIII.  (Juiu  i88y.)  i8 


(  ^n^  ) 

Si  le  point  A  se  déplace  sur  w  A,  c'est-à-dire  sî  OA  se 
déplace  dans  le  planOa>A,  le  plan  diamétral  reste  le 
même;  à  mesure  que  le  point  A  se  rapproche  de  A|  situé 
sur  la  droite  (oAj  parallèle  à  MN,  le  diamètre  corres- 
pondant à  la  direction  coA  s'éloigne  à  Piniini  :  par  suite 
le  plan  diamétral  de  OA|  est  rejeté  à  Tinfinl. 

Si  le  point  A  s'approche  de  lO,  le  plan  diamétral  cor- 
respondant à  OA  a  une  position  bien  déterminée  pour 
chaque  direction  de  OA  i  suivie  par  le  point  A,  mais  le 
plan  diamétral  prend  une  position  quelconque  si  Ton 
considère  des  directions  quelconques  OA;  par  suite,  le 
plan  diamétral  conjugué  de  Oa>  est  indéterminé. 

20.  Étant  donné  le  plan  a  x  -f-  h  y  -\-czA~d^=m^ 
proposons-nous  de  déterminer  le  plan  des  directions  des 
cordes  conjuguées  de  ce  ])lan. 

Pour  qu'il  soitdiamétral  d'une  direction  aSy  de  cordes, 
il  faut  que 

/e(ggY)  _  me(agf)  _  ne(a6Y)  _  Ça  h- Çg -^  C'-f 
a  b  c         ~  d 

On  en  tire 

/  _  m  _  w  _  Ga-T-G'6-4-C''Y  _^ 
a~^  b  ~  c  ~~    '      dS(a^^)         ~~ 

soit  Xla  valeur  de  ce  rapport. 

On  voit  que 

Ix  -4-  my  -h  nz  _  > . 

ax  -+-  by  -h  cz  ' 

le  plan  donné  doit  donc  être  parallèle  au  plan 

I.T  -I-  my  -\-  nz  —  o 
ou 

cette  condition  suiiit  pour  qu'il  soit  diamétral  d'uuein- 


(  ^7^  ) 
fmilé  de  directions  situées  dans  un  plan,  car  inéquation 

Ga-+- G'6 -I- C'y  =  X  rfe(a,  6,  y) 

uous  montre  que,  si  la  direction  des  cordes  est  dans  le 
plan 

les  trois  équations  d'identification  sonr  satisfaites,  et 
toutes  les  droites  tracées  dans  ce  plan  ont  pour  plan  dia* 
métrai  le  plan  donné. 

Enfin,  si  le  cylindre. parabolique  se  réduit  à  un  sys- 
tème de  deux  plans  parallèles,  toutes  les  directions  de 
cordes  donnent  le  même  plan  diamétral  :  nous  ne  nous 
y  arrêterons  pas. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1888. 


Physique. 

1.  Microscope  composé.  On  demande  seulement  la  marche 
des  rayons  lumineux  et  la  mesure  du  grossissement. 

2.  Détermination,  par  la  méthode  de  Dumas,  de  la  densité 
de  la  vapeur  d'un  liquide  bouillant  au-dessous  de  loo^ 

Chimie, 

Exposer  les  analogies  qui  conduisent  à  placer  Tazote,  le 
phosphore  et  l'arsenic  dans  une  même  famille  naturelle. 

Composition  française. 

Les  Sociétés  modernes  sont  en  progrés  évident  sur  celles 
qui  les  ont  précédées  au  point  de  vue  de  l'accroissement  des 
connaissances  dans  toutes  les  branches  de  la  Science  :  elles 
tendent  manifestement  à  un  adoucissement  général  des  moeurs, 
à  un  développement  plus  libre  et  plus  heureux  de  l'humanité. 
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L*i<lée  de  Patrie  doil-elle  tUre  entamée  par  celte  évolution? 
Ne  doit-elle  pas,  au  contraire,  se  fortifier  de  plus  en  plus  ?  La 
nature,  Thistoire,  les  aspirations  les  plus  nobles  de  l'être  hu- 
main ne  se  trouvent-elles  pas  d'accord  pour  commander  d'en- 
tretenir l'énergie  morale  que  donne  le  patriotisme  ? 

Lavis, 

Faire  à  l'encre  de  Chine  à  teintes  plates  le  lavis  d'un  cône 
de  révolution  reposant  sur  un  socle  cylindrique  et  se  déta- 
chant sur  un  fond  gris  dégradé  à  teintes  fondues. 

Nota,  —  Les  traits  pour  le  cadre,  les  arêtes  ou  les  contours 
apparents  des  solides  seront  faits  à  l'encre. 

On  observera  les  filets  de  lumière. 

Calcul  trigonométrique. 

On  donne  dans  un  triangle  les  trois  côtés  : 

a  =  12524'",  6a, 
b  =  22639"*,  27, 
c=  i89i3"',45. 

Déterminer  les  trois  angles  et  la  surface. 

Épure  de  Géométrie  descriptive, 

Hcprésentcr  par  ses  projections  le  solide  qui  reste  quand, 
d'une  portion  de  c6ne  supposée  remplie,  on  enlève  ce  qui  se 
trouve  à  l'intérieur  d'un  cylindre  donné. 

Le  cône  est  de  révolution  et  a  son  axe  vertical  ;  l'angle  au 
sommet  est  droit.  La  portion  remplie  va  du  sommet  à  un  plan 
horizontal  mené  à  o^^ia  plus  bas. 

Le  cylindre  est  aussi  de  révolution.  L'une  de  ses  généra- 
trices coïncide  avec  celle  des  génératrices  de  front  du  cône, 
qui  est  située  à  droite  sur  la  nappe  inférieure.  Son  a\e  est  en 
avant  de  celui  du  cône  ;  la  perpendiculaire  commune  à  ces 
deux  droites  rencontre  la  seconde  à  0^,09  au-dessous  du  som- 
met ;  elle  a  o^'.oS  de  longueur. 

On  placera  la  projection  horizontale  du  sommet  du  cône  à 
o'",o7  plus  bas,  et  la  projection  verticale  à  o^jig  plus  haut  que 
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ie  centre  du  cadre,  sur  la  parallèle  aux  grands  côtés  menée 
par  ce  point. 

En  fait  de  constructions  autres  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister  dans  le  tracé 
à  Tencre  que  la  détermination  d'un  point  quelconque  de  chaque 
courbe,  et  celle  de  la  tangente  au  même  point. 

AUTRB  SUJET  (*). 

Un  cube  plein  effectue  une  rotation  entière  autour  d'une  de 
ses  diagonales  :  représenter,  par  ses  projections,  le  solide 
ainsi  engendré. 

Chaque  diagonale  du  cube  a  ai"^*"  de  longueur;  celle  autour 
de  laquelle  il  tourne  est  de  front  et  fait,  avec  le  plan  hori- 
zontal, un  angle  égal  à  la  sixième  partie  de  l'angle  droit  ;  des 
deux  extrémités  de  cette  diagonale,  celle  de  droite  est  la  plus 
élevée. 

On  placera  les  projections  du  centre  du  cube  à  aS'™  de  dis- 
tance l'une  de  l'autre,  de  manière  que  la  droite  qui  les  join- 
drait ait  pour  milieu  le  centre  du  cadre  et  soit  parallèle  aux 
grands  côtés. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  remarquables^  on  ne  laissera  subsister  dans 
le  tracé  à  l'encre  que  la  détermination  d'un  point  de  chaque 
courbe  et  celle  de  la  tangente  en  ce  point. 

On  n'indiquera  aucune  asymptote. 


CC^GOURS  GENERAL  DE  1888. 


Philosophie. 


PREMIER   SUJET. 


1.  On  donne  un  angle  ROS  et  un  point  A  sur  l'un  des  côtés. 
Par  A  on  mène  un  cercle  qui  est  tangent  au  côté  OR  et  coupe 


(')    Fait  par  quelques  élcvcs   qui  n'ont  pu   composer  en   même 
trinps  que  les  autres. 
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OS  aux  points  B,  C.  On  mène  eo  B  et  C  les  tangentes  CD  et 
BD.  Puis  on  joint  AB,  AG  : 

i^  Trouver  les  lieux  du  centre  du  cercle  inscrit  et  des  cen- 
tres des  cercles  exinscrits  au  triangle  ABC; 

2^  Trouver  les  lieux  du  centre  du  cercle  inscrit  et  des  cen- 
très  des  cercles  exinscrits  au  triangle  BCD  (  i  ). 

2.  Deux  cercles  de  centres  A  et  B  se  coupent  suivant  la 
droite  CC  qui  rencontre  AB  au  point  O. 
Les  droites  AG  et  CB  sont  rectangulaires.  On  donne 

AO  =  a,        0B  =  ^,        (a  5  6). 

Trouver  sur  AB  un  point  D  tel  que,  si  Ton  élève  par  ce  point 
une  perpendiculaire  à  AB,  qui  rencontre  les  deux  cercles,  la 
somme  des  carrés  des  cordes  déterminées  par  la  perpendicu- 
laire soit  égale  à  un  carré  donné  K'.  Discuter. 

DEUXIEUB  SUIET. 

i.  On  donne  dans  un  plan  deux  points  fixes  A  et  A';  on 
mène,  dans  ce  plan,  un  cercle  G  de  rayon  quelconque  tangent 
à  la  droite  AA'  au  point  A  et  un  cercle  G'  tangent  à  la  même 
droite  au  point  A'  et  tangent  au  cercle  G'.  On  mène  la  tan- 
gente commune  extérieure,  autre  que  AA',  aux  deux  cercles 
G,  G';  soient  B,  B'  les  deux  points  de  contact.  Sur  BB' comme 
diamètre,  dans  le  plan  de  la  figure,  on  décrit  un  cercle  G*: 

I**  Démontrer  que  tous  les  cercles  tels  que  le  cercle  G', 
qu'on  obtient  en  faisant  varier  le  rayon  du  cercle  G,  sont  tan- 
gents à  un  même  cercle  fixe  ; 

a^  Trouver  le  lieu  du  centre  de  chacun  des  cercles,  tels  que 
le  cercle  G",  obtenus  en  faisant  varier  le  rayon  du  cercle  G. 

2.  Étant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  ABG, 
calculer  les  rayons  de  trois  sphères  tangentes  entre  elles  deux 
à  deux  et  tangentes  au  plan  du  triangle  ABG,  la  première  en 
A,  la  seconde  en  B,  la  troisième  en  G.  Gela  fait,  considérant 


(*)  Le  concours  a  été  annulé,  parce  que  le  lieu  des  centres  des 
rercles  exinscrits  au  triangle  BCD  est  une  courbe  du  quatrième 
ordre,  et  que  la  Gcomélrie  élémentaire  est  seule  enseignée  en  Phi- 
losophie. 
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les  deux,  côtés  a  tl  b  comme  seuls  connus,  déterminer  le  troi- 
sième côté  c  de  façon  que  la  somme  des  rayons  des  trois 
sphères  soit  égale  à  une  longueur  donnée  /.  Discuter  ce  der- 
nier problème,  seulement  dans  le  cas  particulier  où  b  =  a;  et 
reconnaître  alors,  suivant  la  grandeur  de  /,  dans  cas  quel  l'angle 
ACB  est  moindre  que  60",  compris  entre  6o'  et  go",  plus  grand 
que  90**. 


ÉGOL8  FORESTIÈRE  (CONCOURS  DE  1888). 


Mathématiques. 

\,  ael  b  désignant  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle 

rectangle,    h   la    hauteur    perpendiculaire    sur    l'hypoténuse, 

prouver  la  relation 

I    __    1  I 

En  conclure   le   moyen   de  construire  géométriquement  la 
longueur  h  donnée  par  la  relation 

I    __    I  I  I 

h^  ~  â^'^T*  -^•••■+'ï-*' 

où  a,  6,  ...,  /  sont  des  longueurs  données,  en  nombre  quel- 
conque. 

2.  Un  voyageur  doit  se  rendre  du  point  A.  au  point  C  par  la 
voie  ferrée  AX  et  par  une  voie  partant  d'un  point  indéterminé 
B  de  AX  et  se  dirigeant  vers  le  point  G.  On  demande  de  dé- 
terminer le  point  B  de  façon  que  sa  dépense  soit  minima, 
sachant  que,  payant  place  entière  sur  la  voie  BG,  le  voyageur 

paye  seulement  -  du  tarif  sur  la  voie  AX. 
"^  n 

On  interprétera  toutes  les  solutions,  et  l'on  examinera  spé- 

rialemenl  les  cas  de  /i  =  x  et  de  /i  =  i. 
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Trigonométrie  et  calcul  logarithmique . 

\.  Trouver  la  différence  de  hauteur  de  deux  points  inacces- 
sibles. 

2.  On  donne,  dans  un  triangle,  les  trois  hauteurs 
h  =  12566»,  368,        A'=  94a4"w76,        h"  ==  7539",  8208  ; 
on  demande  les  côtés  et  les  angles. 


AGRÉGlTIOni  DE  L'ENSBIGNB.HE\'T  SECONDAIRE  SPÉCIAL 

(CONCOURS  DE  1887). 


Algèbre  et  Trigonométrie, 

On  considère  un  quadrilatère  convexe  ABGD,  le  centre  de 
gravité  G  de  sa  surface,  et  le  point  de  rencontre  O  de  ses  dia- 
gonales. Soient  a,  p,  y>  ^  ^^^  aires  respectives  des  triangles 
GAB,  GBG,  GCD,  GDA  et  a',  P',  f'»  ^'  celles  des  triangles 
OAB,  OBG,  OCD,  ODA  : 

1°  Démontrer  que  la  surface  S  du  quadrilatère  est  exprimée 
par  le  binôme  3a  +  f  i  ou  par  les  binômes  analogues  ; 

7?  Trouver  la  relation  entre  les  quatre  surfaces  a',  p',  y',  o', 
puis  la  relation  entre  les  surfaces  a,  P»  f  )  ^  î 

3**  Résoudre  le  quadrilatère,  sachant  que  les  distances  du 
centre  de  gravité  G  aux  côtés  AB,  BG,  CD,  DA  sont  respecti- 
vement (en  mètres) 

et  sachant,  en  outre,  que  l'on  a  (en  mètres  carrés) 
a-f.p=5r,         p  +  Y=4''j         Y^-o  =  4''j         o-f-a  =  5r, 
où  /'  désigne  la  racine  positive  de  Téquation 


"ar--H  iCix  —  I  =  o. 


n 
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Mécanique, 

Un  fil  de  fer  vertical  AB,  de  lo"  de  longueur,  et  dont  la 
section  normale  mesure  So'"""*,  est  fixé  par  son  extrémité  supé- 
rieure A,  et  se  termine  par  un  crochet  à  son  extrémité  infé- 
rieure B.  Ce  fil  s'allonge  de  i*"  quand  on  exerce  sur  lui,  sans 
choc,  une  traction  de  20*^'  par  millimètre  carré  de  sa  section, 
et,  pour  des  tractions  moindres,  rallongement  est  propor- 
tionnel à  la  traction.  Cela  posé,  le  fil  de  fer  étant  au  repos, 
on  accroche  en  B,  sans  choc,  une  charge  donnée  de  P  kilo- 
grammes, assez  faible  pour  que  les  allongements  ne  dépassent 
pas  i*",  et  l'on  demande  : 

i^  Quel  sera  le  plus  grand  allongement  absolu  qu'éprouvera 
le  (il,  ou  de  combien  s'abaissera  le  crochet  B? 

2**  Au  bout  de  combien  de  temps  se  produira  cet  allonge- 
ment maximum  ? 

3*^  Si  cet  allongement  persistera,  et  quelles  seront  les  prin- 
cipales circonstances  du  mouvement  ? 

4^  Quelle  est  la  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir  le  poids 
P  sans  que  la  limite  de  i*"",  pour  les  allongements,  soit  dé- 
passée ? 

On  négligera  la  masse  et  le  poids  du  fil  en  comparaison  de 
la  masse  et  du  poids  du  fardeau. 

Géométrie  descriptive. 

Une  sphère  opaque  est  posée  sur  le  plan  horizontal,  et  un 
an^le  droit  est  donné  dans  ce  plan.  Construire  un  point  tel  que, 
si  Ton  y  place  une  lumière,  l'ombre  que  portera  la  sphère  sur 
le  plan  horizontal  soit  limitée  par  une  parabole  tangente  aux 
deux,  côtés  de  l'angle  droit  donné.  Déterminer  cette  ombre 
portée,  ainsi  que  l'ombre  propre  de  la  sphère. 

Épreuve  pratique  de  calcul. 

On  donne  la  base  BC  =  a  d'un  triangle  et  les  angles  adja^ 
cents  B  et  C.  Inscrire  au  triangle  ainsi  défini  un  triangle  équi- 
latéral  dont  un  rôtc  NT  soit  parallèle  à  la  base  BC  du  triangle. 
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On  cherchera  Texpression  du  rapport  k  =  j^ï^y   ainsi  que  les 

segments  MB,  MG  et  le  côté  NP  du  triangle  équilatéral. 
Application  :  BG  =  i294",67  ;  B  =  So^S'S;";  G  =  39" 56' 3". 

Épreuve  pratique  de  Géométrie  descriptive. 

Une  demi-sphère  creuse  AGB,  éclairée  par  le  point  lumineux 
P,  repose,  par  son  sommet  G,  sur  le  plan  horizontal.  Déter- 
miner l'ombre  propre,  ainsi  que  l'ombre  portée  sur  le  plan 
horizontal. 

Données  numériques.  —  Le  centre  0  de  la  sphère  est  à  5'" 
au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  85"*°*  en  avant  du  plan  ver- 
tical. Le  point  P  est  situé  dans  le  plan  de  front  qui  contient 
ce  centre,  à  laS*""*  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  la  même 
distance  de  125™"*  à  droite  de  la  verticale  du  centre. 


CONCOURS  POUR  LBS  BOURSES  BE  LICENCE 
(TOULOUSE  1888). 


1.  Décomposer  en  deux  facteurs  réels  du  second  degré  le 
polynôme 

J7* —  4^'  COSaCOSÔ  -h  •2J7*(l  -h  C0S2a-4-  COS26) 

—  4^  cosacosô -f-i. 

2.  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  son  axe  et  sur  cette 
ellipse  un  point  M(a:',y  );  former  Téquation  générale  des  co- 
niques osculatrices  à  Tellipse  au  point  M. 

Exprimer  que  cette  équation  représente  une  parabole;  dé- 
montrer ensuite  que,  par  un  point  P(a,  p)  du  plan,  il  passe 
quatre  de  ces  paraboles,  que  les  quatre  points  {x',y)  corres- 
pondants sont  situés  sur  deux  droites  parallèles,  et  que,  parmi 
eux,  deux  au  plus  sont  réels. 

Former  l'équation  d'une  parabole  passant  par  les  quatre 
points  {x\y)  qui  correspondent  à  un  point  (a,  p),  et  trouver 
le  lieu  décrit  par  ce  dernier  point  lorsque  la  parabole  en  ques- 
tion passe  par  un  point  Hxc  du  plan. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE 

(4888). 


A  rithrnétiq  ue . 

Calculer  à  moins  de  o,oi  près  en  centièmes  la  valeur  de  l'ex- 
pression 


i/ 


TC    X   9,876543*21 


«7 


Algèbre. 

Étant  donnés  un  triangle  ABC,  rectangle  en  Aetisoscèle,  et 
uo  point  D  situé  sur  le  côté  AB,  par  un  point  X  situé  sur  le 
côté  AG  on  mène  X£  parallèle  à  AB  et  Ton  joint  ED.  Dési- 
gnant par  b  le  côté  AB  =  AG.  par  x  la  distance  GX  =  XË  et 
par  d  la  distance  AD,  on  demande  : 

i"*  L'expression  du  volume  engendré  par  le  trapèze  AXED 
tournant  autour  de  AG  ; 

a**  L'interprétation  géométrique  dont  cette  expression  est 
susceptible  lorsque  l'on  donne  à  x  des  valeurs  négatives  ; 

3^  L'étude  des  variations  du  volume  représenté  par  cette 
expression  quand  le  point  X  se  meut  sur  AG  et  sur  son  pro- 
longement au  delà  du  point  G  ; 

i^  L'étude  du  même  problème  en  supposant  le  point  D  situé 
à  droite  de  B  ; 

5**  L'étude  du  même  problème  en  supposant  le  point  D  situé 
à  gauche  de  A. 

Géométrie  descriptive. 
Une  droite  est  définie  par  les  deux  points  (a,  a')  (6,  b'){^). 

(la  —  4si""", 
p6  =  24""", 

36'=  58™'", 
a3  =  80""". 


(•)  a  et  p  sont  les  points  d'intersection  avec  la  ligne  de  Icrre  des 
lignes  de  rappel  aa\  bb'. 
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On  demande  : 

1°  De  déterminer  les  projections  de  la  perpendiculaire  com- 
mune à  cette  droite  et  à  la  ligne  de  terre  ; 

3^  De  tracer  les  projections  de  la  sphère  décrite  sur  cette 
perpendiculaire  comme  diamètre  ; 

Intersection  avec  les  plans  de  projection  ; 

3*  De  tracer  les  projections  du  cube  circonscrit  à  cette 
sphère  dont  Tune  des  faces  passe  par  la  droite  donnée  et  dont 
Tune  des  arêtes  est  parallèle  à  cette  droite. 

Calcul  trigonomé trique. 

Calculer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o"  et  36o*  qui  sa- 
tii>font  à  réquation 

.  T .  -  .       0,0643217  X  cosaïa'io'aj».' 

^  ^  (tangi-2i**'2i  19')* 

Géométrie, 

D*un  point  pris  sur  la  surface  d'une  sphère,  on  peut  tou- 
jours abaisser  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  un 
petit  cercle  donné. 

Définitions  et  théorèmes  à  Tappui. 

Propriétés  des  arcs  de  grand  cercle  perpendiculaires  et  obli- 
ques à  un  arc  de  petit  cercle. 

Géométrie  analytique. 

Les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on  considère  la  co- 
nique définie  par  Téquation 

[{x  —  a)*-T-j'*—  p'](i  -T-  nt^)  —  {y —  mxy  =  o, 

dans  laquelle  a  et  p  sont  des  constantes  et  m  un  paramètre 
variable. 

On  demande  de  montrer  ; 

I*  Que  cette  conique  a  un  double  contact  avec  la  circonfé- 
rence 

{x  —  a)* -h  7*—  p*  =  o 

au  point  où  elle  est  coupée  par  la  droite 

y  —  mx  —  o\ 
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•>.**  Que  celte  conique  est  une  parabole  quel  que  soit  le  para- 
mètre m. 

Trouver  Téquation  de  Taxe  de  cette  parabole. 

Cet  axe  passe  par  un  point  fixe  quand  m  varie. 

Lieu  géométriqne  des  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées par  l'origine  à  toutes  ces  paraboles. 

3"*  Aux  points  où  chacune  de  ces  paraboles  coupe  Taxe  des 
rr,  on  mène  des  normales. 

Lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  ces  normales. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

(1888). 


Mathématiques, 

I.  AB  et  A'B'  sont  deux  droites  parallèles  et  AA'  est  une 

perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites  qui  les  rencontre 

en  A  et  A'.  Sur  ces  deux  droites  on  prend,  d'un  même  côté  de 

AA',  deux  longueurs  AO  =  a?  et  K'O'  =  y,  qui  sont  variables, 

a* 
mais  liées  entre  elles  par  la  relation  xy  =  -—,  a  désignant  la 

distance  AA'.  De  O  et  de  O'  comme  centres,  avec  les  rayons  x 
Ci  y,  on  décrit  deux  circonférences  : 

I**  Démontrer  que  ces  deux  circonférences  sont  tangentes  ; 

a"  Trouver  le  lieu  de  leur  point  de  contact  ; 

3°  M  désignant  ce  point  de  contact,  on  mène  la  droite  A  M, 
que  l'on  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  C  avec  A'B';  on  mène 
de  même  A' M  que  l'on  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  G  avec 
AB,  on  joint  ce. 

Déterminer  x  et  y  de  manière  que  le  trapèze  A  A'C'C  ail  une 
surface  donnée. 

2.  On  donne  un  cône  circulaire  droit  et  un  point  A  sur  le 
plan  de  sa  base.  On  mène  par  ce  point  A  une  droite  rencon- 
trant la  circonférence  de  base  aux  points  B  et  G.  Quelle  doit 
être  la  distance  de  cette  droite  au  centre  de  la  base,  pour 
que  le  triangle  SBC  ail  une  surface  donnée  (S  étant  le  som- 
met du  cône)? 
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3.  Dans  un  triangle  Tanglc  A  est  de  72°97'4i',7  et  le  rap- 
port des  côtés  qui  le  comprennent  est  égal  à  1/  r;  calculer  li^s 
angles  B  et  G.  • 

Géométrie  descriptive. 

Un  tétraèdre  S  ABC,  dont  la  face  ABC  est  située  sur  le  plan 
horizontal,  est  déterminé  de  la  manière  suivante  :  le  sommet 
S  a  pour  cote  70™",  et  pour  éloignement  30**".  L'arête  SA  est 
dans  un  plan  de  profil  et  le  point  A  a  pour  éloignement  iiS"^". 
La  face  SBC  (B  à  gauche)  est  parallèle  au  plan  vertical.  Les 
faces  SAB  et  SAC  font  chacune  avec  le  plan  de  profil  qui  con- 
tient Taréte  SA  un  angle  de  45°.  ^  Sur  l'arête  SB  on  prend, 
entre  S  et  B,  un  point  D  à  ao"""  du  sommet  S,  et  par  ce  point 
D  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  SB  ;  ce  plan 
coupe  SG  en  E  et  SA  en  F  : 

i*"  Construire  les  projections  du  triangle  DEF  ; 

2**  On  considère  la  sphère  qui  a  DE  pour  diamètre  :  repré- 
senter le  solide  commun  à  cette  sphère  et  au  tétraèdre. 

Lavis. 

Laver,  soit  à  teintes  plates  superposées,  soit  à  teintes  fon- 
dues, la  projection  verticale  d'une  borne  en  pierre  formée  d'un 
prisme  octogonal  régulier  surmonté  d'un  cylindre. 

Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  une  droite  dont  les 
deux,  projections  font  des  angles  de  4^**  avec  la  partie  gauche 
de  la  ligne  de  terre. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  NORMALE  SIPÉRIEIIRB 

EN  1888. 


Mathématiq  ues, 
J.  Voir  l'énoncé,  3"  série,  t.  Vlï,  p.  3i4* 
i.  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 
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Physique. 


me 


i.  Quelle  quantité  de  chaleur  au  maximum  pourra  céder  i 
d'air  chauffé  sous  la  pression  atmosphérique  à  telle  tempéra- 
ture aussi  élevée  que  l'on  voudra  ? 

2.  Une  lunette  astronomique  est  munie  d'un  réticule  formé 
de  deux  fils  parallèles.  En  face  de  cette  lunette  est  disposée 
une  mire  divisée  en  centimètres.  Pour  que  le  nombre  de  cen- 
timètres que  l'on  voit  entre  les  deux  fils  du  réticule  soit  pro- 
portionnel à  la  distance  de  la  mire  au  pied  vertical  qui  sup- 
porte la  lunette,  on  a  intercalé  dans  celle-ci  une  troisième 
lentille.  Étudier  l'instrument  ainsi  modifié. 


ERRATA  AUX  TABLES  DES  QUARTS  W   CARRÉS 

J.  BLATER  ('). 


Transmis  par  M.  Adolf  Weixler,  employé  du  Bureau  de  trian- 
gulatioD  au  Palais  Royal  Impérial  de  l'Etablissement  géographique 
militaire  à  Vienne  (Autriche). 


Argumenls. 
Pas^s.        Snbdirislon.    Ligne  de  N.      Colonne  B. 

28...  I  62  i34 

184...  I  94  018 

184...  I  9G  91B 


Au  lieu  de  : 

Lisez  : 

i5o 

i58 

354 

356 

273 

374 

(*)  Blat£R  (Joseph).  —  Table  des  quarts  de  carrés  de  tous  les 
nombres  entiers  de  i  à  200000,  servante  simplifier  la  multiplication, 
l'élévation  au  carré,  ainsi  que  l'extraction  de  la  racine  carrée,  et  à 
rendre  plus  certains  les  résultats  de  ces  opérations,  publiées  avec 
la  collaboration  de  A.  Stxinhauser,  Conseiller  impérial  à  Vienne. 
Grand  in-4'';  1888.  Prix  :  Broché,  i5'';  cartonné  avec  signets  de 
parchemin,  20''. 
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SOLUTION  GÉOMKTRIOUE  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  EN  1889; 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL, 

Élève  de  Malhématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  O  et 
une  parabole  P,  on  considère  les  coniques  C  inscrites 
dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  corn- 
niunes  au  cercle  et  à  la  parabole.  Cela  posé,  on  de- 
mande : 

I**  De  trouver  V enveloppe  des  polaires  A  du  centre 
O  par  rapport  aux  coniques  G  ; 

2^  L'enveloppe  des  tangentes  5  aux  coniques  C 
telles  que  la  normale  au  point  de  contact  passe  par  O; 
l'enveloppe  des  axes  des  coniques  C.  Le  lieu  géomé- 
trique des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  O 
sur  A,  sur  les  tangentes  8  et  sur  les  axes  de  C. 

1**  Nous  nous  appuierons  sur  celte  propriété  bien 
connue  (Chasles,  Traité  des  Sections  coniques)  : 

Le  lieu  des  centres  (c)  des  coniques  circonscrites  à 
un  quadrilatère  donné  est  une  hyperbole  équilatère. 

Celte  hyperbole  équilatère,  dite  hyperbole  des  neuf 
points,  passe,  comme  on  le  sait,  par  les  sommets  du 
triangle  formé  par  les  diagonales  du  quadrilatère,  par 
les  milieux  des  côtés  et  des  diagonales  intérieures.  Kllc 
a  pour  centre  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 

Si  Ton  suppose  qui*  le  quadrilatère  abcd  auquel  sont 
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circonscrites  les  coniques  (c)  est  déterminé  par  l'inter- 
section d^un  cercle  (O)  et  d'une  conique  (p),  l'hyper- 
bole équilatère  (h)  des  neuf  points  relative  aux  coni- 
ques (C)  aura  ses  asymptotes  parallèles  aux  bissectrices 
de  deux  côtés  du  quadrilatère,  puisque  ce  sont  les  di- 
rections des  axes  des  deux  paraboles  circonscrites  à 
abcd» 

Les  axes  des  coniques  (c)  sont,  d'ailleurs,  parallèles 
à  ces  mêmes  droites  (théorème  de  Joachimstahl). 

Cette  hyperbole  équilatère  (h)  passera  par  le  centre 
da  cercle  (O)  qui  fait  partie  de  la  famille  des  coniques 
(c)  circonscrites  à  abcd.  Supposons  en  outre  que  la  co- 
nique {p)  passe  par  le  centre  de  (O). 

Si  nous  transformons  la  Ogure  précédente  par  polaires 
réciproques  par  rapport  au  cercle  (O),  nous  obtenons  la 
réponse  à  la  première  question  : 

L! eny^eloppe  de  la  polaire  A  du  centre  d'un  cercle 
(0)  par  rapport  aux  coniques  (C)  inscrites  dans  le 
quadrilatère  circonscrit  au  cercle  (O)  et  à  une  para- 
bole donnée  (P)  est  une  parabole  (H)  inscrite  dans  le 
triangle  auto  polaire  commun  aux  coniques  {Q)  et  ad- 
mettant pour  directrice  la  droite  qui  joint  les  milieux 
des  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit  à  (O)  et 

à(P). 

Cette  parabole  (H)  est  la  transformée  de  (h)  par  rap- 
port à  (O).  De  sorte  qu'au  lieu  des  pôles  a  de  la  droite 
de  l'infini  par  rapport  aux  coniques  (c)  correspond 
l'enveloppe  de  la  polaire  A  du  centre  de  (O)  par  rapport 
aux  coniques  (C). 

Cette  transformée  est  une  parabole  parce  que  (h) 
passe  par  le  centre  du  cercle  (O).  De  plus,  comme  T hy- 
perbole équilatère  (h)  passait  par  les  milieux  des  côtés 
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et  des  diagonales  intérieures  du  quadrilatère  abcd^  les 
six  droites  menées  par  les  six  sommets  du  quadrilatère 
ABCDEF  [circonscrit  à  (O),  les  points  de  contact  étant 
12)  b^  c,  d^  parallèlement  à  leurs  polaires  respectives 
seront  six  tangentes  à  cette  parabole  (H). 

On  peut  voir  a  priori  que  les  quatre  droites  AC,  BD, 
EF  et  la  droite  de  TinGni  sont  des  tangentes  à  l'enve- 
loppe cherchée.  Les  trois  droites  AC,  BD,  EF  peuvent, 
en  effet,  être  considérées  comme  représentant  trois  co-* 
niques  inscrites  dans  le  quadrilatère  ABCDEF.  Les  po- 
laires de  o  par  rapport  a  ces  coniques  réduites  à  des 
droites  doubles  sont  précisément  ««s  droites.  Quant  à 
la  droite  de  Tinfini,  c'est  la  polaire  de  o  par  rapport  au 
cercle  (O)  qui  appartient  aux  coniques  (C)  inscrites 
dans  le  quadrilatère  ABCDEF. 

LMiyperbole  {h)  passant  par  les  sommets  du  triangle 
MNP  formé  par  les  diagonales  de  abcd^  la  parabole  (H) 
sera  inscrite  dans  ce  triangle.  Sa  direction  passera,  par 
suite,  par  le  centre  o  de  (O)  puisque  MNP  est  auto- 
polaire par  rapport  à  ce  cercle.  Je  dis  maintenant  que 
cette  directrice  est  précisément  la  droite  joignant  les 
milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  ABCDEF  qui 
contient  o  et  qui  est  appelée  droite  de  JVewton, 

Nous  nous  appuierons  pour  cela  sur  ces  deux  pro- 
priétés : 

Lemme  L  —  TJ hyperbole  (h)  lieu  des  centres  des 
coniques  (c)  passant  par  l* intersection  d'un  cercle  (O) 
et  d'une  conique  (p)  qui  passe  par  son  centre  O  a  pour 
tangente  en  ce  point  o  la  normale  à  (p). 

Lemme  IL  —  Quand  on  transforme  par  polaires  ré- 
ciproques une  parabole,  le  centre  du  cercle  (O)  par  ra//- 
port  auquel  on  transforme  étant  sur  la  directricf^,  on 
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obtient  une  hyperbole  équilatère  tangente  à  la  direc- 
triceau  centre  du  cercle  (O)  et  réciproquement  (*  )• 

Cela  posé,  quand  nous  transformons  la  conique  (^), 
la  direction  des  diamètres  de  la  parabole  (P)  trans- 
formée de  {p)  par  rapport  à  (O)  est  la  droite  A  de 
Newton  relative  au  quadrilatère  ABCD. 

Cette  droite  n'est  autre  que  la  normale  à  {p)  en  o, 
qui  est  la  tangente  à  (Ji)  en  ce  point  (lemme  I)  et, 
d'après  le  lemme  U,  ce  sera  la  directrice  de  (H). 

Comme  les  parallèles  menées  par  ABCD  à  leurs  po- 
laires par  rapport  à  (O)  sont  quatre  tangentes  à  (H),  il 
résulte  de  là  que  le  quadrilatère  inscriptible  a^yS  ainsi 
formé  est  tel  que  la  droite  A'  qui  joint  les  milieux  de  ses 
diagonales  est  perpendiculaire  à  la  droite  A  de  JNewton 
du  quadrilatère  ABCD,  d'où  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  Si,  par  les  quatre  souunels  d'un  qua- 

(*)  Considérons  aae  hyperbole  équilatère  (A)  de  centre  G  (s,  P)^ 

(A)  xy  —  ^y  —  aLX  =  Oj 

(o)  «*H-;K'— p*  =  o. 

La  transformée  par  polaires  réciproques  sera,  par  rapport  au  cercle 
(O), 

(H)  (a^-  pir-p»)'-4p»pa?  =  o, 

qui  est  une  parabole  (H)  admettant  pour  direction  des  diamètres  la 
droite  ay  —  pa?  =  o  perpendiculaire  à  la  droite  ^y  h-  olx  =  o  qui 
est  la  tangente  en  o  à  (A).  Celte  parabole  est  de  plus  tangente  aux 
deux  parallèles,  aux  asymptotes  de  (A)  menées  par  le  centre  o  de 
(O). 

Sa  directrice  est  la  droite  ^y-hax  =  o  perpendiculaire  à  la  di- 
rection des  diamètres  et  passant  par  l'origine  qui  est  le  sommet 
d'un  angle  droit  circonscrit  à  (H).  On  voit  que  celte  directrice 
n'est  autre  que  la  tangente  à  (A)  en  ce  point  o. 

Cette  droite  PyH-aa?=:o  est  parallèle  à  la  polaire  du  centre  G 
(qi,P)  de  (A)  par  rapporta  (O)  qui  a  pour  équation 

?y  H-  ctx  —  p'  =  0. 
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drllatcre  circonscrit  à  un  cercle,  on  mène  des  paral- 
lèles à  leurs  polaires  par  rapport  au  cercle,  ces  quatre 
dernières  droites  forment  un  second  quadrilatère  qui 
est  tel  que  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ses  diago- 
nales est  perpendiculaire  à  la  droite  analogue  dans  le 
premier. 

La  droite  A'  donne  en  effet  la  direction  des  diamètres 
de  H. 

Cette  seconde  partie  se  déduira  immédiatement  de  la 
propriété  suivante,  que  nous  allons  établir  : 

Lemme  III.  —  L'hyperbole  aux  pieds  des  normales 
menées  du  centre  d'un  cercle  à  l'une  des  coniques  qui 
sont  circonscrites  à  un  quadrilatère  inscrit  dans  ce 
cercle  est  la  même  pour  toutes  les  coniques  et  coïncide 
avec  Vhjperbole  des  neuf  points  relalis^e  à  ce  quadri- 
latère. 

En  eilct,  considérons  Tune  des  coniques  (C|)  5  Thy- 
perbole  (//|  )  aux  pieds  des  normales  menées  de  o  à  (C|  ) 
n'est  autre  que  Thyperbole  (A).  Les  axes  de  (C|)  sont, 
comme  ou  le  sait,  parallèles  aux  bissectrices  de  deux  des 
côtés  du  quadrilatère  ûAcrf  ;  c'est-à-dire  que  les  asym- 
ptotes de  (/i)  et  (A,)  sont  parallèles.  De  plus,  (Ji)  et 
{hx  )  ont  encore  en  commun  le  centre  o  du  cercle  (O) 
et  le  centre  de  la  conique  (C|)  considérée  5  pour  qu'elles 
coïncident,  il  suffit  de  montrer  qu'elles  ont  un  cin- 
quième point  commun.  Or,  si  nous  montrons  que  ceci 
a  lieu  pour  Tune  des  coniques  (c),  il  est  évident,  par 
raison  de  continuité,  que  ce  sera  vrai  pour  l'une  quel- 
conque des  coniques  (C). 

Prenons,  à  cet  effet,  les  coniques  particulières  (ac,  M  ), 
{ah^  de)  et  {ad^  bc)  ;  les  pieds  des  normales  menées  de 
o  sur  (ac,  bd)  sont  les  milieux  des  segments  ac  et  bd. 
Or  ces  points  appartiennent  à  /i. 
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Pour  cette  conique  (c)  particulière  les  deux  hyper- 
boles coïncident;  il  en  est  de  même  pour  les  coniques 
(ai,  de)  ^  la  propriété  est  par  suite  démontrée. 

Si  Ton  transforme  par  rapport  au  cercle  (O),  nous 
en  déduisons  : 

L'enveloppe  des  tangentes  o  aux  coniques  (C)  in- 
scriles  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle  (O) 
et  à  une  parabole  (P)  aujc  points  oii  la  normale  passe 
par  le  centre  o  de  (O)  est  la  parabole  (H)  tangente 
aux  côtés  du  triangle  autopolaire  commun  aux  coni- 
ques (C)  et  admettant  pour  directrice  la  droite  de 
Newton  A  relative  à  ce  quadrilatère. 

Remarquons  que  cette  parabole  (H)  a  son  axe  per- 
pendiculaire à  celui  de  (P)  ;  par  suite,  les  paraboles  (P) 
et  (H)  se  coupent  en  quatre  points  formant  un  quadri' 
latère  inscriptible  dans  un  cercle. 

Nous  rappelons,  pour  trouver  Tenvcloppe  des  axes, 
cette  propriété  bien  connue  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère  est  la  droite  joignant  les  milieux  des  dia- 
gonales^ cette  droite  est  dite  droite  de  Newton  rela-- 
live  à  ce  quadrilatère. 

Je  dis  que  Tenveloppe  des  axes  des  coniques  (C)  est 
la  parabole  (H)  déjà  trouvée. 

Considérons,  en  effet,  un  point  co  sur  la  droite  de 
Newton  relative  au  quadrilatère  ABCD;  il  existe  une  et 
une  seule  conique  (C)  tangente  à  trois  côtés  du  quadri- 
latère et  admettant  ce  poinl  o)  pour  centre.  Elle  sera 
évidemment  tangente  au  quatrième  côté.  Puisqu'il 
n'existe  çpxune  seule  conique  (C)  admettant  ce  point  cj 
pour  centre,  il  n'y  a  que  deux  droites  rectangulaires  qui 
passent  par  ce  point  et  qui  soient  tangentes  à  Tenve- 
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loppe  cherchée.  Cette  enveloppe  de  seconde  classe  sera 
conséquemment  une  conique.  Cette  conique  étant  telle 
que  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  qui  lui  sont 
circonscrits  est  une  droite  A,  c'est  une  parabole  admet- 
tant A  pour  directrice. 

Si  Ton  considère  les  coniques  particulières  ÂC,  6D, 
EF,  on  voit  que  ces  droites  et  les  perpendiculaires 
en  leurs  milieux  sont  six  droites  tangentes  à  cette  para- 
bole qui  est  précisément  la  parabole  H  comme  ayant  en 
commun  avec  elle  trois  tangentes  et  la  directrice. 

Nous  déduisons  de  ce  qui  précède  les  propriétés  re- 
marquables, peut-être  nouvelles,  du  quadrilatère  cir- 
conscrit à  un  cercle. 

Théorème  II.  —  Les  perpendiculaires  aux  diago- 
nales d'un  quadrilatère  circonscjit  à  un  cercle  en  leurs 
milieux  forment  un  triangle  dont  le  point  de  concours 
des  hauteurs  est  sur  la  droite  de  Newton  de  ce  qua- 
drilatère. 

Théorème  II  bis,  —  Etant  donné  un  quadrilatère 
quelconque,  il  existe  toujours  une  parabole(H)  tangente 
aux  trois  diagonales  et  admettant  pour  directrice  la 
droite  de  Newton  de  ce  quadrilatère. 

Théorème   III.   ^ —    Etant  donné    un    quadrilatère 
ABCD  circonscrit  à  un  cercle  (O),  si  Von  circonscrit 
le  cercle  (T^)  au  quadrilatère  apyj  obtenu  en  menant 
des  points  A,  B,  C,  D  des  parallèles  à  leurs  polaires 
par  rapport  à  (O)^  et  les  cercles  (Ta),  (Fa)  circonserits 
aux  triangles  formés,  l'un  par  les  trois  diagonales  de 
ABCD,  l'autre  par  les  perpendiculaires  élevées  nujc 
milieux  de  ces  diagonales,  on  obtient  trois  cercles 
(Fi),  (F,)  et  (Fs)  se  coupant  en  un  même  point.  Les 
projections  orthogonales  de  ce  point  sur  les  côtés  des 
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tieux  triangles  et  sur  les  côtés  du  quadrilatère  a^yS 
sont  dix  points  situés  sur  une  droite  perpendiculaire  à 
la  droite  de  Newton  relatii^e  au  quadrilatère  ABCD. 

Théorème  IV.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  un  cercle,  si  l'on  trace  les  sj métriques  des 
trois  diagonales  par  rapport  à  la  droite  de  Newton 
relative  à  ce  quadrilatère,  on  obtient  trois  droites 
concourantes  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé 
par  les  trois  diagonales. 

Théorème  V.  —  La  perpendiculaire  menée  du  centre 
o  d'un  cercle (O)  à  la  droite  de  Newton  relatis^e  à  un 
quadrilatère  circonscrit  à  ce  cercle  passe  par  le  centre 
G  de  gravité  du  quadrilatère  inscrit  dans  ce  cercle  et 
qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact  du  premier. 

Ce  dernier  théorème  résulte  de  ce  que  la  polaire  (*) 
(lu  centre  de  gravité  G  du  quadrilatère  inscrit  par  rap- 
port au  cercle  est  parallèle  à  la  droite  de  Newton  du 
quadrilatère  circonscrit,  de  sorte  que  GO  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  de  Newton. 

Remarquons  que  la  première  et  la  troisième  question 
sont  susceptibles  de  généralisation, 

I**  V enveloppe  de  la  polaire  A  d'un  point  de  la 
droite  de  Newton  d'un  quadrilatère  quelconque  par 
mpport  aux  coniques  (G)  inscrites  dans  ce  quadrila- 
tère est  une  parabole  {^^  )  inscrite  de  ce  triangle  auto- 
polaire  commun  aux  coniques  (G). 

QL^  L' enveloppe  des  axes  des  coniques  (C)  inscrites 
dans  un  quadrilatère  quelconque  est  la  parabole  (H) 


(«)    ]L.a  polaire  de  G  esl  donc  bien  parallèle  à  la  directrice,  c'est 
à-dire  à  la  droite  de  Newton. 
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inscrite  dans  le  triangle  autopolaire  commun  aux  co^ 
niques  {Cy^  sa  directrice  étant  la  droite  K  de  Newton 
de  ce  quadrilatère. 

Il  n'y  a  rien  à  modifier,  pour  la  démonstration,  aux 
méthodes  données.  Les  paraboles  (H)  et  (H|)  ne  coïn- 
cident que  si  le  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle. 
Il  résulte  de  cette  généralisation  que  les  théorèmes  II 
et  IV  sont  encore  vrais  pour  un  quadrilatère  quel- 
conque. 

La  seconde  question  ne  peut  se  généraliser,  car  le 

lieu  dans  le  cas  d'un  quadrilatère  quelconque  est  une 

quartique  qui ,  lorsque  le  quadrilatère  est  circonscrit 

a  un  cercle,  se  décompose  en  deux  coniques  ;  le  cercle 

et  la  parabole  (H). 

Cherchons  maintenant  la  polaire  de  O  par  rapport  à 
cette  parabole  remarquable;  nous  résolvons  ainsi  la  der- 
nière partie  de  la  question* 

Cette  polaire  sera  une  cubique  circulaire  unicursale 
à  point  double  réel,  puisque  le  point  o  se  trouve  sur  la 
directrice  de  (H).  Les  tangentes  au  point  double  seront 
rectangulaires;  pour  les  construire,  il  suffira  de  mener 
par  o  des  parallèles  aux  asymptotes  de  (Ji)  \  ces  droites 
sont  en  eilét  les  tangentes  à  (H)  qui  passent  par  o. 

Ces  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des 
angles  fotrmés  par  deux  des  côtés  du  quadrilatère  abcd  : 
on  a  donc  les  tangentes  au  .point  double. 

Nous  voyons  immédiatement,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  sur  la  parabole  (H),  que  cette  cubique  passera 
par  les  six  sommets  du  quadrilatère  ABCDEF  et  aussi 
par  les  pieds  m,  /i,  p  des  hauteurs  du  triangle  MNP 
formé  par  les  trois  diagonales  du  quadrilatère  [ce  sont 
en  cilet  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  o  sur 
ce  triangle  MNP  autopolaire  par  rapport  à  (O)]. 
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Celte  cubique  (F)  passe  aussi  parles  pieds  (Of,  a):2)  ^3 
des  perpendiculaires  abaissées  de  o  sur  le  triangle  formé 
par  les  perpendiculaires  élevées  aux  milieux  des  diago- 
nales de  ABCD,  Ainsi  cette  cubique  circulaire  passe  par 
les  douze  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  m,  n,  p^  (Oi,  tj^,  (o^. 

Elle  admet  de  plus  comme  asymptote  la  parallèle  à 
la  droite  de  Newton  A  de  ABCD  menée  par  le  symétrique 
du  foyer  de  H  par  rapport  à  A.  Ceci  résulte  de  la  pro- 
priété suivante  : 

Les  podaires  des  différents  points  de  la  directrice 
d'une  parabole  sont  des  cubiques  circulaires  (F)  ad- 
mettant toutes  même  asymptote^  qui  est  la  parallèle 
à  la  directrice  menée  par  le  symétrique  du  foyer  de  la 
parabole  par  rapport  à  la  directrice  (*). 

Cette  cubique  (F)  est  suffisamment  déterminée. 

Cette  cubique  (F)  n'est  autre  que  la  cubique  (F^) 
que  Ton  trouve  comme  lieu  des  foyers  des  coniques  (C  ) 
inscrites  dans  le  quadrilatère  ABCD.  En  eflet,  ces  cubi- 
ques ont  d^abord  à  Tinfini  trois  points  communs  :  les 
deux  points  circulaires  I  et  J,  et  le  point  rejeté  à  Finfini 
dans  la  direction  de  la  droite  A  de  Newton  de  ABCD. 
Car  on  sait  que  la  cubique  (F',  )  circulaire  passe  par  les 
six  sommets  du  quadrilatère  ABCDEF  et  a  pour  asym- 
ptote la  droite  parallèle  à  A  menée  par  la  symétrique  du 
foyer  de  la  parabole  (P)  par  rapport  à  A.  Outre  ces  trois 

(•)  Soit  Féquation  de  (H) 
(H)  ^'— a/;a?4-/?'=  o, 

la  podaire  du  point  (o,  h)  situé  sur  la  directrice  de  (H)  sera 
(F)    x[x*-^{y  —  hy^-\-Tihx{y  —  k)-  p[x'-{y  -  hY]=  Q, 
la  cubique  circulaire  (F)  admettant  pour  asymptote 

x  +  p=  o. 
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points  à  riuGni,  les  deux  cubiques  (F)  et  (F',)  ont  en 
commun  les  six  sommets  de  ABGDEF.  Ayant  neuf  points 
communs,  elles  coïncident  donc.  De  ce  que  les  asym- 
ptotes des  deux  cubiques  (F)  et  (F',  )  coïncident,  nous  en 
concluons  : 

Théorème  VI.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  un  cercle  (O),  si  Von  considère  les  deux  pa- 
raboles (P)  eï  (H)  qui  sont  l'une  inscrite  dans  ce  qua- 
drilatère, l'autre  inscrite  dans  le  triangle  formé  par 
les  diagonales  et  admettant  pour  directrice  la  droite  de 
Newton  A  de  ce  quadrila^re,  elles  ont  pour  foyers 
deux  points  tels  que  la  droite  qui  les  joint  est  parallèle 
à  A. 

Théorème  VTI.  —  La  cubique  (F)  lieu  des  foyers  des 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un 
cercle  (o)  peut  être  considérée  comme  la  podaire  du 
centre  O  de  ce  cercle  par  rapport  à  la  parabole  (H). 


SOLUTION  ANALYTfOUE  DB  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  EN  1889; 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL, 
Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


i"  Prenons  pour  équations  du  cercle  et  de  la  para- 
bole les  équations  suivantes 

G  =  u^-t-i'*— p»  =  o, 

P  =  au*+  aV-^-  ib'u\>  -h  icu-¥-  i(^v  =  o. 

L'équation  des  coniques  F  inscrites  dans  le  quadrila- 
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tère  circonscrit  à  C  el  à  P  sera 

r  =  XC-t-P  =  o. 

Soient  Uo)  s^o  les  coordonnées  de  la  droite  Â;  Téqua- 
lion  du  pôle  sera 

Pour  que  ce  pôle  soit  rorigiue,  il  faut  que 

T'a.  =  O, 

ou 

Xao-t-PL,=  o, 

d*où  pour  l'enveloppe 

(H)  ttP;,-i^P'„  =  o, 

équation  d'une  parabole  (H)  inscrite  dans  le  triangle 
autopolaire  commun  à  C  et  à  P  et  admettant  pour  di- 
rectrice la  droite  ex  —  c^y  =  o. 

2^  Une  tangente  de  coordonnées  Uq^  v^q  k  T 

a  son  point  de  contact  déterminé  par  l'équation 

Le  point  situé  à  TinGni  sur  cette  tangente  a  pour 
équation 

Pour  que  ces  deux  points  soient  vus  de  l'origine  sous 
un  angle  droit,  ce  qui  exprime  que  la  normale  à  F  au 
point  de  contact  de  la  tangente  de  coordonnées  (uq^  Vq) 
passe  par  l'origine,  il  faut  que 


où 

r;.,  Mo 

Mo             Vq                   Mj  ■+-  ('Î 

en  tenant  compte  de  la  relation 

* 
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on  oblieiil 

X  Mo  -4-  p;,„  _  Ivq-^pi^  _  —  Xp«H-  Pu.,  _  _ 

Le  lieu  s'obtiendra  en  éliminant  X,  jjl  entre  les  trois 
équations  suivantes 

X  Uo-\-  fJlMo-i-  Pw,  =  O» 
Xpo-^-  KVo-h  Pi.  =  o, 
—  X,o«—  j;,(tt;-h  i;î)-H  P;„.=  o; 

Télimination  donne 

wo  Mo  P;,. 

Multiplions  la  première  ligue  par  i/^,  la   deuxième 
par  i^o,  et  ajoutons  à  la  troisième,  on  a 

Mo  Mo        P//, 

Vq  Vo         P^o        =  O, 

G       O       P 

ou  y  en  développant  et  en  supprimant  les  indices, 

C(mP;,  — pp;,)=o. 

Le  lieu  se  compose  donc  de  la  parabole  (H)  et  du 
cercle  C. 

L'équation  du  système  des  axes  de  la  conique  F  est 

6'[(Xm  +  p'„)«-(Xp-^p;,)«] 

-(a-a')[Xa-i-P;,](Xi;-i-P;,)=o, 
ou,  ordonnée  par  rapport  à  X, 
X»[6''*(a*  — p»)  — (a  — a')upj 

4-X[2i>'(MP;<~pp;,)-(a^a')(up;,-hpp;,)]« 

-4-  6'(P;«-  P',«)-(a -a')P;,P',  =  a. 

L* enveloppe  est,  par  suite, 

[•2  6''(«P;,-pP'^)    -(a-a')(MP;,-+-pP«)J* 
4|A'(«tî— p«)  — (a  — a«)Mp] 

x[//(p;;-  p;r)-f<r-  /r«)p;j>;.i^n. 
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En  simplifiant,  il  vient 

(c;P;,-  uP;)î[46'*^-(a  -  a')îl=  o. 

On  retrouve  donc  la  même  parabole  (H), 
La  podaire  de  Tongine  s'obtient  en  remplaçant  dans 
l'équation  de  (H)  u  et  v  par  les  valeurs  suivantes 

u  =  — >         V  =      • 


elle  a  pour  équation 

Cest  une  cubique  circulaire  <î  point  double  réel,  les 
tangentes  en  ce  point  double  étant  rectangulaires. 


COXGOURS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  CENTRALE  EN  1888. 


PREMIERB  SESSION. 


Calcul  trigonométrique. 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 

a  = 12352™, 22, 

^  =  i5637",43, 
c  =  18211", 65. 

On  demande  de  calculer  les  trois  angles,  la  surface  et  la 
longueur  de  la  bissectrice  de  Tangle  A  de  ce  triangle. 

Géométrie  analytique. 

Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  O^,  Oy  et  un  point 
A  sur  Taxe  des  x,  on  considère  le  faisceau  des  coniques  pour 
lesquelles  Taxe  des^  est  une  directrice  et  le  point  A  un  som- 
met de  l'axe  focal.  Par  un  point  quelconque  M  du  plan  des 
axes  passent  deux  coniques  de  ce  faisceau,  réelles  ou  imagi- 
naires. 

1**   Déterminer  les  parties  du  plan  dans  lesquelles  doit  être 
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le  point  M  pour  que  les  deux  coniques  du  faisceau  qui  pas- 
sent par  ce  point  soient  réelles,  et  celles  où  il  doit  être  pour 
que  les  deux,  coniques  soient  imaginaires.  (La  ligne  de  sépa- 
ration est  de  degré  supérieur  au  second.) 

a**  Reconnaître,  d'après  la  position  d'un  point  par  lequel 
passent  deux  coniques  réelles,  le  genre  de  ces  coniques. 

S""  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées de  l'origine  des  coordonnées  à  toutes  les  cooiques  du 
faisceau  considéré. 

Chimie, 

1**  Indiquer  les  usages  de  l'acide  sulfurique,  en  donnant, 
sous  forme  de  tableau  synoptique,  les  réactions  de  préparation 
des  divers  corps  pour  lesquelles  on  emploie  cet  acide. 

1°  On  donne  dans  un  eudiomètre  40^*  d'un  mélange  d'oxyde 
de  carbone  et  d'hydrogène.  On  y  ajoute  20*  d'oxygène  et  on 
enflamme  le  mélange  des  gaz  par  une  étincelle  électrique. 

11  se  dépose  de  l'eau  sur  les  parois  de  l'eudiomètre  et  il 
reste  dans  l'appareil  un  résidu  de  ao**  d'acide  carbonique 
absorbable  totalement  par  la  potasse. 

On  demande  de  déterminer  à  l'aide  de  ces  données  la  com- 
position du  mélange  gazeux  mis  en  expérience. 

On  donne  les  équivalents  en  volume  : 


GO  =  a'-*, 

0   ==  l'^'S 

H  ~  a'o', 

GO»  =  a''*', 

HO   =a-'. 

Physique, 

1.  Quelles  sont  les  expressions  x  et  j^  des  tensions,  mesurées 
a  o  et  à  ^  degrés,  de  l'acide  carbonique  sec  emmagasiné  dans 
un  ballon  en  verre  fermé  qui  reste  en  équilibre  dans  Tair  dans 
des  conditions  de  température,  de  pression  et  d'état  hygromé- 
trique données. 

2.  Exemple  numérique  : 

Volume  extérieur  du  ballon  à  o" V  =  la"*,  675 

Volume  intérieur U  =  ia"*,57i 

Poids  de  l'enveloppe it  =    66*',  348 

Température /  =  32* 
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Pression  atmosphérique U  =  76^,83 

Etat  hygrométrique ^=  0,68 

Tension  maxima  de  )a  vapeur  d'eau  à  r* F  =  3*",  536 

Coefficient  de  dilatation  de  l'enveloppe K  =  o, 000023 

Coefficient  de  dilatation  du  gaz a  =  o,oo3665 

Poids  du  litre  d'air  à  o*  et  76*"  de  pression. .  a  =r  18^,293 

Densité  de  Tacide  carbonique d=:  i, 5-29 


Épure. 

On  donne  dans  le  plan   horizontal  une  droite  AB,  A'B'  de 
100°""  de  longueur,  faisant  un  angle  de  4^''  avec  la  ligne  de 
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terre.  Par  le  point  A,  on  mène  une  droite  Ac,  A'c'  également 
inclinée  sur  les  deux  plans  de  projection;  puis,  ensuite,  on 
mène  la  bissectrice  Arf,  A'cf  de  Tangle  cAB,  c'A'B'.  Par  le 
point  B,  B'  dans  le  plan  des  deux  droites  AB,  A'B',  Ac,  A'c', 
on  mène  une  droite  Be,  B'e'  faisant  avec  AB,  A'B'  un  angle 
eBA,  tf'B'A'  de  3o». 

On  considère  maintenant  la  surface  conique  engendrée  par 
la  droite  Ac,  A'c'  tournant  autour  de  A^,  A'^,  puis  la  surface 
conique  engendrée  par  la  droite  AB,  A'B'  tournant  autour  de 
Be,  B'«',  et  Ton  demande  de  déterminer  Tintcrsection  de  ces 
deux  surfaces  coniques. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  la  surface  conique 
ayant  comme  sommet  B,  B'  n'existe  pas,  et  que,  de  l'autre  sur- 
face (supposée  opaque),  il  n'existe  que  la  partie  comprise  entre 
le  sommet  A',  A  et  l'intersection  des  deux  surfaces  coniques. 
On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  d'un  point 
quelconque  de  l'intersection   et   de   la  tangente  en   ce   point, 
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relie  des  points  remarquables  et  des  tangentes  en  ces  points. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  Taide 
d'une  légende  placée  dans  la  partie  gauche  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive.  Titre  intérieur  :  In- 
tersection de  deux  surfaces  coniques. 

On  prendra  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  grands  côtés  du 
cadre  et  à  90""  du  côté  inférieur  du  cadre.  La  projection  ver- 
ticale A'  du  sommet  A  se  trouve  sur  la  ligne  de  terre,  à  égale 
distance  des  deux  petits  côtés  du  cadre. 


SECONDE  SESSION. 


Calcul  trigonomé trique. 

Calculer  les  angles  d'un  triangle  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit, connaissant  les  trois  côtés 

a  =  44351,22, 
6  =  59134,96, 
c  =  73918,70. 


Géométrie  analytique. 
On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

et,  dans  son  plan,  un  point  P  (/>,  q)  par  lequel  on  mène  deux 
droites  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  axes.  On  con- 
sidère toutes  les  coniques  passant  par  les  points  d'intersection 
de  ces  droites  avec  l'ellipse  donnée.  Ecrire  l'équation  générale 
de  ces  coniques;  trouver  le  lieu  de  leurs  centres  et  distinguer 
les  portions  de  cette  courbe  qui  correspondent  à  des  centres 
d'ellipse  ou  à  des  centres  d'hyperbole. 

On  prend  la  polaire  de  l'origine  des  coordonnées  par  rapport 
à  chacune  des  coniques  et  on  abaisse,  du  point  P,  une  perpen- 
diculaire sur  cette  polaire.  Trouver  le  lieu  des  pieds  de  ces 
perpendiculaires.  Parmi  les  coniques  considérées  se  trouvent 
deux  paraboles;  trouver  leurs  foyers  pour  une  position  donnée 
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(lu  poini  I*  et  les  lieux  <le  ces  foyers  lorsque  le  point  F*  par- 
court :  i**  une  des  bissectrices  des  axes  de  Tellipse  donnée,  a"  la 
circonférence  circonscrite  au  rectangle  des  axes  de  cette  el- 
lipse. 

Physique. 

Un  ballon  vide  pèse  ajo**";  plein  d'air  il  pèse  257*'", 80;  plein 
d'un  autre  gaz,  il  pèse  264^*", 68. 

On  demande  de  calculer  la  densité  de  ce  gaz  par  rapport  à 

I»  • 
air  : 

i"  Dans  le  cas  où  la  pression  et  la  température  sont  les 
mêmes  pendant  toute  la  durée  des  pesées; 

2**  Dans  le  cas  où,  la  température  restant  la  même,  la  pres- 
sion a  été  de  o™,770  pendant  la  pesée  du  ballon  plein  d'air,  et 
o",78o  pendant  la  pesée  du  ballon  plein  de  gaz  ; 

3®  Dans  le  cas  où,  la  pression  restant  la  même,  la  tempéra- 
ture a  été  i5"  pendant  la  pesée  du  ballon  rempli  d'air,  et  25** 
pendant  la  pesée  du  ballon  rempli  de  gaz  ; 

4**  Dans  le  cas  où,  pour  la  pesée  du  ballon  plein  d*air,  la 
pression  a  été  o™,77o  et  la  température  i5"et,  pour  la  pesée  du 
ballon  plein  de  gaz,  la  pression  a  été  o™,  780  et  la  température  25", 

On  donne 

a  coeffirient  de  dilatation  du   gaz  -~  0,00367. 

Chimie. 

i®  Décrire  les  préparations  et  les  expériences  dans  lesquelles 
on  fait  usage  du  chlorate  de  potas«<«^ 
ji**  Analyse  du  biowdc  d'azote. 


Epure, 
On  donne  : 

1'*  Un  cvlindre  de  révolution  F  dont  l'axe  est  la  droite  de 
front  cd^  c  d \  celte  droite,  qui  fait  un  angle  de  60**  avec  le  plan 
horizontal,  est  éloignée  de  o",  i3  du  plan  vertical  de  projection  : 
la  trace  horizontale  c  est  à  o'",o7o  du  côté  vertical  de  droite 
du  cadre  ;  le  rayon  du  cylindre  est  de  o'",  oj. 

a**   Une  surface  de  révolution  II  engendrée  par  une  hyper- 
bole   tournant  autour  de   l'axe   vertical  O,  O'^'  situé  dans   le 
iii^inc  plan  de  front  que  l'axe  du  cylindre  ;  le  point  O  est  à  égale 
Ann.  lie  Mathemat..  'S'  série,  t.  Vlir.  (.Iiiillet  iSH.,.  )  XO 
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distance  des  deux,  côtés  verticaux  du  cadre.  L'hyperbole  gé- 
nératrice est  située  dans  un  plan  P'aP  perpendiculaire  au  plan 
vertical  et  faisant  un  angle  de  60^  avec  le  plan  horizontal. 

Ce  plan  rencontre  Taxe  de  la  surface  en  un  point  dont  la 
cote  est  o"",i3.  L'axe  de  Thyperbole  est  l'intersection  du  plan 


\ 


^in|r 


JàL. 


JikOfU , 


P'aP  et  du  plan  de  front  qui  passe  par  l'axe  de  la  surface  de 
révolution.  La  projection  horizontale  de  l'hyperbole  a  le  point 
O  pour  un  de  ses  foyers,  le  point  a  pour  sommet  correspon- 
dant, le  point  (1)  pour  centre;  la  distance  Oa  est  de  o,oo5  et  la 
distance  aa>  de  0,010.  Les  points  a  et  co  sont  tous  deux  à 
gauche  du  point  O. 

Gela  posé,  on  demande  de  trouver  les  projections  de  l'inter- 
section des  deux  surfaces  F  et  H. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  le  cylindre  comme  «i 
c'était  un  corps  plein  et  existant  seul,  en  supprimant  la  partie 
de  ce  corps  comprise  dans  la  surface  H.  On  limitera  le  cylindre 
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par  le  plan  horîzonlal  de  projection  et  par  un  autre  plan  ho- 
rizontal situé  au-dessus  et  à  o"*, i6o  du  premier.  On  indiquera 
à  Tencre  rouge  les  constructions  d*ua  point  quelconque  de 
rinterseclion ,  de  la  tangente  en  ce  point,  et  celles  des  points 
remarquables.  Ces  constructions  seront  succinctement  expli- 
quées à  l'aide  d'une  légende.  Titre  extérieur  :  Géométrie 
descriptive.  Titre  intérieur  :  Intersection  de  surfaces.  Prendre 
la  ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  et  à  égale 
distance  de  ces  deux  côtés. 


DE«0\STR4TI0^  DU  THEORÈUE  DE  PASCAL; 

P\B  M.  Alexandre  RENON, 

Élève  de  Malhémaliques  spéciales  au  lycée  de  Moulins. 


Soit  ABCDEF  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique, 
Les  côtés  AB,  BC,  CD  coupent  respectivement  DE,  EF 
et  FA  en  trois  points  L,  M  et  N.  Les  trois  premiers  côtés 
forment  un  triangle  BCH,  les   trois  autres  un  triangle 
EFK.   Pour  démontrer  que  L,  M  et  N  sont  en   ligne 
droite,  il  suffît  de  démontrer  que  ces  deux  triangles  sont 
liomulogiques,  et,  pour  cela,  que  les  trois  droites  BE,  HK 
et  CF  concourent,  La  droite  HK  coupe  la  conique  en 
P  et  Q  et  les  droites  AC,  AE  en  C  et  E'.  Tout  revient  à 
démontrer  que  les  deux  faisceaux  A(BPC),  A(FQE) 
sont  en  involution.  Or,  si  nous  appliquons  le  théorème 
de  Desargues  au  quadrilatère  ACDE  inscrit  dans  la  co- 
nique et  coupé  par  HK,   nous  voyons  que  les  couples 
HE',  PQ,  KC  sont  en   involution.  Donc  les  deux  fais- 
ceaux A(BPC),  A(FQE)sont  eu  involution;  les  droites 
BE,  HK  et  CF  concourent  et  le  théorème  de  Pascal  se 
trouve  démontré. 


(  3o8  ) 


SUR  UN  DÉPLACEMENT  PARTICULIER  DUNE  FIGURE 

DE  FORME  INVARIABLE; 

Par   m.    a.    MANNHEIM. 


Extrait  du  Tome  III  (1889)  des  Ftendiconti  del  Circolo  matematico 

di  Palermo. 


Dans  mon  travail  Sur  les  trajectoires  des  points 
d\ine  droite  mobile  dans  l'espace  (*)^  j'ai  déinonUr 
que  :  Lorsque  quatre  points  d'une  droite  mobile  restent 
sur  quatre  plans  donnés,  un  point  quelconque  de  cette 
droite  décrit  une  ellipse. 

Je  suis  arrivé  à  ce  théorème  en  faisant  usage  de  quel- 
ques propositions  de  Géométrie  cinématique. 

Certes,  la  découverte  d'une  vérité  géométrique  consti- 
tue toujours  un  progrès,  quelle  que  soit  la  voie  suivie 
pour  y  parvenir.  Mais,  à  côté  de  ce  progrès,  il  y  en  a  un 
autre  d'ordre  différent,  qui  consiste  à  démontrer  géo- 
métriquement une  vérité  géométrique,  en  ne  recourant 
qu'au  plus  petit  nombre  possible  de  propriétés  primor- 
diales. 

Les  démonstrations  données  par  plusieurs  géomètres 
du  théorème  qne  je  viens  de  rappeler  ne  répondent  pas 
à  cette  idée.  C'est  pourquoi,  le  reprenant  moi-même, 
j'ai  entrepris  Tessaî  suivant. 

En  outre,  j'ai  réuni  dans  le  présent  travail  quelques 


(*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  rfes  Sciences,  séances  dfs 
3  et  10  mars  187.3,  et  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  l.  !• 

p.   lofi. 
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théorèmes  qui  se  rattachent  directement  à  celui  énoncé 
plus  haut  et  j'ai  terminé  en  étudiant  d'une  façon  pure- 
ment géométrique  ce  qui  est  relatif  au  déplacement 
d'une  figure  dont  chacun  des  points  décrit  une  ellipse. 

§  I.  —  Sur  le  déplacement  dajvs  l'espace  d'une  droite 

DONT  tous  les  POINTS  DÉCRIVENT  DES   ELLIPSES. 

Théorème  I.  —  On  donne  quatre  plans  (P^),  (Pa)? 
(Pj),  (P4),  et  une  droite  D  qui  les  rencontre  aux  points 
pi-i  P2t  P^t  P\  •  d*  un  point  quelconque  de  l'un  des  plans 
on  peut  mener  une  droite,  et  une  seule^  qui  soit  par- 
tagée par  les  plans  donnés  comme  ceux-ci  parta- 
^ent  D. 

Soit  ai  un  point  quelconque  de  (P|  ).  Menons  un  plan 
parallèle  à  (Pa)  et  à  une  distance  telle,  qu'une  droite 
arbitraire,  issue  de  a^^  soit  partagée  par  (P2)  et  ce  plan 

parallèle,  en  segments  dont  le  rapport  est  égal  à  ^^^. 

Ce  plan  parallèle  à  (P2)  coupe  (P4)  suivant  une  droite. 
On  obtient  une  droite  analogue  sur  (P4)  en  opérant 
avec  (P3)  comme  nous  venons  de  le  faire  avec  (Pa)- 

Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  a^  :  la  droite 
ai  a^  est  la  droite  demandée  et  il  résulte  de  sa  construc- 
tion qu'elle  est  unique. 

Pour  simplifier  le  langage,  je  dirai  que  la  droite  ai  a^ 
est  proportionnelle  à  D  et  que  les  points  ai ,  a2,  «sî  «4 
où  elle  rencontre  les  plans  donnés  sont  des  points  cor- 
respondants. 

Remarque.  —  La  droite  proportionnelle  à  D  qui 
passe  par  un  point  à  l'infini  sur  l'un  des  plans  est  tout 
entière  a  Vin  fini, 

'J'^héorème  II.   —  Sur  chacun   des  plans  donnés  les 


i 
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points  correspondant  aux  points  d'une  droite  arbi- 
traire Ui  b^  de  l'un  d'eux  sont  en  ligne  droite. 

Des  points  a^  b{  menons  les  droites  a^  a^^  b^  b^  pro- 
portionnelles à  D  et  formons  le  quadrilatère  ai^i^^i^. 
Les  droites  a^b>2s  ^s^s  paitagent,  connue  Ton  sait,  en 
segments  proportionnels  aux  segments  de  D  toutes  les 
droites  qui  divisent  proportionnellement  les  côtés  at  £|, 
«4^4  :  de  là  résulte  le  théorème  énoncé. 

Je  dirai  que  les  droites  a^b^^  C!2b2'i  ^3^3.  (^ib^  sont 
orrespondantes. 

Théorèmje  III.  —  On  construit  des  droites  propor- 
tionnelles à  D  et  l'on  prend  sur  chacune  de  ces 
droites  le  point  homologue  à  un  point  arbitraire  pi 
de  D  :  tous  ces  points  appartiennent  à  un  même  plan 

(PO- 

Il  résulte  de  la  démonstration  du  théorème  précédent 
que  les  points  homologues  de  p^y  sur  les  droites  pro- 
portionnelles à  D  qui  s'appuient  sur  atb^  appartiens 
nent  à  une  droite  a^b^.  On  peut  dire  la  même  chose 
pour  toutes  les  droites  issues  de  y^i  qui  s'appuient  sur 
ai  bf.  On  obtient  ainsi  des  droites  partant  de  p^  et  qui 
s^appuient  sur  ^565.  Le  lieu  de  ces  droites  est  un  plan 
(Ps)  qui  contient  d'après  cela  l'homologue  de  pg  pris  sur 
une  droite  quelconque  proportionnelle  à  D. 

Par  chacun  des  points  de  D  passe  un  plan,  tel  que 
(P,).  Je  dirai  que  tous  ces  plans  appartiennent  tui  sjs^ 
tème  des  quatre  plans  donnés. 

Remarque. —  Du  théorème  II  résulte  qu'à  une  droite 
de  Vun  des  plans  du  système  correspond  une  droite 
sur  tous  les  autres. 

Théorème  IV.  —  Si  l'on  prend  sur  Vun  des  plans 
du  système  des  droites  convergentes  en  un  point  à  dis- 
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lance  finie  ou  infinie,  il  leur  correspond  y  sur  tous  les 
autres  plans,  des  droites  convergentes  en  un  point  à 
dislance  finie  ou  infinie. 

Ce  ihëorème  se  démontre  immédiatement  en  em- 
ployant la  droite  proportionnelle  à  D  qui  passe  par  le 
point  de  convergence  des  droites  données. 

Théorème  V .  —  j4  une  conique  tracée  sur  l'un  des 
plans  du  système  correspond  une  conique  sur  chacun 
des  autres  plans  du  système, 

A  une  droite  de  l'un  des  plans  du  système  correspond 
une  droite  sur  chacun  des  autres  plans,  par  suite  à  une 
«:ourbe  d'un  certain  ordre  correspond  une  courbe  de  ce 
même  ordre  sur  chacun  des  autres  plans  du  système. 
En  particulier,  ceci  est  vrai  pour  une  conique  tracée  sur 
lun  des  plans  du  système. 

Théorème  VI. — '  Si  une  conique  Ci  tracée  sur  (Pi) 
est  une  ellipse,  las  courbes  correspondantes  sont  aussi 
des  ellipses. 

Car  C|  n*ayant  pas  de  point  à  Tintini  il  en  est  de 
même  sur  les  coniques  correspondantes. 

Théorème  VU.  —  Les  centres  des  coniques  corres- 
pondantes Cl,  C2,  Cj  sont  des  points  correspondants. 

En  effet,  une  tangente  à  C|  a  pour  correspondantes  des 
tangentes  aux  coniques  correspondantes  Ca,  Cj,  .... 
Deux  tangentes  à  C{,  qui  sont  parallèles,  ont  pour  cor- 
respondantes, d'après  le  théorème  IV,  des  tangentes  pa- 
rallèles pour  chacune  des  ellipses  correspondant  à  C|. 
Par  suite,  les  diamètres  de  contact  de  ces  tangentes  pa- 
rallèles se  correspondent  et  alors  aussi  les  centres  des 
f*llipses  correspondantes. 
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Appliquons  les  théorèmes  précédents  :  prenons  un 
ellipsoïde  (S)  et  coupons-le  par  un  plan  arbitraire  (P). 
Appelons  S  la  section  ainsi  obtenue.  On  sait  que  les 
normales  à  (S),  dont  les  pieds  sont  les  points  de  S, 
sont  partagées  par  (V)  et  les  plans  principaux  de  (S) 
en  segments  proportionnels,  c'est-à-dire  que  ces  nor- 
males sont  des  droites  proportionnelles. 

De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  il  résulte  que  ; 

Les  traces  de  ces  normales  sur  les  plans  principaux 
de  (S)  sont  des  ellipses,  que  les  centres  de  ces  courbes 
sont  sur  une  droite  qui  passe  par  le  centre  de  S  et  eniin 
<(ue  cette  droite  des  centres  est  proportionnelle  aux 
normales  de  (S). 

Prenons  rellipsoïde  concentrique  et  liomotkétique  à 
(S)  qui  est  tangent  à  (P).  Son  point  de  contact  avec 
(P)  est,  comme  Ton  sait,  le  centre  de  S.  La  perpendi- 
culaire à  (P)  élevée  de  ce  centre  pst  la  normale  à  cet 
ellipsoïde.  Comme  cette  surface  est  komotliétique  à  (S), 
celte  normale  est  proportionnelle  aux  normales  de  (S): 
elle  est  alors  la  droite  des  centres  des  ellipses  qui  en- 
trent dans  le  dernier  énoncé.  On  peut  donc  compléter 
celui-cî  en  disant  :  Cette  droite  des  centres  est  perpen- 
diculaire au  plan  (P). 

Reprenons  maintenant  les  plans  du  système  et  la 
droite  D  dont  nous  nous  sommes  servis  d*abord. 

J'appelle  droite  égale  à  D  une  droite  sur  laquelle  les 
plans  du  système  déterminent  des  segments  égaux  aux 
segments  que  ces  plans  déterminent  sur  D. 

Tni^ORÎ^MK  VIII.  —  Sur  une  droite  arbitraire  a^bi 
de  (P|),  il  ne  peut  y  avoir  t/ue  deux  points  par  leS" 
quels  passent  des  droites  égales  à  D. 

Par  rt,  et  A,  (/ig.  i)  menons  des  droites  proportion- 
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nelles  à  D;  elles  rencontrent  (P^)  en  «a  et  Aj.  Par 
a^  menons  la  droite  a^/,  égale  et  parallèle  à  aiZ^i,  puis 
menons  la  droite  /ia-  Sur  le  plan  btlb^  décrivons  du 
point &|  comme  centre  une  circonférence  ayant  un  rayon 
égal  au  segment  compris  sur  D  entre  (P|  )  et  (Pa)- 

Cette  circonférence  coupe  Ib^  aux  points  g^  A^  de  ces 
points  menons  gni-i^  hn^  parallèlement  à  a-xl.  Les  points 
///2,  /i2î  où  ces  droites  rencontrent  «2^2  appartiennent 
aux  droites  égales  demandées  ;  Tune  vum^  est  paral- 
lèle h  gbx^  l'autre  n-^rix  est  parallèle  à  AA|. 


D'abord  les  segments  niim^^  n^  n^  sont  égaux,  puis- 
(|u'ils  sont  respectivement '[égaux  aux  segments  égaux 
gb^^  fibi)  ensuite  ils  appartiennent  à  des  droites  pro- 
portionnelles a  D,  puisque  a^  a^^  m^  m2)  ^k  ^27  étant  pa- 
rallèles au  plan  Ihib,  partagent  a^bx  et  aib^  en  seg- 
ments proportionnels. 

On  voit  ainsi  que  les  droites  égales  qui  s'appuient  sur 
«|6|  sont  les  deux  seules  droites  mini^,  n^n^- 

Rkm\K(^)ues.  —  Lors([ue  l'arc  décrit  du  point  i< 
comme  centre  coupe  /^ft  en  deux  points,  il  y  a  deux 
droî  tes  égales  (|ui  s'appuient  sur  a^b^.  Mais,  si  cet  arc  est 
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langent  à  Ib^  il  n'y  a  plus  qu^une  droite  égale  0|  02  dont 
la  longueur  est  celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
&i  sur  /&«.  La  droite  OfO^  est  aiors,  panni  les  droites 
proportionnelles  à  D  qui  s^appuîcnt  sur  ai  6,,  celle  sur 
laquelle  les  plans  du  système  interceptent  les  plus  petits 
segments.  L^arc  tangent  à  Ib^  touche  cette  droite  au  mi- 
lieu de  gh.  De  tout  cela  résulte  que  : 

La  droite  proportionnelle  à  D  qui  s'appuie  sur  a^b^ 
et  sur  laquelle  il  y  a  les  plus  petits  ^segments ,  est  la 
droite  0\Of  qui  joint  les  milieux  des  segments  m^n^^ 
m^n^  determint's  sur  les  droites  correspondantes  a^  i|, 
a^b^  par  deux  droites  égales.  Le  segment  o«  Ot  est  égal 
à  la  bissectrice  du  triangle  isoscèle  gb^h. 

Théorème  IX-  —  Le  lieu  des  points  d'un  plan  du 
sjstème  doit  parlent  des  droites  égales  est  une  el- 
lipse V,. 

Ce  lieu  est  une  eoiyque,  puisque,  d'après  le  théorème 
précédent,  une  droite  quelconque  de  ce  plan  ne  le  ren- 
contre qu'en  deux  points.  Celte  conique  est  une  ellipse, 
car  il  ne  peut  y  avoir  de  point  à  Tinfini,  puisque  d'un 
pareil  point  on  ne  peut  mener  une  droite  égale  à  une 
droite  donnée  à  distance  finie. 

Remarque.  —  On  peut  encore  énoncer  ainsi  ce  théo- 
rème : 

Si  l'on  déplace  une  droite  de  façon  que  quatre  de 
ses  points  restent  sàr  quatre  plans  donnés,  tous  ses 
points  décrivent  simultanément  des  ellipses. 

Ces  ellipses  sont  des  courbes  correspondant  à  E  et, 
en  vertu  du  théorème  VII,  leurs  centres  sont  en  ligne 
droite, 

_\ous   avons  ainsi  retrouvé  le  théorème  rappelé  au 
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commencement  de  ce  travail  en  y  ajoutant  ce  qui  con- 
cerne la  nature  du  lieu    des  centres    des  ellipses  dé- 
crites. 

Théorème  X.  —  La  droite  O  des  centres  des  ellipses 
correspondant  à  E  est,  parmi  les  droites  proportion- 
ntflles  à  D,  celle  sur  laquelle  les  segments  interceptés 
par  les  plans  du  sj  stènie  sont  les  plus  petits  possi^ 
hlefs  (*). 

Avec  une  corde  de  direction  arbitraire  de  Tellipse  E, 
lacordedei*eIlipse  correspondante  sur  (Pj)  et  les  droites 
égales  qui  réunissent  les  extrémités  de  ces  droites,  on 
forme  un  quadrilatère  gauche  analogue  au  quadrilatère 
m,  r;/2  72f  «2  Je  la  fig.  i . 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  la  droite  proportion- 
nelle à  D  qui  s'appuie  sur  ces  cordes,  et  sur  laquelle  il  y 
a  les  plus  petits  segments>  s'obtient  en  joignant  par  une 
droite  les  milieux  de  ces  cordes.  Pour  chacune  des 
cordes  de  E  parallèles  entre  elles^  on  obtient  ainsi  une 
droite  qui  passe  par  le  milieu  de  cette  corde;  toutes  ces 
droites  s'appuient  sur  le  diamètre  dont  la  direction  est 
conjuguée  de  celle  de  ces  cordes  parallèles. 

On  peut  répéter  pour  ce  diamètre  ce  que  je  viens  de 
dire  pour  une  corde  et  Ton  trouve  ainsi  que  la  droite 
proportionnelle  à  D,  sur  laquelle  les  plans  du  système 
interceptent  les  plus  petits  segments,  passent  par  le 
centre  de  E  et  alors  aussi  par  les  centres  des  ellipses 
correspondant  à  cette  courbe.  Le  théorème  se  trouve 
ainsi  démontré. 

Théorème  XI.  —  Les  droites  égales,  qui  s' appuient 


(')  Halphen,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France. 
t.  I,  p.  M  \, 
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sur  E,  sont  également  inclinées  sur  la  droite  O  des 
centres  des  ellipses  correspondant  à  E. 

Supposons  que  m^  n^  (Jig.  i  )  soient  les  extrémités 
d'un  diamètre  de  E.  Parmi  les  droites  proportionnelles 
à  D  qui  s'appuient  sur  ce  diamètre,  celle  sur  laquelle  il 
y  a  les  plus  petits  segments  est  la  droite  O1O2  qui  est 
égale,  comme  nous  l'avons  vu,  à  la  bissectrice  du  triangle 
isoscèle  ghji  dont  les  côtés  égaux  sont  parallèles  à 
ni^ni^^  n^n^.  Les  droites  égales  ^4/^/29  n^n^  sont  alors 
également  încliné«3S  sur  0|  02.  Mais,  pour  un  autre  dia- 
mètre  de  E,  on  est  toujours  conduit  à  construire  un 
triangle  isoscèle  égal  à  gh^h^  puisque  les  côtés  de  ce 
triangle  doivent  être  égaux  à  ni^m^i^  n^n^  et  que  la  bis- 
sectrice doit  être  égale  à  o^o^.  Ces  triangles  isoscèles 
étant  égaux,  le  théorème  est  démontré. 

Théorisme  ^Sll.  —  La  dislance  o»  o,  des  centres  des 
ellipses  décrites  par  les  points  m^^  niz  d'une  droite 
égale  mobile  est  égale  à  la  projection  du  segment 
m^m^  sur  la  droite  O. 

Cela  résulte  de  ce  que  0|  02  est  égale  et  parallèle  à  la 
bissectrice  du  triangle  isoscèle  gbi  h  et  que  cette  bissec- 
trice est  en  même  temps  la  hauteur  de  ce  triangle. 

Théorème  XIII.  —  Les  points  de  deux  droites  pro* 
portionnelles  à  D  qui  se  déplacent  en  restant  chacune 
égale  à  elle-même  décrivent  sur  chacun  des  plans 
donnés  des  ellipses  concentriques  et  homothétiques  {*  ). 

Quelle  que  soit  la  droite  proportionnelle  que  l'on 
prenne  comme  droite  égale  mobile,  on  a  toujours  le 
même  centre  pour  les  ellipses  décrites  sur  l'un  des  plans 
donnés  parce  que  ce  point  est  sur  la  droite  unique  O, 


{'  )  IlAi.PHr.N,  lor.  cit. 
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proporlioiiiielle  à  D,  sur  laquelle  les  plans  donnés  dé- 
terminent les  segments  les  plus  petits  possibles. 

Prenons  (yîg".  i)  les  droites  proportionnelles  f2|7i2/'3 
et  b^  b^h^  qui  partent  de  deux  points  d'une  droite  issue 

de  Oi ,  On  a 

Oj  n\  _  Oj/iî  _   eh 

Ce  dernier  rapport  est  constant,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion de  &|  sur  E,  puisque  les  triangles  isoscèles,  tels  qne 
gbih  sont  toujours  égaux  et  que  &|  &2  (^*st  un  segment 
de  grandeur  constante. 

Le  rapport  -^-^  est  alors  constant  et  le  théorème  est 

démontré. 

Voici  une  application  des  théorèmes  précédents  : 

Lorsqiiune  droite  se  déplace  de  façon  que  trois  de 
ses  points  restent  sur  trois  plans  donnés,  un  quatrième 
point  de  cette  droite  décrit  un  ellipsoïde  qui  a  pour 
centre  le  point  de  rencontre  des  plans  donnés. 

Ajoutons  un  quatrième  plan  passant  par  le  quatrième 
point  de  la  droite  mobile.  Si  Ton  déplace  maintenant  la 
droite  de  façon  que  ce  point  reste  sijr  ce  plan,  il  décrira 
une  ellipse.  La  section  faite  par  ce  plan  dans  la  surface 
engendrée  est  donc  une  ellipse.  Comme  ceci  est  vrai, 
quel  que  soit  ce  plan,  celte  surface  est  donc  un  ellip- 
soïde. 

Si  le  plan  mené  par  le  point  décrivant  passe  par  le 
point  de  rencontre  des  trois  plans  donnés,  il  résulte  du 
théorème  X  que  ce  point  est  le  centre  de  Tellipse  dé- 
crite. Ce  plan,  mené  par  le  point  de  rencontre  des  plans 
donnés,  étant  arbitraire,  ce  dernier  point  est  le  centre 
de  rellipsoïde  engendré  par  Je  quatrième  point  de  la 
droite  mobile.  Le  théorème  est  donc  démontré. 
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Ce  théorème,  qui  est  dû  à  Dupîn,  donne  lieu  à  ce  cas 
particulier  intéressant  : 

Lorsqu! une  droite  se  déplace  de  façon  que  trois  de 
ses  points  restent  respectiuement  sur  trois  plans  paral- 
lèles à  une  droite,  un  quatrième  point  de  cette  droite 
décrit  un  plan. 

Je  ne  fais  qu'énoncer  ce  résultat,  ayant  laissé  de  côté 
les  cas  particuliers  des  théorèmes  démontrés  dans  ce 
premier  paragraphe. 

§  II.    —   Sur    le    déplacement    daas   l'bspace    d'iji^e 

FIGURE     DE     GRANDEUR     INVARIABLE     DONT     LES      POINTS 
DÉCRIVENT    DES    ELLIPSES. 

Comme  figure  de  grandeur  invariable  nous  n^avons 
considéré  jusqu'à  présent  qu'une  droite  égale  mobile 
dont  quatre  points  restent  sur  quatre  plans  tixcs.  Nous 
allons  montrer  comment  la  propriété  de  cette  droite,  de 
faire  toujours^  pendant  son  déplacement,  le  même  angle 
avec  l;i  droite  des  centres  des  ellipses  décrites  par  ses 
points,  conduit  aisément  à  déterminer  les  conditions  de 
déplacement  d'une,  figure  de  forme  invariable  dont 
chacun  des  points  décrit  une  ellipse. 

Conservons  les  notations  précédentes  avec  celte  seule 
différence  que  nous  appellerons  D'  la  droite  désignée 
précédemment  par  D.  Plaçons  O  verticalement,  appe- 
lons (H)  un  plan  horizontal  fixe.  La  droite  égale  mo- 
bile D',  se  déplaçant  toujours  de  façon  que  quatre  de  ses 
points  restent  sur  les  plans  (P|),  (P»),  (P»)>  (PO?  f^^* 
constamment  le  même  angle  avec  (H). 

Appelons  IJ  la  projection  de  D'  sur  le  plan  (H). 

Puisque,  comme  nous  l'avons  démontré,  les  points 
de  D'  décrivent  dos  ellipses  dont  les  centres  sont  sur  O, 


r 
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les   points  de  la  droite  D  décrivent  des  ellipses   con- 
centriques dont  le  centre  commun  est  le  pied  o  de  O 

sur  (H). 

Lemme.  —  Le  déplacement  sur  (H)  de  la  droite  D, 
dont  les  points  décrivent  des  ellipses  concentriques, 
peut  être  obtenu  en  liant  celte  droite  à  une  circonfé- 
rence qui  roule  dans  l'intérieur  d  une  autre  de  rayon 
double. 

Pour  un  déplacement  infiniment  petit  de  D,  on  a  un 
rentre  instantané  de  rotation  c.  La  circonférence  dé- 
crite sur  oc  comme  diamètre  rencontre  (je  le  suppose 
d'abord)  D  en  deux  points  réels.  Les  normales  aux  tra- 
jectoires de  ces  points  passent  par  c  et  par  suite  les  tan- 
gentes à  ces  trajectoires  passent  par  o.  Mais  les  trajec- 
toires de  ces  points  sont  des  ellipses  et  il  ne  peut  y 
avoir  pour  une  pareille  courbe  de  tangente  passant  par 
le  centre  que  si  cette  courbe  est  infiniment  aplatie  : 
ces  deux  points  décrivent  donc  chacun  une  droite  et  le 
déplacement  de  D  est  alors  celui  d'une  droite  dont  deux 
points  décrivent  chacun  une  droite. 

Un  pareil  déplacement  peut  être  obtenu ,  comme  l'on 

r 

sait,  en  supposant  que  D  soit  lié  à  la  circonférence  —  dé- 

ma 

crite  sur  oc  comme  diamètre  que  Ton  fait  rouler  à  Tin- 
lérieur  delà  circonférence  C  décrite  du  point  o  comme 
centre  avec  oc  pour  rayon. 

Mais  ces  circonférences  existent  toujours  et  ne  dépen- 
dent aucunement  de  la  réalité  des  points  de  rencontre 
de  D  avec  la  circonférence  décrite  sur  oc  comme  dia- 
mètre^ par  conséquent  le  résultat  auquel  nous  venons 
d'arriver  est  général  et  le  lemme  est  démontré. 

Nous  savons  que  T/  fait  toujours  uu  angle  constant 
avec  sa  projection  D.  On  obtiendra  alors  le  déplacement 
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de  ly  en  supposant  que  sur  son  plan  projetant,  entraîné 
avec  I),  celte  droite  soît  transporl^ée  en  même  temps 
parallèlement  à  la  direction  des  projetantes,  cVsl- 
à-dire  qu'elle  glisse  dans  la  direction  de  O. 

D'après  cela,  appelons  (Cj^)  le  cylindre  dont  C  est  la 

section  droite,  et  (  —  j  le  cylindre  dont  —  est  la  section 

droite;  nous  obtiendrons  le  déplacement  de  IV  en  liant 

—  )  qui  roule  à  rintérîeur 

de  (Cj),  en  môme  temps  qu'il  glisse  dans  la  direction 
de  ses  génératrices,  de  façon  qu'un  point  de  ïY  soit 
assujetti  à  se  déplacer  sur  le  plan  du  système  qui  l<* 
contient  (*). 

Le  déplacement  de  (-f-)  étant  ainsi  défini,  on  peut 

entraîner  une  figure  déforme  invariable  avec  ce  cylindre 
mobile.  jNous  savons  déjà  que  tous  les  points  de  D' dé- 
crivent des  ellipses.  Nous  allons  montrer  qu'il  en  est  de 
même  de  tous  les  points  de  la  figure  entraînée.  Pour  cela 
il  suffit  de  faire  voir  que  la  trajectoire  d^in  quelconque 
de  ces  points  est  une  ligne  plane,  puisque  la  projection 

de  cette  trajectoire  sur  (H)  est  la  ligue  décrite  par  un 

G 
point  du  plan  de  -^  qui  roule  dans  C,  et  Ton  saitquerelte 

courbe  est  une  ellipse. 

Pour  y  arriver  démontrons  d'abord  le  théorème  sui- 
vant, qu'on  n'avait  pas  encore  énoncé  : 

Théorèm?:  XIV.  —  Le  cjlindre  (— )  voiile  à  Vin- 
rieur  de'(Cj)  et  glisse  de  façon  qu'un  point  m'  se  dé- 


(')  Kof'r  dans  les  Comptes  rendus  rie  l'A  endémie  des  Srienres 
la  Communicalion  faite  par  M.  Darboux  le  17  janvier  1881  :  Siff"  t*" 
déplacement  d'une  figure  invrtrinhle. 
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place  sur  un  plan  fixe  donné  :  parmi  tous  les  points 
entraînés  il  y  en  a  une  infinité  qui  décriv^ent  des 
droites. 

Soît  (M)  le  plan  donné  sur  lequel  se  déplace  m!\  sup- 
posons que  le  plan  horizontal  (H)  passe  maintenant  par 
le  point  de  rencontre  de  (M)  et  de  O^  désignons  toujours 
par  o  ce  point  de  rencontre. 


Prenons  le  plan  (H)  pour  plan  de  Xsl  Jig.  2.  Soit  ot 
l'horizontale  de  (M)  qui  passe  par  o.  Menons  par  m' 
l'horizontale  m' t'  qui  se  projette  sur  (H)  suivant  la 

droite  mt  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  ^  de  —  et 

de  l'horizontale  ot  du  plan  (M). 

L'horizontale  m!t\  menée  ainsi  par  m\  rencontre  le 

cylindre  (  —  )  au  point/'  dont  la  projection  est/. 

Lorsque  (  -^  j  roule  et  glisse,  comme  nous  Tavons 

dit,  le  point  t'  se  déplace  dans  le  plan  vertical  ot.  Je  dis 
que  le  point/'  décrit  une  ligne  droite. 

Lia  ligne  décrite  par/^  se  projette  sur  (H)  suivant  la 
ligne  o/. 

Sa  projection  sur  le  plan  vertical  o/*,  faite  au  moyen 
de  parallèles  à  of,  est  une  droite,  comme  la  projection 

Ann.  de  Mathémat.,  3'  sc-rie,  l.  VIIÏ.  (Juillet  iS8().)  'il 
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de  (M)  sur  ce  plan.  Car  les  perpendiculaires  à  O  abais- 
sées des  poiuls  de  cette  dernière  droite  sont  partagées 
dans  un  rapport  constant  par  cette  projection  de  la  tra- 
jectoire de  J'y  puisque  ce  rapport  est  toujours  égal 
^  mt 

La  trajectoire  de  f  se  projetant  suivant  des  droites 
sur  deux  plans  différents  est  donc  une  droite. 

Comme  tous  les  points  de  la  verticale,  qui  contient/', 
décrivent  des  lignes  égales  à  la  trajectoire  de  ce  point, 
ils  décrivent  des  droites.  l,e  théorème  est  donc  dé- 
montré. 

Théorème  XV.  —  En  dehors  des  points  de  la  verti- 
cale f\  tous  les  points  invariablement  liés  au  cylindre 

l  —  \  décrivent  des  ellipses. 

Par  le  point /' menons  arbitrairement  Thorizontale 
/'a' dont  la  projection  {fig»  2)  est  fa.  Un  point  quel- 
conque n  de  cette  droite,  entraînée  avec  (  — )>  décrit 

une  ligne  plane,  caria  projection  de  cette  ligne,  faite  sur 
le  plan  vertical  q/*par  des  parallèles  à  ou,  partage  dans 
un  rapport  constant  les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  de  la  droite  of  sur  O.  La  trajectoire  de  w'  se  pro- 
jette sur  (H)  suivant  une  ellipse,  puisque  cette  courbe 
est  engendrée  par  le  point  n  du  segment  de  grandeur 
constante  uf  dont  les  extrémités  décrivent  les  droites 
ou  et  of.  La  trajectoire  de  n'  est  donc  une  ellipse. 

Les  points  de  la  verticale  qui  contient  n'  décrivent 
évidemment  des  ellipses  égales  à  Tellipse  décrite  par  ce 
point.  On  voit  donc  que  tous  les  points  de  toutes  les 
horizontales  partant  de/',  c'est-à-dire  tous  les  points  du 
plan  horizontal  mené  par  /',  décrivent  des  ellipses  et 
qu'il  en  est  aussi  de  même  de  tous  les  points  de  Tespare 
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qui  peuvent  toujours  être  liés  au  point  de  ce  plan  à 
l'aide  de  verticales.  En  résumé,  tous  les  points  liés   à 

(  —  j  décrivent  des  ellipses,  excepté  les  points   de  la 

verticale  f^  qui  décrivent  des  segments  de  droite,  les- 
quels, à  proprement  parler,  sont  des  ellipses  aplaties. 

Remarques-  —  Les  ellipses  décrites  par  les  points  du 
plan  horizontal  mené  par  f^  ont  toutes  même  centre  au 
point  o. 

Les  plans  des  ellipses  décrites  par  les  points  d'une 
horizontale  menée  parf  passent  par  une  même  droite 
issue  du  centre  commun  o. 

Théorème  XVI.  —  Les  plans  des  ellipses  décrites 
par  les  points  d'une  horizontale  arbitraire,  liée  au 

cylindre  mobile  (  -f-  )>  em^eloppent  un  cône  du  second 
degré. 

Prenons  une  horizontale  arbitraire  à  la  hauteur  du 
point  y.  Nous  savons  construire  pour  un  point  m*  de 
cette  droite  Thorizontale  ot  du  plan  de  sa  trajectoire. 
Appelons  v  le  point  où  celte  droite  rencontre  la  projec- 
tion sur  (H)  de  l'horizontale  donnée.  La  droite  rm'  est 
alors,  sur  le  plan  projetant  de  cette  horizontale,  la  trace 
du  plan  de  la  trajectoire  de  m'.  Les  droites,  telles  que^ï 

C 
et  o/,  qui  se  coupent  sur  -  forment  deux  faisceaux  ho- 

mographiques.  Les  points,  tels  que  m'etr,  déterminent 
alors  deux  divisions  homographiques,  et  les  droites,  telles 
que  i»m',  qui  joignent  \es  points  correspondants,  enve- 
loppent une  conique.  Cette  conique  n'est  autre  que  la 
trace  du  cône  enveloppe  des  plans  des  trajectoires  dé- 
crites par  les  points  de  Thorizontale  donnée.  Le  théorème 
est  clone  démontré. 
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Keviahqlf.s.  —  Lt's  plans  (les  trajectoires  décrites  par 
les  points  d'une  horizontale  étant  respectivement  paral- 
lèles aux  plans  des  trajectoires  des  points  d^une  droite 
entraînée  et  dont  cette  horizontale  est  la  projection,  le 
ifiéorènie  précédent  s^ étend  à  une  droite  quelconque . 

Il  est  facile  de  voir  que  la  conique,  trace  du  cône  sur 
le  plan  projetant  de  la  droite  donnée,  est  tangente  aux 
plans  horizontaux  menés  par  o  et  f , 

Le  centre  de  cette  conique  appartient  à  la  projection 
orthogonale,  faite  sur  le  plan  de  cette   courbe,  de 

~-  j  ;  il  est  du  reste  sur  un  plan  horizontal 

à  égales  distances  de  o  et  dej^. 

Pour  terminer,  j'énoncerai  les  résultats  suivants,  con- 
séquence de  ce  qui  précède.  \ 

Théorème  XVII.  —  Lorsque  les  points  d'une  figure 
mobile  dans  V espace  décrivent  des  ellipses,  ces  courbes 
ont  leurs  centres  sur  une  même  droite  et  leurs  projec- 
tions sur  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  sont 
des  ellipses  dont  la  somme  ou  la  différence  des  axes  est 
constante. 

Problème.  —  Etant  donné  un  plan  arbitraire,  con- 
struire le  point   lié  à  l—j-\  et  qui  se  déplace  sur  ce 

plan. 

Le  point  de  rencontre  y  du  plan  donné  et  de  O  est  h* 
centre  de  la  trajectoire  du  point  demandé.  Par  le  point*;' 
menons  Thorizontale  du  plan  donné  et  par  le  point  où 

cette  droite  rencontre  (  —  ]  menons  la  génératrice  de  ce 

cvlindre^  riiorizonlale,  qui  s'appuie  sur  cette  ge'néra- 

trice  et  qui  passe  par  h»  point  où  (  -7-  )  est  rencontn* 
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par  la  parallèle  à  o/'  menée  du  point  y,  coupe  le  plan 
donné  au  point  eherehé. 


NOTB  SUR  HIV  SYSTÈME  DE  DEUX  COURBES  PLANES; 

Par  un  Ancien  Élève  de  Mathématiques  spéciales. 


Je  me  propose  de  résoudre  géométriquement  des  pro- 
blèmes traités  par  M.  Laisant  dans  la  Communication 
qu'il  a  faite  à  la  Société  mathématique  de  France,  le 
18  juillet  1S88,  sous  le  titre  même  que  j'ai  conservé  pour 
celte  courte  iN  ote. 

On  déplace  une  droite  aa!  {fig»  1)  de  façon  tjue  les 
arcs  parcourus   par    ses   extrémités  soient    dans   un 

Fie.  >• 


V 


h)' 


f'apport  constant  \  et  l'on  partage  aa'  de  façon  que 
—,  =  /.  :  on  demande  de  déterminer  pour  la  courho 


am 
m 
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(/«),  lieu  des  points  tels  que  m,  sa  normale  en  m  et  son 
rayon  de  courbure. 

Commençons  par  construire  le  point  e  où  la  droite 
mobile  aa'  touche  sou  enveloppe.  De  ce  point,  supposé 
connu,  élevons  une  perpendiculaire  à  aa'.  Désignons 
par  a  et  a' les  points  de  rencontre  de  celte  perpendiculaire 
et  des  normales  menées  en  a  et  a'  aux  courbes  (/i)  et  {a') 
décrites  par  ces  points.  Si  d(a)  et  d{a')  désignent  les 
arcs  infiniment  petits  parcourus  simultanément  par  a 
et  a*  pendant  le  déplacement  de  aa'^  on  a 

d(a)  ___  ^ 
d(a') 

Mais,  en  vertu  d'une  formule  connue  (*), 

d(a)  __  aoL 
dîcT)  ~  SV' 
donc 

a  a 

On  a  donc  le  point  e  en  cherchant  le  pied  d'une  per- 
pendiculaire à  aa'  qui  détermine  sur  les  normales  à  (a) 
et  (a')  des  segments  a  a,  a' a!  dont  le  rapport  est  donné. 
Pour  résoudre  ce  problème  de  Géométrie  élémentaire, 
prenons  le  point  quelconque  b  sur  a  a  et,  parallèlement 
à  la  normale  a' a',  menons  la   droite  bc   sur  laquelle 

nous  prenons  le  point  c  de  manière  que  -j-  =  A. 

La  droite  ac  coupe  en  /  la  perpendiculaire  a'I  à  ad. 
La  parallèle  /a  à  la  normale  a' a'  coupe  aa  au  pointa 
dont  la  projection  sur  aa^  est  le  point  e  cherché. 

Il  y  a  deux  solutions  puisque  l'on  peut  porter  le  seg- 


(•)  Formule  3,  page  ao5  de  la  deuxième   édition  du    Cours  de 
Géométrie  descriptive  de  M.  Mannheim. 
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menl  bc  dans  le  sens  contraire  où  il  a  été  porté  sur  la  fi- 
gure. 

Ces  deux  solutions  correspondent  aux  cas  où,  (a) 
étant  parcouru  par  a  dans  un  même  sens,  le  point  cl 
décrit  («')  successivement  dans  les  deux  sens  opposés. 

Normale  en  m  à  la  courbe  (ni),  —  Puisque  les 
points  tels  que  m  partagent  toujours  aa'  dans  le  même 
rapporta,  on  sait  (*  )  qu'on  obtient  la  normale  demandée 
en  joignant  le  point  m  au  point  |jl  qui  est  tel  que 

a(jL  ^  am 
\}.ol'       ma' 

Menons  77?/ perpendiculairement  à  aa' ,  Cette  droite 
coupe  al  au  point  f  et  Ton  a 

//  "" 
Mais  Ton  a  aussi 

aoL      . 
— =  =A  : 

donc  la  droite  a/* est  la  bissectrice  de  Tangle  /aa. 

On  a 

^        , ,  am  .  <xuL 

m/ =  al  — 7  =  oLtL  —  =  a\k. 

''  aa  «a  ^ 

Ainsi  mf-=  ol^\  par  suite,  m^  est  parallèle  à  la  bis- 
sectrice oif  :  donc 

La  nofmale  demandée  est  également  inclinée  sur  les 
normales  a  a,  a'a'  (  ^  ) . 

Rayon  de  courbure  de  la  courbe  (m)  pour  le  point  m. 
—  Pour  un  déplacement  de  aa'^  Tangle  de  a  a  et  de  m  |ji 


(  ')  Loc.  cit.,  p.  172. 

(')  Si  a' parcourt  (a') dans  le  sens  opposé  à  celui  qui  a  été  adopté, 
ia  normale  est  perpendiculaire  à  celle  qui  est  tracée  sur  la  figure. 
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varie.  La  variation  de  cel  angle  est  égale  à  la  différence 
des  variations  angulaires  de  aoL  et  m\k.  Ces  variations 

angulaires  sont  égales  à  -^ — •  et  — ^ — -t  en  appelant  p^ 

Pa  Pm 

et  p/n  les  rayons  de  courbure  de  (a)  et  de  {ni). 

Puisque  la  normale  m  p.  fait  des  angles  égaux  avec 
aoL  et  a' a',  écrivons  que  les  variations  de  ces  angles  sont 
égales;  on  a 


dia)       d(m)       d(m)        d(a') 


d^où 


pa               P 

m 

pm 

pu' 

d(a) 
d(m)pa 

-h 

d{a) 
d(m)pa' 

9. 

—   1 

pm 

aoL 

_i- 

aoL' 

a 

mfX.pa  ni\l.pa'         Pm 

Du  point  m,  menons  mg  égal  et  parallèle  à  ^(o,  rayon 
de  courbure  de  (a)  et  du  pôiut  g^  menons  gh  parallèle- 
ment à  al.  Les  triangles  semblables  aoLfj  gmh  doinieiir 


aoL  an. 


mh        a/,  m  g        m  fx .  p^ 
De  même. 


mh!       m[i.pa' 

La  relation  précédente  peut  donc  s'écrire 

I  I     _    a 

mh       m  h'       p/;i 

Si  Ton  prend  en  t  l'harmonique  conjuguée  de  m  par 
rapport  à  h  et  A',  il  résulte  de  celte  dernière  relation  que 

p,„  =  mi. 

Comme  la  droite  ?ni  est  la  bissectrice  de  Tangle  g'ffig^ 
on  obtient  le  point  i  à  la  rencontre  de  la  normale  m{x  et 
de  la  droite  gg*;  on  peut  donc  dire  : 

/Ju  point  m  on  mène  mg  égal  cH  parullèle  au  rayon 
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decoiu'bure  atù  et  mg^  égal  et  parallèle  au  rayon  de 
courbure  a' eu':  la  droite  gg'  coupe  la  normale  /npi  au 
centre  de  courbure  demandé. 


CONSTRUIRE  LES  AXES  D  UNE  ELLIPSE  DONT  ON  DONNE 
DEUX  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS; 

Par  un  ancien  Élève  de  Mathématiques  spéciales. 


Le  segment  ZS  de  grandeur  constante  {Jig»  i)  se  dé- 
place de  façon  que  ses  extrémités  glissent  sur  les  côtés 
de  Tangie  droit  xOj\  Un  point  m  de  ZS  décrit,  comme 


liç.  1 


l'on  sait,  une  ellipse  (m)  dont  les  axes  sont  dirigés 
suivant  Ox,  Oj  et  égaux  à  ;/iZ,  m  S.  On  montre  facile- 
ment que  le  déplacement  infiniment  petit  de  ZS  est  une 
rotation  autour  du  sommet  i  du  rectangle  OZiS  et,  par 


(  33o  ) 

suite,  que  la  droite  im  fst  la  normale  en  m  à  l'el- 
lipse (m).  Construisons  la  figure  O'Z'OS' égale  à  OZiS 
et  faisons  correspondre  les  lignes  perpendiculaires  entre 
elles.  Le  point  m  de  ZS  est  venu  en  m' sur  Z'S'  et  le  seg- 
ment Om'  est  égal  et  perpendiculaire  h  im. 

Le  segment  Om',  perpendiculaire  à  la  normale  mi\ 
est  alors  le  demi-diamètre  conjugué  de  Ont  et  mi  est 
égal  à  ce  demi-diamètre. 

On  a  alors  la  construction  suivante  : 

Etant  donnés  les  demi- diamètres  conjugués  0/w, 
Omfj  on  abaisse  du  point  m  une  perpendiculaire  sur 
Oni'.  On  porte  sur  cette  perpendiculaire  le  segment  mi 
égal  à  0ml.  Sur  Oi  comme  diamètre  on  décrit  une 
circonférence  de  cercle  et  l'on  mène  par  m  le  diamètre 
ZS  de  cette  circonférence .  Les  segments  mTL^  niSsont 
égaux  aux  demi-axes  cherchés.  La  droite  OZ,  qui 
passe  par  le  point  Z,  extrémité  du  segment  mz  égal  au 
demi  petit  axe,  donne  la  direction  du  grand  axe  de 
V ellipse  (m)  (*). 

On  est  conduit  à  une  construction  analogue  en  por- 
tant, à  partir  de  m  dans  le  prolongement  de  l'm,  un 
segment  égal  à  Om^  Cette  construction  correspond  au 
cas  où  Ton  considère  Tellipse  (m)  comme  engendrée 
par  le  point  m  du  segment  ZfSi  mobile  dans  Tangle 
droit  xôy  et  dont  la  longueur  est  égale  à  la  demi-diffé- 
rence des  axes  de  (m).  On  obtient,  pour  le  point  m,  la 
position  de  ce  segment  eu  menant  de  ce  poiut  uue 
parallèle  à  Oi.  On  a 

ei^  par  suite,  le  segment  Z|  S|  est  bien  égal  à  la  demi- 
différence  des  axes  de  (m). 

(  *  )  Voir  dans  îc  tome  XVII,  i*  série,  un  article  de  M.  A.  Maonhchn, 


I 
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GO!VCOIIRS  GÉKÉRAL  DE  1889.  -  AUTRE  SOLUTION; 

Par  m.  E.  MARCHAND, 
Professeur  de  Malhémaliques  spéciales  au  lycée  de  Caen. 


On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  O  et 
une  parabole  P,  on  considère  les  coniques  C  inscrites 
dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  com- 
munes au  cercle  et  à  la  parabole.  Cela  posé,  on  de 
mande  de  trouver  : 

\^  V enveloppe  des  polaires  A  du  centre  O  par  rap^ 
port  aux  coniques  C  ; 

2**  L'enveloppe  des  tangentes  5  aux  coniques  C 
telles  que  la  normale  au  point  de  contact  passe  par  O  ; 
l* enveloppe  des  axes  des  coniques  C;  le  lieu  géomé' 
trique  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  O 
sur  A,  sur  les  tangentes  8  et  sur  les  axes  de  C. 

I.  L'emploi  des  coordonnées  taiigentîelles  permet  de 
résoudre  très  simplement  la  première  Partie;  mais  saii» 
expliquer  pourquoi  Ton  trouve  trois  fois  la  même  para- 
bole comme  enveloppe  (Taxe  étant  perpendiculaire  «n 
celui  de  la  parabole  donnée  P  et  la  directrice  passant 
par  O). 

La  seconde  Partie  résulte  aussitôt  de  la  première.  Il 
suffit  d'ouvrir  à  la  page  55 1  le  Traité  de  Géométrie  ana- 
lytique^  par  M.  H.  Picquet,  pour  constater  que,  toute 
podaire  de  parabole  par  rapport  à  un  point  O  de  la 
directrice  est  une  strophoïde  dont  le  point /ixe  est  à  l'in- 
tersection de  la  tangente  au  sommet  av^cc  la  droite  qui 
joint  le  point  O  au  foyer. 
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IL  Pourquoi  les  trois  enveloppes  coincîdeiit-elles, 
ou  plutôt  coinnienl  peut-on  ramener  les  trois  <'noncés 
à  un  seul?  Telle  est  la  question  h  laquelle  je  tâcherai  de 
répondre  en  in'appuyant  sur  les  propriétés  les  plus 
simples  des  réseaux  de  coniques  (H.  Picqcet,  p.  62/^)* 

(l)  ^^l^M+  X2C2-I-X3C3—  O. 

J'aui'ai  besoin  de  rappeler  quelques  théorèmes  de 
Chasles  (Journal  de  Liouville,  %^  série,  t.  V)  et  je 
reproduirai  rapidement  leur  démonstration,  telle  que 
M.  Darboux  l'a  présentée  dans  son  Cours  de  iSjS  à 
rÉcole  Normale. 

III.  Le  réseau  (i)  contient  une  inCnité  de  faisceaux 
dont  un  quelconque  est  déterminé,  comme  on  le  prouve 
facilement,  par 

{2)  criX|-h  a2Xï-ha3>.3=  o, 

ai,  ^2,  a^  étant  des  nombres  fixes  donnés. 

Théorème  fowdamektal.  —  Deux  faisceaux  d'un 
même  réseau  ont  toujours  une  conique  commune. 

En  ellet,  cela  revient  à  dire  que  deux  équations  telles 
que  (2)  déterminent  toujours  un  système  de  valeurs 
uniques  de  X|,  Xj,  Xs.  Le  théorème  n'a  pas  de  cas  d'ex- 
ception . 

Ici  Ton  prendra  un  réseau  laniçentiel  (H.  Pjcquet, 
p.  525) 

les  trois  coniques  F,,  Y 2-,  V^  qui  définissent  géométri- 
quement le  réseau  étant  le  système  des  points  circulaires 
I,  J,  un  point  double  O  et  une  conique  quelconque  F. 
Si  Fon  combine  ces  trois  coniques  fondamentales  deux  .î 
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deux,  on  a  les  trois  faisceaux  suivants,  qui  appartiennent 
au  réseau  : 

r*  Le  svslèiiie  des  cercles  de  centre  O,  c'est-à-dire 
le  faisceau  tangentiel  déterminé  par  le  point  double  O 
et  par  les  points  I,  J. 

a**  Le  système  des  coniques  homofocales  à  F,  déter- 
miné par  la  coni((ue  F  et  les  points  I,  J. 

3**  Le  système  des  coniques  tangentes  à  F  aux  deux 
points  G,  G'  de  contact  avec  les  tangentes  menées  de  O, 
déterminé  par  F  et  le  point  double  O. 

Si  donc  on  considère  le  faisceau  tangentiel  ayant  pour 
base  deux  coniques  quelconques  du  réseau,  d*après  le 
théorème  fondamental,  ce  faisceau  (comprendra  un 
cercle  de  centre  O  et  une  conique  homofocale  h  F,  cette 
dernière  pouvant  se  réduire  exceptionnellement  aux 
points  I,  J. 

On  ne  saurait  mieux  montrer  Tintérôt  de  ces  consi- 
dérations qu'en  rappelant  comment  Chasles  en  déduit 
la  propriété  élémentaire  des  coniques 

p  zh  p'  =  'àa. 

Soient  deux  points  G,  G'  sur  une  môme  conique,  Fun 
fixe  G,  l'autre  mobile  G^  Il  suffit  d'établir  que  la 
somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  est  la  même 
pour  les  deux  points.  Or  je  mène  les  tangentes  en  G 
et  (y  qui  concourent  en  O  et  je  considère  le  réseau  dé- 
tiiii  par  le  point  double  O,  la  conique  donnée  F  et  les 
deux  points  I,  J.  Une  première  conique  du  réseau  est 
donnée  par  GG',  puisque  GG'  est  une  conique  du  fais- 
ceau (.3**)  déterminé  par  F  et  par  O.  Une  seconde  co- 
nique du  réseau  est  fournie  par  les  foyers  F  et  F'  de  la 
conique  F,  puisque  FF' est  une  conique  du  faisceau  (2") 
des  coniques  homofocales  à  F.  Les  deux  coniques  (jG' 
et  FF'  ont  comme  tangentes  connnunes  FG,  F(j',  F'Ci, 
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V'iV.  Les  coiii(|ues  langentes  à  ces  quatre  droites  for- 
ment un  faisceau  du  réseau  ;  ce  faisceau  doit  admettre, 
d'après  le  théorème  fondamental,  un  cercle  de  centre  O. 
Le  quadrilatère  F  F' G  G' est  donc  circonscriptible  à  un 
cercle  de  sorte  que  la  somme  de  deux  de  ses  côtés  est 
égale  à  la  somme  de  deux  autres  côtés.  On  verra  facile- 
ment qu'on  peut  avoir^  soit 

soit 

p'— p  =  p\  —  pi. 

Si  le  point  G'  se  meut  d'une  manière  continue  sur  la 
courbe,  il  est  clair  que  Ton  conservera  toujours,  soil  la 
somme,  soit  la  différence  constante;  mais  je  n'insiste 
pas  sur  cette  discussion,  inutile  pour  la  suite, 

IV.  Le  réseau  tangentiel  (3)  contient  une  infinité  de 
coniques  réduites  à  deux  points  G,  G';  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  sera  appelée  par  la  suite  droite 
double  du  réseau. 

La  polaire  Â  du  point  O  par  rapport  à  une  conique 
quelconque  C  du  réseau  est  la  droite  qui  joint  les  points 
de  contact  G,  G'  des  tangentes  menées  de  O  à  C.  On 
vient  de  voir  qne  GG'  est  une  des  coniques  du  réseau, 
appartenant  au  faisceau  00,  C. 

Donc  Â  est  une  droite  double  du  réseau.  Réciproque- 
ment, sur  toute  droite  double  du  réseau  se  trouvent,  par 
définition,  deux  points  G,  G'  formant  une  conique  du 
réseau.  On  a  vu  que  toutes  les  coniques  tangentes  eu  G 
et  G'  à  OG  et  OG'  forment  un  faisceau  du  réseau.  D'a- 
près le  théorème  fondamental,  tout  faisceau  de  coni- 
ques C,  compris  dans  le  réseau,  comprend  une  conique 
tangente  à  OG,  OG'  en  G  et  G'. 

Donc  :  i"  les  polaires  du   point  O  par   rapport  aux 
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coniques  C  formanl  un  faisceau  quelconque  du  réseau 
ne  sont  autre  chose  que  les  droites  doubles  du  réseau. 

Soit  maintenant  une  conique  du  réseau  admettant 
une  tangente  T,  telle  que  la  normale  au  point  de  con- 
tact M  passe  par  O.  Je  prends  comme  seconde  conique 
le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  0\I,  et,  si  je  circonscris 
un  quadrilatère  à  ces  coniques,  il  est  clair  que  deux 
sommets  opposés  G  et  G'  seront  sur  T.  Donc  T  est  une 
droite  double  du  réseau.  Réciproquement,  si  Ton  prend 
une  droite  double  GG',  on  peut  dans  chaque  faisceau  du 
réseau  trouver  une  conique  tangente  à  GG'.  Je  dis  que 
le  point  de  contact  est  le  pied  IVl  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  GG'.  En  eifet,  si  Ton  prend  le  faisceau 
défini  par  la  conique  GG'  et  une  seconde  conique  du  ré- 
sean  tangente  à  GG',  deux  des  quatre  tangentes  com* 
munes  seront  venues  se  confondre,  de  sorte  que  la  limite 
de  leur  intersection  soit  le  point  de  contact  M;  or  le 
quadrilatère  circonscrit  à  deux  coniques  du  réseau 
étant  toujours  circonscrit  à  un  cercle  de  centre  O,  si 
deux  côtés  du  quadrilatère  tendent  à  se  confondre,  la 
limite  commune  des  deux  points  de  contact  avec  le 
cercle  sera  la  position  limite  de  Tintersection  des  deux 
droites,  c'est-à-dire  le  point  M  déjà  nommé,  et  Ton  sait 
qu'une  tangente  à  un  cercle  en  M  est  perpendiculaire 
au  rayon  OM. 

Alors,  2°  les  tangentes  T  aux  coniques  C  d'un  fais- 
ceau quelconque  du  réseau,  telles  que  les  normales  au 
point  de  contact  passent  par  le  point  O,  ne  sont  autre 
chose  que  les  droites  doubles  du  réseau. 

Je  ferai  remarquer  ici  que  le  point  M  est  un  des  deux 
points  en  lesquels  se  décompose  une  des  coniques  du 
faisceau  précédent^  il  ne  diilère  nullement  des  points  G 
et  G',  comme  on  le  verrait,  en  prenant,  par  exemple,  le 
faisceau  défini  par  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  OG 
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et  par  les  deux  points  G,  G'^  le  point  G  occupera  par 
rapport  à  ce  nouveau  faisceau  la  position  qu'occupait  M 
tout  à  l'heure. 

Enfîn  tout  axe  (Fune  conique  G  du  réseau  contient 
deux  foyers  F  et  F'.  Si  Ton  prend  le  faisceau  formé  par 
C  et  IJ,  on  voit  que  le  système  de  deux  points  F,  F'  est 
une  conique  du  réseau.  Donc  tout  axe  est  une  droite 
double  du  réseau.  Réciproquement,  sur  une  droite 
double  du  réseau  on  a  deux  points  G,  G'  formant  une 
conique  du  réseau.  Le  faisceau  GG',  IJ,  c'est-à-dire  le 
faisceau  de  toutes  les  coniques  ayant  G  et  G'  comme 
foyers,  appartient  au  réseau. 

D'après  le  théorème  fondamental,  dans  tout  faisceau 
de  coniques  C  du  réseau,  il  y  en  aura  une  admettant 
G,  (V  comme  foyers  et  par  suite  GG'  comme  axe.  Il  faut 
toutefois  observer  que,  si  l'on  prenait  les  deux  faisceaux 
formés  de  coniques  homofocales  à  deux  coniques  quel- 
conques du  réseau,  la  conique  commune  se  réduirait 
aux  points  I,  J. 

Par  suite  :  3°  les  axes  des  coniques  C  d'un  faisceau 
quelconque  du  réseau  ne  sont  autre  chose  que  les  droites 
doubles  du  réseau. 

Remarquons,  en  terminant,  que  les  points  de  contact 
d'une  conique  du  réseau  avec  sa  polaire  A,  prise  par 
rapport  h  O  (appelés  G,  G'),  ainsi  que  le  point  de  con- 
tact d'une  tangente  T,  telle  que  la  normale  passe  par  O 
(  appelé  lVI  ),  peuvent  être  considérés  comme  foyers  d'une 
conique  d'un  quelconque  des  faisceaux  du  réseau  qui 
no  soit  pas  formé  de  coniques  homofocales. 

V .  L'application  au  problème  est  dès  lors  évidente. 
On  est  ramené  dans  les  trois  cas  h  trouver  l'enveloppe 
des  droites  doubles  du  réseau,  la  cayleyenne  du  réseau 
(II.  Pir.Qi.  F.T,  p.  B'àG).  Je  reviendrai  plus   tard    sur  ce 
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point.  Pour  riiistaut,  je  remarque  que  renoncé  de  la  pre- 
mière Partie  peut  être  modiGéde  bien  des  manières. 

Au  lieu  de  considérer  le  faisceau  des  courbes  C  de 
]*énoncé,  je  puis  prendre  un  autre  faisceau  quelconque 
du  réseau,  par  exemple  le  faisceau  des  paraboles  homo- 
focales  à  la  parabole  donnée  P,  ou  même  le  faisceau  des 
coniques  homofocalus  à  une  conique  quelconque  du  ré- 
seau. Je  snis  ramené  à  cet  énoncé  d'un  problème,  traité 
parPainvin  dans  sa  Géométrie  anal}  tique  (n°  976)  : 

L'ens^eloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  V  par  rap- 
port  à  un  sj  stènie  de  coniques  homofocales  est  une  pa- 
rabole dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  PO. 

O  étant  le  centre  des  coniques  homofocales ^  si  Ton 
prend  le  système  de  paraboles  homofocales  à  P,  on  voit 
que  Taxe  de  la  nouvelle  parabole  est  perpendiculaire  à 
l'axe  de  P. 

Ceci  montre,  en  passant,  que  toutes  les  coniques  du 
réseau  ont  leurs  centres  sur  une  droite,  savoir  la  paral- 
lèle à  Taxe  de  la  parabole  P  menée  par  O. 

Comme  par  tout  point  du  plan  passent  deux  coniques 
homofocales  d'un  même  système  se  coupant  orthogona- 
lement,  on  a  cet  énoncé  de  Pain  vin  (n®  976)  : 

Si  par  un  point  on  mène  des  tangentes  aux  coni- 
ques d'un  système  homofocal  les  normales  correspond 
dantes  enveloppent  une  parabole. 

Au  lieu  de  détacher  du  réseau  un  faisceau  de  coniques 
homofocales,  on  peut  en  détacher  le  système  des  coniques 
tangentes  à  deux  droites  OG,  OG'  en  deux  points  don- 
nés G  et  G'.  On  voit  qu'une  parabole  est  la  solution  de 
ce  problème  (Concours  académique  de  Lyon  en  1877)  : 

Enveloppe  des  axes  des  sections  coniques  tangentes 
à  deux  droites  données  en  deux  points  donnés. 

Ann.  de  \fathémat.,  Z*  série,  t.  VIH.  (Juillet  1889.)  ^'^ 


(  338  ) 

II  est  inutile,  après  ce  qui  a  été  dit  (III),  de  démon- 
trer que  tout  système  de  coniques  homofocales  et  tout 
systèuie  de  coniques  tangentes  à  deux  droites  en  deux 
points  donnés  peuvent  être  rattacliés  à  un  pareil  ré- 
seau. 

Si  l'on  passe  maintenant  à  la  seconde  Partie,  au  lieu 
de  définir  le  lieu  comme  podaire  d'une  parabole,  on 
peut  le  ramener  à  ce  problème  (Géométrie  analytique 
de  Briot  et  Bouquet,  &  édition,  p.  352)  : 

Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  donné  aux  diverses  courbes  du 
second  degré  ayant  pour  foyers  deux  points  donnés  F 
et  F. 

Il  suffira  enfin  de  citer  ce  problème  proposé  en  1861, 
pour  Tadmission  à  TEcole  Normale  : 

On  donne  une  conique  et  un  point  P  dans  son  plan. 
Par  ce  point  on  mène  une  sécante  PAB,  puis,  par  les 
points  A  <?^  B  oii  elle  rencontre  la  conique,  des  tan- 
gentes qui  se  coupent  en  M.  On  abaisse  MK  perpen- 
diculaire sur  PAB.  Trouver  :  1^  le  lieu  des  points  K 
qui  est  le  même  pour  toutes  les  coniques  homofocales ; 
2"  V enveloppe  de  la  droite  MK. 

Nous  avons  vu  aussi  que  le  lieu  de  la  deuxième  Partie 
n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques 
inscrites  à  un  quadrilatère  circonscriptible  à  un  cercle; 
ceci,  comme  on  va  le  voir,  montre  que  la  strophoïde  ob- 
tenue est  liessienne  d'un  certain  réseau  tangentiel. 

VI.  Pour  terminer,  je  vais  indiquer  comment  on  vé- 
rifie que  le  problème  dont  on  s'occupe  ici  n'est  qu'un 
cas  particulier  dont  la  solution  est  donnée  par  la  théo- 
rie générale  des  réseaux.  Je  m\ip|)uierai  sur  le  Livre  de 
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M.   H.   Pkqupt  (Livre  111,  Cliap.    VII,  Propriétés  de 
trois  conicfu^s)yeiL  la  question  générale  est  traitée  d'une 
manière  très  remart|aal)Ie  et  très  utile,  comme  j'espère 
le  montrer  rapidement. 
Nous  avons  ici  un  réseau  tangentiel 

(3)  iJi,ri-+-tx,rj-h^3r3=o, 

et  l'on  peut  prendre? 

Fs  =  A  a*  -h  B  p*  4-  2  F  ('w  -+-  2  G  wu  -h  a  H  «p. 

On  fera  F  ou  G  nul  si  Ton  veut  que  la  droite,  lieu  des 
centres,  soit  un  des  axes  de  coordonnées. 

A  ce  réseau  tangentiel  correspond  un  réseau  ponc- 
tuel corrélatif  (voir  H.  Picquet,  p.  5a5,  n°  220),  Soit 

(4)     C  =  ax^-r-  by^-h  c^'4-  ^/y^  ■+■  igzx  n-  ihxy  =  o 
une  des  coniques  de  ce  second  réseau.  On  doit  avoir 

^^^  j      ^c|jLiM-'2|i3(/F-f-^G-4-AH)=o. 

Égalant  à  zéro  les  coefficients  de  tji|,  [jl2  et  [jis  dans 

(5),  on  a 

c  =  o, 

a  -4-  6  =  o, 
aA-i-6B  -4-2(/F-i-^G4-AH)  =  o; 

donc,  pour  les  coniques  clierchées,on  a 

(  a(ar*— -y*)-l-  '^fyz  -h  o.gzx  -H  *khxy  =  o, 
(^)         I  a(A  — B)4-2(/F-h^G-hAH)=o. 

Éliminant   un  des   paramètres   a^f^g,h    entre  les 
deux  éciuations  (6)  el  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 


(  34o  ) 

trois  autres,  on  aura  trois  coniques 

G|  =  o,         Ci=o,        Cj  =  o 

et  le  faisceau  ponctuel  corrélatif  de  (3) 

(7)  XtCi-H  XjCj-f- XjCj=  o. 

On  peut  aussi  écrire  que  les  coefficients  de  a,/*,  gf  h 
sont  proportionnels  dans  les  deux  équations  (6) 

37* — y*  _  ^-^     '^•'^  ^  ^y 

A-B  ""  T  ~  TT  ~  IT ' 

On  voit  que  les  trois  coniques  C^  C29  C),  qu'on  peut 
former  en  égalant  ces  rapports  deux  à  deux,  sont  des 
hyperboles  équilatères  passant  toutes  les  trois  par  l'o- 
rigine O  des  coordonnées.  Or  je  lis  dans  l'Ouvrage  de 
M.  Picquet  (p.  533)  : 

«  Un  des  cas  d'exception  est  celui  où  les  coniques  Ci, 
C2,  Cs  sont  toutes  les  trois  des  hyperboles  équilatères; 
alors  il  en  est  de  même  de  toutes  les  coniques  du  ré- 
seau, et  elles  n'ont  en  général  aucun  point  commun. 
Dans  ce  cas,  une  couple  de  points  conjugués  communs 
est  formée  par  les  points  cycliques,  et  la  hessienne  du 
système  est  le  lieu  des  foyers  des  coniques  du  faisceau 
tangentiel  dont  deux  courbes  sont  les  deux  autres  coni- 
ques, qui,  a\ec  le  couple  des  points  cycliques,  déGnissent 
le  réseau  tangentiel  \  la  cayleyenne  est  l'enveloppe  des 
axes  de  ces  coniques.  » 

Ici  les  trois  hyperboles  équilatères  C|  =  o,  (],=  o, 
Cs  =  o  passent  par  un  même  point,  le  point  O. 

Le  lieu  demandé  dans  la  première  Partie  est  Teiive- 
loppe  des  axes  ou  la  cayleyenne;  le  lieu  demandé  dans 
la  seconde  Partie  est  le  lieu  des  foyers  ou  la  hessienne. 
Ou  a  d^ailleurs  vu  que  l'on  a  une  infinité  de  faisceaux 


; 
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de  coniques,  tous  ceux  appartenant  au  réseau,  pour 
lesquels  ces  deux  lieux  seraient  les  mêmes,  ce  qui  me 
paraît  une  généralisation  très  curieuse  de  Ténoncé.  Les 
lieux  1°  et  a"  ne  sont  pas  altérés  si  Ton  remplace  le 
faisceau  C  de  Ténoncé  par  tout  faisceau  défini  par  deux 
coniques  de  notre  réseau. 

La  solution  dépend  ici,  non  du  cas  général,  c'est- 
à-dire  des  énoncés  11  et  12  que  donne  M.  Picquel  à  la 
page  535,  mais  de  Ténoncé  9  de  la  même  page  : 

«  Si  les  coniques  d'un  réseau  ponctuel  ont  un  point 
commun,  la  cayleyenne  se  réduit  à  ce  point  et  à  une 
conique,  et  la  liessienne  a  un  point  double  en  ce  point.  » 

Resterait  à  déduire  des  résultats  généraux  (énoncés 
11  et  12)  que  Ton  a  une  parabole  dont  Taxe  est  perpen- 
diculaire à  celui  de  P  et  dont  la  directrice  passe  par  O. 
Je  ne  m'en  occuperai  pas. 

Pour  terminer,  j'applique  au  réseau  tangenlicl  (  3  )  l'é- 
quation générale  de  la  cayleyenne(H.PicQUET,  p.  5a8) 


C^ 


ce  qui  donne 


r'      r'      r' 
r'      r'      r' 


r'      r 


w 


w 


JW 


=  o, 


O 
U 


O 


o 


r'     r'    r' 


tv 


=  O. 


On  3^  =  0,  c'est-à-dire  l'origine  O,  et  la  parabole 


uV'^^ —  vT'u,  =  o. 


C  est  bien  ce  que  donne  le  calcul  direct.  Je  laisse  de 
côté  le  calcul  de  la  hessienne,  qui  ne  présente  d'ailleurs 
pas  plus  de  difficultés  (H.  Picquet,  p.  Sa^  et  p.  028). 
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Si  Ton  partait  du  réseau  ponctuel  corrélatif  (7)  d'hy- 
perboles équilatères,  ou  aurait  encore  d'autres  énoncés 
conduisant  toujours  à  la  parabole  enveloppe  du  n®  I,  à 
la  strophoïde  podaire  du  n"  II.  On  sait,  par  exemple 
(H.  PicQUET,  p.  626),  que  les  droites  appelées  A,  T  dans 
l'énoncé  seront  Tune  des  deux  droites  auxquelles  peut 
se  réduire  une  conique  décomposable  du  faisceau  ponc- 
tuel (7)*  De  même  les  points  que  j'appelais  G,  G'  ou  IVI 
sont  Tintersection  de  deux  droites  auxquelles  peut  se 
réduire  une  conique  décomposable  du  faisceau  (7).  La 
question  est  donc  loin  d'être  épuisée. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTIO!«  PROPOSÉE  AU  CONCOURS 
DAGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES  EN  1888; 

Par  m.  GAMBEY, 
Professeur  au  ]ycée  de  Rouen. 


I.  —  Mathi^matiques  élémentaires. 

Soient  deux  points  \  et  A'  et  deux  droites  D  et  IX, 
parallèles  à  A  A'  et  équidistantes  de  cette  droite  : 

i"  Démontrer  quà  tout  point  P,  pris  sur  la  droite 
D,  correspond  un  point  V\  pris  sur  ly,  tel  que  la 
droite  PP  soit  tangente  aux  cercles  S  et  S'  circonscrits 
Vun  au  triangle  PAA',  Vautre  au  triangle  P'AA'; 

2°  Trouver  le  lieu  décrit  par  la  projection  de  chacun 
des  points  A  et  A'  sur  la  droite  PP'^ 

3"  Construire  les  droites  PP'  qui  passent  par  un 
point  donné  Q  5 

4°  Démontrer  que  les  cercles  S  et  S' se  coupent  sous 
un  angle  constant  ; 
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5°  Soit  O  le  milieu  du  segment  AA';  étudier  les  va- 
riations de  V angle  POP'. 

1°  Soit  G  le  centre  du  cercle  déterminé  par  les  trois 
points  A,  A',  P  :  une  perpendiculaire  élevée  en  P  sur  CP 
détermine  la  tangente  au  cercle  C;  cette  droite  coupe 
AA'  en  I  et  la  droite  IX  en  V. 

De  ÎÂ.ÏA'=  ÏP' ,  on  tire  ÎA.ÏÂ'=  ÎP'* ,  à  cause  de 
1P=  IP',  donc  PP'  est  tangente  au  cercle  de  centre  C 
qui  passe  par  les  trois  points  A,  A',  P'. 

2°  Projetons  A  et  A'  en  H  et  H'  sur  PP'^  le  point  P 
en  K  sur  AA';  traçons  A'H,  et  remarquons  que  la  pro- 
jection de  A' H  sur  AH  est  égale  à  A' H'  (le  point  A'  est 
supposé  entre  le  point  A  et  la  droite  PP').  Les  triangles 
semblables  AIH,  AlU',  PIK  donnent 


d'où  Ton  tire 


AH  _  A^I '  __  PK 
AI    "   A'I    ~  PI  ' 


A H^V ÏT  __  PK* 
AI. AI    ~  pj*' 


et,  comme  les  dénominateurs  sonl  égaux,  il  en  est   de 

même  des  numérateurs;  donc  le  produit  AH.A41'  est 
constant  et  égal  au  carré  de  la  demi-distance  des  paral- 
lèles D  et  D'. 

Ceci  obtenu,  le  triangle  A  A' H  donnant  Tégalilé 


A  A'  =  AH  M-  AH  -  2  AH.  A' H', 


on  en  conclut  que  la  somme  AH  -h  A' H  est  aussi  con- 
stante. 

I^e  lieu  géo»]étrique  de  H  est  donc  une  circonférence 
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qui  a  1(*  point  milieu  O  de  AA'  pour  centre.  Le  point  H' 
décrit  le  même  lieu,  l.e  ravon  de  ce  cercle  a  pour  valeur 


\ 


A  A'  -* 

/   -  —  -f^  PK  . 


Remarque,  —  De  ce  qui  précède,  on  conclut  que  la 
droite  PP  est  constamment  tangente  à  une  ellipse  qui  a 
pour  foyers  les  points  A  et  A',  et  dont  le  cercle  précé- 
dent est  le  cercle  principal,  ce  qui  suffit  à  la  déter- 
miner. Elle  est  tangente  aux  droites  D  et  IV . 

3°  La  construction  des  droites  PP'  qui  passent  par  un 
point  donné  Q  revient  à  mener  par  ce  point  des  tan- 
gentes à  Tellipse  que  nous  venons  de  considérer  ;  ou  bien 
à  joindre  le  point  Q  aux  points  d'intersection  du  cercle 
principal  de  cette  ellipse  avec  la  circonférence  qui 
aurait  AQ  ou  A'Q  pour  diamètre.  Le  problème  est  donc 
impossible  quand  le  point  Q  est  situé  à  l'intérieur  de 
Tellipse. 

4**  Soient  B  et  B'  les  points  où  les  droites  D  et  D' 
sont  coupées  parleur  perpendiculaire  commune  menée 
par  le  milieu  de  AA'.  Traçons  AC,  AC,  AB,  AB'.  Si 
Ton  prend  BC  et  B'C  pour  bases  des  triangles  ABC, 
AB'C,  ces  triangles  auront  même  bauteur  et  seront 
proportionnels  à  BC,  B'C.  Mais  les  triangles  sembla- 
bles BCP,  B'C  F  donnent 


car 


BC 
B'C 

CP          CA          CA  X  AB 
-CF        C'A        CAxAB'' 

AB  -  AB'. 

On  a  donc 


triangle  ABC    _    CÀ  x  AB 
iriangîe  ABC  ~"  r/A  .  :  AH 
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•tfC    ^^     '"'     ^^ 
ccqui  exige  que  les  angles  BAC,  B'AC  soient  égaux  ou 

supplémentaires.  Or  ils  sont  évidemment  aigus  tous  les 

deux,  donc  ils  sont  égaux. 

H  en  résulte  que  les  angles  CAC  et  BAly  sont  aussi 
égaux.  Donc  les  cercles  de  centres  C  et  C  se  coupent 
sous  un    angle   constant,    qui    est    le    supplément  de 

l'angle  BAB'. 

5°  Traçons  entin  OP  et  OP'.  La  double  symétrie  de 
l'ellipse   à  laquelle  la  droite  PP  doit  rester  tangente 

montre  qu'il  suffit  d^étudier  la  variation  de  l'angle  POP  , 
de  la  valeur  qu'il  a  quand  la  droite  PP'  est  perpendicu- 
laire à  A  A',  à  celle  qu'il  prend  quand  cette  droite  de- 
vient parallèle  à  A  A',  tout  en  restant  toujours  tangente 
à  l'ellipse.  La  demi-valeur  initiale  de  cet  angle  étant 

toujours  moindre  que  45°,  T angle  POP  part  d*ane  va- 
leur moindre  que  90°,  et  il  varie  d'une  manière  con- 
tinue de  cette  valeur  à  90°,  valeur  qu'il  prend  quand 
OP  a  la  direction  A  A',  et  OP'  la  direction  perpendicu- 
laire, car  alors  l'un  des  cercles  qui  passent  en  A  et  en  A' 
se  réduit  à  la  droite  AA'  prolongée  indéfiniment. 

La  même  question  a  été  résolue  par  M.  G.  Leinckugel,  élève  du 
lycée  de  Douai,  et  par  M.  G. -H.  Niewenglowski,  élève  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  au  lycée  Louis-Ie-Grand  (classe  de  M.  Humbert). 

IL   —  Mathématiquks  spécules. 

On  donne  un  ellipsoïde  S  et  deux  points  P  et  P',  et 
l'on  considère  les  ellipses  C  et  C  suivant  lesquelles 
i  ellipsoïde  est  coupé  par  les  plans  polaires  des  points 
P  etV  : 

i"   Démontrer  que  les  coniques  C  et  C/  et  les  points 
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P  et  V sont  situes  sur  une  quadrique  2  qui  est  çn  géné- 
ral unique; 

Q®  Discuter  cette  quadrique  en  supposant  que  le 
point  P'je  déplace  dans  V espace,  le  point  P  et  l'ellip- 
soïde S  restant  fixes  ; 

3**  Les  points  P  et  P'  étant  supposés  fixes  et  situés  de 
façon  que  la  quadrique  S  soit  indéterminée,  troux^er  le 
lieu  du  centre  de  cette  quadrique; 

4**  En  supposant  que  les  points  T?  et  P'  se  déplacent 
de  façon  que  la  quadrique  S  soit  une  sphère,  trouver 
la  surface  enveloppe  E  de  cette  sphère; 

5°  Peut-on  déterminer  un  point  A  tel  que  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  surface 
E,  en  prenant  le  point  A  pour  pôle^  soit  un  cône  du 
second  degré? 

I**  Soit  Pellipsoïde  rapporté  à  sou  cenlrc  et  à  ses 
axes 

«2         6*         c* 

P(a,  jâ,  y)  ri  P'(a',  p\  y)  étant  les  deux  points  donnés, 
leurs  plans  polaires  ont  pour  équations 

«2  ^2  c'î  a*  6*  c2  ' 

et  toute  quadrique  passant  par  les  points  P  et  P'  et  par 
les  coniques,  intersections  de  rellîpsoïde  S  et  des  plans 
polaires  des  points  P  et  P,  a  une  équation  de  la  forme 
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à  laquelle  il  faut  Joindre  les  deux  coudllions 

-(S-i-:-s-)(S*w*^'-)=»- 

f  ^(^-^^  T^+T^-VV^^^^^^-V-^- 
Supposons  d'abord  que  les  deux  points  P  et  P'  ne  soient 
pas  situés  sur  Tell ipsoïde  donné.  Alors  on  pourra  diviser 

11  0  •  /    \  Œ*  3*  T*  l>  '  •  /      \ 

1  équation   (i)  par  — ^  -+-  t^  4-  ^  —  i,  et  1  équation  (a) 

a'*         3'*         y'* 
par  — i"  "+-  T7  •+-  ^  —  '  î  et  ces  deux  équations  se  rédui- 
ront à  Téquation  unique 

a'         6*         c* 

qui  détermine  une  seule  valeur  de  X.  L'équation  (A) 
devient  alors 

\  \a*         b*   ^  c*         JW^b^^c^         ) 
^^\  lux        Sy        Y«        \loix        3'v       v'«         \ 

Si  l*un  des  points  P  ou  P^  est  situé  sur  Tellipsoïde 
donné,  Tune  des  équations  (i)  et  (  2)  est  vérifiée  identi- 
quement et  Tautrc  donne  la  même  valeur  de  X,  déjà  ob- 
tenue. 

Mais  si  les  deux  points  P  et  P'  sont  tous  les  deux 
situés  sur  Tellipsoïde  donné,  les  équations  (1)  et  (2) 
sont  vérifiées  identiquement,  quel  que  soit  )v  :  il  y  a  donc, 
dans  ce  cas,  une  infinité  de  quadriques  répondant  à  la 
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question,  tandis  qu'il  n^y  en  a  qu'une  seule  dans  les 
deux  autres  cas. 

2°  Pour  discuter  plus  commodément  Téquation  (6), 
je  rapporte  momentanément  Tellipsoïde  S  à  trois  dia- 
mètres conjugués  dont  Tun,  Taxe  des  Zy  passe  au  point  P. 
Appelant  a',  b' ^  d  les  trois  demi-diamètres  conjugués, 
l'équation  à  écrire  se  déduira  de  l'équation  (B),  en  fai- 
sant a  =  p  =  o,  et  supposant  que  a',  P',  ^  ^^  Y  *^'*î^^ 
les  nouvelles  coordonnées  des  points  P'  et  P.  Ce  sera 
donc 


(B)' 


Je  suppose  les  points  P  et  P'  non  situés  sur  l'ellip- 
soïde et,  par  suite,  qu*il  n'y  a  qu'une  quadriquc  S  satis- 
faisant aux  conditions  énoncées. 

Toutes  les  quadriques  qu'on  obtient  en  faisant  varier 
seulement  le  point  P'  ont  une  direction  commune  de 
diamètres  conjugués;  c'est  la  direction  de  l'axe  des  r, 
et  les  équations  de  ce  diamètre,  pour  une  quadrique 
déterminée,  sont  données  en  égalant  à  zéro  les  dérivées 
du  premier  membre  de  (B)'  par  rapport  à  x  et  à  j^. 

On  obtient  ainsi 

2(yy' —  c'*)a: — (y^  —  c'*)a'=  o, 


d'où 

X  = 


ï^  --  ^''     oc'         y  =     ï-^-^^'      3' 
2(yy'— c'«)     '        ^       2{yy'-c'»)^ 


Ces  valeurs  de  x  et  de  y  substituées  dans  l'équation 
(B)'  conduisent,  pour  déterminer  les  z  des  points  d'in- 
tersection de  la  quadrique  avec  son  diamètre  parallèle 
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àOz,  à  Véqualion 

„{■«'»       9'«       4(yy'_c'»)     ,-| 

En  écartant  le  casdeiY —  c'^=  o,  qui  donnerait  pour 
la  quadrique  S  deux  plans,  ceux  des  coniques  C  et  C, 
on  peut  écrire  ainsi  la  condition  de  réalité  des  racines 
de  Téquation  (3) 

Si  Ton  regarde  a',  P',  •/  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes, les  équations 

«  -  ^  -^  6^  -^   o'«-^2    -  <>' 

représentent  :  la  première,  un  cône  circonscrit  à  l'ellip- 
soïde donné  suivant  la  conique  C  et  ayant  le  point  P 
pour  sommet;  la  seconde,  un  paraboloïde  elliptique  tan- 
gent au  plan  de  la  conique  C  au  point  où  ce  plan  est 
percé  par  Taxe  des  z,  et  inscrit  dans  le  cône  H  suivant 
la  courbe  déterminée  sur  ce  cône  par  le  plan 

Cela  posé,  distinguons  deux  cas. 

1,  —  Le  point  P  est  extérieur  à  P  ellipsoïde  donné. 
On  a  alors 

C'î  —  v2  <  O. 

La  condition  (4)  montre  que,  si  le  point  P'  est  à  IVxlé- 
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rieur  du  côiic  H,  réqualion  (3)  aura  ses  racines  imagi- 
naires, et  par  conséquent  la  quadrique  S  sera  un  hyper- 
hotoïde  à  une  nappe.  Si  le  point  P  est  sur  le  cône  H, 
les  racines  de  (3)  sont  égales  et  S  représente  u^i  cône. 
Mais  si  le  point  P'  est  à  rintcrieur  du  cône  H,  Téqua- 
tion  (3)  aura  ses  racines  réelles  et  distinctes.  II  faudra 
alors  examiner  si  ces  racines  sont  toutes  les  deux  supé- 

rieures  ou  inférieures  à  —  >  ou  bien  si  elles  comprennent 

entre  elles  cette  quantité. 

Or  la  substitution  à  z,  dans  Téquation  (3),  de  — > 
conduit  à  l'expression 

qui  est  positive.  Donc,  si  le  point  P'  est  situé  à  Tînlé- 

rieur  du  paraboloïde  K,  la  quantité  —  sera  comprise 

entre  les  racines  de  (3)',  el  la  quadrique  S  sera  un  ellip- 
solde  réel,  tandis  que,  si  le  point  P'  est  extérieur  au 

môme  paraboloïde,  —  sera  extérieure  aux  racines  de  (3) 

et  S  sera  un  hjperboloïde  à  deux  nappes. 

Si  le  point  P'  vient  sur  le  paraboloïde  K,  Téqua- 
tion  (3)  acquiert  une  racine  infinie,  et  2  devient  un 
paraboloïde  elliptique, 

IL  —  Le  point  P  est  intérieur  à  l'ellipsoïde  donné. 
Alors  on  a 


.'2 


o; 


les  racines  de  (3)  sont  toujours  réelles  et  distinctes. 
La  discussion  est  analogue  à  la   précédente.  Ainsi  la 

substitution  de  —  à  la  variable  z  dans  (3)  donnant  ici 
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un  résiillat  négnlif,  si  le  poiul  P'  est  intérieur  au  parabo- 
loïtleK  (qui  n'est  pas  le  même  que  dans  le  cas  précédent), 
2  sera  un  hjperboloïde  à  deux  nappes,  et  si  ce  point 
est  extérieur  à  K,  la  quadrique  2  sera  un  ellipsoïde  réel. 
Ce  sera  encore  un  paraboloïde  elliptîtfue  si  le  point  P 
est  situé  sur  K. 

Les  cas  particuliers  se  discutent  facilement. 

3"  Je  conserve  encore  le  mi>me  système  d'axes,  sauf 
que  je  suppose  que  le  plan  des  zx  contient  le  point  P', 
d'où  P'  =  o. 

La  quadrique  S  est  indéterminée,  avons-nous  dit, 
(]uand  les  deux  points  P  et  P'  sont  situés  sur  rellipsoïde 
donné.  On  doit  donc  supposer  ici 

(5)  ^  =  c'         et         _-+.^_,  =  o, 

et  Téquation  générale  des  quadriques  2  sera 

En  égalant  à  zéro  les  dérivées  du  premier  membre  de 
cette  équation  par  rapport  k  x^y  et  z,  on  obtient 


olIt       z  —  c'    a' 
«  2  C        a^ 


iXy 


b^ 


r    =  O, 


9.  X  3         Z  —  c'  y' 


-TT-H- 


; 


c'       c' 


CL  T         y' Z 


et,  pour  toute  valeur  de  X  diilërentede  zéro,  on  voit  que 
le  lieu  elierclié  est  tout  entier  dans  le  plan  des  zx. 
En  éliminant  \  on  arrive  à  Téqualioii 

c'* 

-:-  a'j"2—  ol' z^-^  x^'' zx  —  c'(  v'-f- c).r -h  c'ot! z  —  o. 

a  *  '  * 


«'« 
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Si  Ton   multiplie  par   a'  et  si  l'on  remplace  — ^  par 
I  —  ~>  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 


[(c'-h  Y')ar  —  a'z][{c'~'  ^')x  -f-  a'z  —  c'a']  =  o; 

et  elle  représente  la  droite  qui  joint  Toriginc  au  milieu 
du  segment  PP',  et  la  droite  PP'  elle-même. 

Remarque.  —  Les  quadriques  S  sont  tontes  tangentes 
aux  deux  plans 


,  a'.T        y' z 

Z  —  C    rr:0,  — --  -h   -4-    —  l  =r  O, 

a*         c  * 

aux  points  P  et  P'  de  rellipsoïde  donné.  Parmi  ces  qua- 
driques se  trouve  évidemment  l'ellipsoïde  S;  donc  Tori- 
gine  devait  faire  partie  du  lieu  obtenu.  L'ensemble  des 
deux  plans  tangents  en  P  etP'à  l'ellipsoïde  constituant 
une  variété  des  quadriques  S,  on  doit  trouver  leur  inter- 
section comme  faisant  partie  du  lieu.  Mais,  comme  cette 
variété  ne  peut  s'obtenir  qu'en  faisant  \  =  o,  dans  l'é- 
quation générale  des  quadriques  S,  on  ne  pouvait  pas 
trouver  cette  partie  du  lieu  par  la  méthode  précédente. 
Il  faut  faire  X=o  dans  les  trois  équations  du  centre. 
Alors  on  n'a  plus  nécessairement  )  =  o,  et  l'on  obtient 
en  eiiet  les  deux  équations 


a'x        y' 3 


qui  déterminent  l'intersection  cherchée. 

4"  Je  reprends  les  coordonnées  rectangulaires,  et,  par 
suite,  l'équation  (B),  obtenue  en  supposant  que  les 
points  P  et  P'  ne  soient  situés  ni  l'un  ni  l'autre  sur  l'el- 
lipsoïde S. 
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Cette  équation  développée  devient 

\  6«  ^  c»       V  «•       U'       ^  ~  7  *«■ 
PY-i-  yP'  aY'+  va'  a3'-(-  Sa' 


a  H-  a 

— r~^ 


p+P',,.i  ï+r.    /'»• ,  ?p' ,  7Y'\    „ 


Elle  représentera  une  sphère  si  l'on  a 

Py'  h-  7?'  =  «y'  h-  y»'  =  a?'  -h  pa'  =  o. 

Supposons  que  Ton  ait  a^  b"^  c.  Il  faudra  faire 
j3  =  p'=  o,  ce  qui  est,  du  reste,  tout  indiqué  par  ce  fait 
que  les  ellipses  C  et  C  devront  être  des  cercles. 

On  obtient  facilement  les  expressions  de  a',  y'  et  yen 
fonction  de  a,  et  Ton  a 

en  posant,  pour  abréger, 

6i__c»=/*,         ai^c^=zm^y         a^-^b^=n'^, 

et  en  remarquant  que  ces  diilerences  sont  toutes  posi- 
tives. 

L'équation  de  la  sphère  devient  alors 

-t-  /ia*c(Ai2--  /4)a  =  o; 
^/i/i.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  VIII  (Août  1889).  'i3 
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et,  en  ordonnant  par  rapport  à  a, 

-h  a*  /i'  (  ne  07  —  alz  )  =  o. 

En  exprimant  que  cette  équation  en  a  a  ses  racines 
égales,  on  aura  l'enveloppe  cherchée.  On  obtient  ainsi 

Cette  enveloppe  est  donc  une  surface  du  quatrième 
ordre  qui  admet  le  cercle  de  Tinfini  pour  ligne  double; 
c'est  une  des  anallagtnatiques  de  M.  Moutard,  c'est- 
à-dire  une  de  ces  surfaces  qui  demeurent  invariables 
quand  on  les  soumet  à  une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  convenablement  choisie,  et  l'on 
sait  qu'elles  possèdent  cette  propriété  par  rapport  à  cinq 
pôles  différents.  C'est  aussi  une  des  surfaces  étudiées 
sous  le  nom  de  cyclides,  par  M.  Darboux,  dans  son  Mé- 
moire Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de 
sur/aces  algébriq  ues . 

5°  Proposons-nous  de  trouver  un  pôle  tel  que  la 
transformée  de  (E)  par  rayons  vecteurs  réciproques 
soit  un  cône  du  second  degré.  Les  formules  de  transfor- 
mation sont 

K»  K*  K« 

X2-hYî-f-Z«  =  R2,        x^-^r^-hzi=^r^;        Rr=K*. 

Portons  l'origine  des  coordonnées  au  point  A  (xq, Jo?  ^o)î 
l'équation  (E)  deviendra 

Développant  et   employant   les   formules    ci- dessus. 
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cette  équation  devient 

-i(a«-l-c*— /^«)(/i*c«jrJ— «2/«^J](X«-h  Y«-i-Z«)» 
-4K«[a«c»(xî-h^5-4-«*-*-/i«-/«)(a:oX-f-^oY  +  ;ïoZ) 

4-Jia«c»K*(ar;-h>'î^^*4-nî— /«)(X«-h  Y«-f-Z«) 
H-rt«c«K*(aa:oX  -h  !X^o  Y  -h  2-3oZ  -^  K»)« 

—  4K^(o>c2— 6î)(/i«c*Xï  — ai/»Z»)=  o. 

On  aperçoit  facilement  la  solution 

xq  =  o,        ^0  =  0,        j^Q-^n^ — /*  =  o. 
Elle  ne  sera  réelle  que  si  l'on  a 

c'est-à-dire 

L'équation  précédente  se  réduit  alors  n 

—  aV« ( K« rf-  x v^/^— nîY>  =.  o 

et  représente  bien  un  cône  du  second  degré,  dont  le 
sommet  est  au  point  ayant  pour  coordonnées 


o,     — ^  <'t     o. 

11  y  a  même  deux  solutions,  symétriques  par  rapport 
au  plan  d(;s  zx, 

III.  —   AkALYSE    KT     \1'PL1CATI0NS. 

Théorie.  —  Démontrer  que,  si  l'aire  d'une  por- 
tion continue  de  surface  S  limitée  par  un  contour  fermé 
et  donné  est  la  plus  petite  possible,  la  somme  des 
rayons  de  courbure  principaux  est  nulle  aux  dix^ers 
points  de  la  portion  de  surface  considérée. 

Définition  des  surfaces  minima.  Intégration  de  leur 
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équation  aux  (iéris^ées  partie/ les.  Formules  de  Mange. 
Formules  de  M.  fFeierstrass. 

Application.  —  i®  Trouver  la  surface  minima  réelle 
qui  admet  pour  ligne  géodésique  la  cycloïde  définie  en 
coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

y  =:  a(i  — COSÇ»), 
z  =  o. 

a°  Indiquer  Informe  de  la  surface  ;  montrer  que  le 
plan  des  xy  est  un  plan  de  symétrie  et  que  les  tan- 
gentes à  la  cycloïde  en  ses  points  de  rebroussement 
sont  des  axes  de  symétrie  de  cette  surface  ; 

3**  Montrer  que  la  surface  peut  être  coupée  par  une 
infinité  de  plans  suiv^ant  des  paraboles  du  second 
degré  ; 

4**  Former  l' équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  de  la  surface.  Démontrer  qu'un  plan,  per-^ 
pendiculaire  à  la  base  de  la  cycloïde  et  à  égale  dis- 
tance de  deux  points  de  rebroussement  consécutifs  de 
cette  courbe  y  coupe  la  surface  suii^ant  une  ligne  de 
courbure. 

Pour  la  théorie,  voir  rOiivrage  de  M.  Darboux  : 
Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces.  Voici  la 
solution  du  problème  donné  (domine  application. 

Les  formules  de  M.  Weîerstrass  sont 

:r='-J(\^u^)¥{u)du-^-^J{\-^u\)¥,{u,)duu 


z=   I  uF(u)du -^  I  UiFi{ui)  dui, 
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et  Ton  sait  que,  pour  quV'Iles  représentent  une  surface 
réelle,  il  faut  que  les  variables  u  et  Ut  soient  imaginaires 
conjuguées  ainsi  que  les  fonctions  F,(m)  et  F|(i/|).  De 
plus,  les  intégrations  doivent  s'effectuer  suivant  des  che- 
mins imaginaires  conjugués. 

Cela  posé,  les  quantités  u^  ii|,  F(m),  Fi(mi)  devien- 
nent, pour  un  point  quelconque  de  la  cycloïde  donnée, 
des  fonctions  de  la  variable  réelle  i',  et,  pour  exprimer 
que  la  cycloïde  est  une  ligne  géodésique  de  la  surface 
inconnue,  il  faut  écrire  que  la  normale  à  celte  surface 
en  un  point  quelconque  de  la  cycloïde  est  contenue  dans 
le  plan  des  xj.  Or  les  cosinus  des  angles  que  fait  cette 
normale  avec  les  axes  sont  proportionnels  aux  binômes 

u-\-Uij     Mi — U    et     uui  —  I. 
On  doit  donc  poser  mW|  —  i  =  o;  d'où 


Ui=    -9 


I  dui  _  —  I  du 

u  dv   ~~    M*     dv 


Substituons  à  i/|  la  valeur  —  dans  les  formules  de 


I  u 

I 


Weierstrass,  et  identifions,  pour  un  point  de  la  cy- 
cloïde, avec  les  équations  de  cette  courbe  ;  puis  dif- 
férentions  les  équations  ainsi  formées.  Nous  aurons 

(.-«.)J[F(«)+^F.(i)]=..a(,-cosP), 

d'où  Ton  tire 

u*       \u/  ^    ' 

(i  — a2)F(w)-7-  =a(i  — costf), 
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et 

i(n- M*)F(«)-7-  =  a  Sine, 

dv 

„,       du        a{\  —  cosi')  .asint- 

F(  a  )  -7-  =    1 —    =  —  « ; 

dv  I  —  a'  \-\~  u^ 


L'égalité  formée  par  les  deux  derniers  rapports,  né- 
cessaire pour  que  les  équations  précédentes  soient  com 
patibles,  détermine  a  en  fonction  de  i'.  On  en  tire 


p            .  I  —  w* 
tanjr-  =  —  i -' 

'2,  I  -h  M* 


'rt 


puis 


d'où 


cos i  sin  - 

ros  — h  /sin  - 


,  <ia  .  ,  ,  .du 

ilosu= — vij         ni —  = — idVj         dv  =  Il  — 

a  u 


D'autre  part,  on  trouve  facilement 


I  —  cos  i>  =  2  sin  —  =  — 


2  214* 


L'équation 


devient  alors 


r  (a)--j-  =  a — 

dv  i—  u* 


,a(i  —  u*) 
¥(u)='^i^ — -— ^ 


La  fonction  F(m)  étant  déterminée,  la  fonction  Ff  (iii) 
Test  par  cela  même,  puisqu'elle  doit  être  imaginaire 
conjuguée  de  F(m). 

Elle  est  du  reste  inutile,  et  Ton  a,  pour  les  équations 
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difl'érentielles  de  la  surfaces  cherchée, 

T:--  —  aRil au, 

J  «•» 

z  =:  —  %aRi  I   r — du, 

R  désignant  la  partie  réelle  de  la  fonction  devant  la- 
quelle cette  lettre  est  placée.  L'intégration  donne 


T  ^ 


^_2R,T„t_i._4log«j+C, 
>s  =  2  a  R  M  a  -^  -  I  -+-  G", 


C,  C,  C"  étant  des  constantes  réelles.  Posons 

a-pi 


r^  />      s 


a  =  e 


a  et  ^  étant  des  quantités  réelles.  Les  équations  précé* 
dentée  deviendront 


X  =  -Ri'-  i«*(cosp  —  esin^) 

-f-  i>-«(cosp  -f-tsinP)-f-2t(*-"  ?*)]  -^  C» 

y  = R  [  e«(cosp —  tsin^) 

-+-  «-«(cosp  -h  tsinP)]  H-  C, 

pT! /    ?    •  •  ?\ 

^  =  2  a  R  I  ^e'  (  cos  -  —  t  sm  -  j 
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el,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires, 

x=ai^ sin  p  I  -+-  G, 

C*  -j_  <?— 3t 

y  —  —  a —^ —  eus  p  -h  G', 

z  =  9.asin'-'\e^ — e    *y-f-G'. 

Remplaçons  a  par  i/,  ^  par  (^,  u  et  v  étant  des  va- 
riables réelles  ^  puis  déterminons  les  constantes  de  ma- 
nière que,  pour  u  =  o,  on  obtienne  les  équations  de  la 
cycloïde  proposée,  nous  aurons  définitivement 

jT  —  alu SI n  i^ } , 

(G)  Jy=zali ; cosy  1, 


1        \,      ., 


Telles  sont  les  équations  qui  déterminent  la  surface 
cherchée. 

Discussion.  —  Remarquant  que  Ton  a 

on  élimine  facilement  u  entre  les  équations  (C)  ;  et  Ton 
peut  alors  regarder  la  surface  comme  engendrée,  soit 
par  la  parabole  variable  définie  par  les  équations 

2  \acosv»        / 

(0  {  /  X    • 

(a  —  y)  sinv 

^^-^ h  -P  —  at'  =  o  ; 

COSP 
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soit  par  celle  qui  est  définie  par 

(.,)  )  2\asinp         ; 

i  av  —  X 

cosp  -\-y  —  a  =  o. 


Sllli' 


Ces  deux  paraboles  sont  identiques  pour  une  valeur 
donnée  de  i^^  on  emploiera  les  équations  (i)  pour  les 
valeurs  de  v  qui  annulent  sinç^,  et  (a)  pour  celles  qui 
annulent  cosç^. 

Ces  équations  montrent  que  la  surface  que  nous  étu- 
dions est  coupée  par  une  infinité  de  plans  suivant  une 
parabole.  Cette  parabole  a  son  plan  constamment  paral- 
lèle à  l'axe  des  z^  et  son  axe  dans  le  plan  des  ocy.  Son 
sommet  décrit  la  cycloïde  donnée,  comme  on  le  con- 
state facilement,  et,  pour  les  valeurs  de  9  égales  à 


i'o     et h  i'o 

2  'i. 


(..<=) 


les  paramètres  de  ces  paraboles  sont  les  mêmes  ;  elles 

sont  symétriquement  placées  par  rapport  au  plana:  =  atc. 

Les  plus   remarquables  de  ces  paraboles  sont  don- 

nées  par  les  valeurs  de  \f  égales  à  o,  -5  tt,  —  et  2'ït. 

Pour  i^  =  o  et  pour  t'  =  2  7î,  on  obtient  par  (i)  l'axe 
des  j^  et  sa  parallèle  menée  par  le  point  a:  =  2  aTz^y=  o, 
2  =  o.  Ce  sont  les  tangenies  à  la  cycloïde  en  ses  points  de 
rebroussement.  Ces  tangentes  sont  donc  situées  sur  la 

surface.  Pour  i^  =  -  et  pour  v'  =  -;->  les  équations  (2) 

donnent  les  deux  paraboles  égales 

(3)  y  =  Cl,        z^->r  ^ax  —  'la^iTz — 2}     =0, 

(4)  ^  =  a,         45*— 4«>^-t- 2a-(2  H- 3::)  =  o, 
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situées  toutes  deux  dans  le  plan  y  — a=i  o,  mais  orien- 
tées en  sens  contraire. 

Enfin,  pour  i^  =  ?;,  les  équations  (i)  donnent  la  para- 
bole 

située  dans  le  plan  x  —  aTz=Oy  perpendiculaire  à  la 
base  de  la  cycloïde,  en  son  milieu.  CV*st  la  parabole  de 
paramètre  maximum. 
En  général,  pour 

('  =  (  2  A-  -f-  I  )  -  , 

•À 
on  a,  si  k  est  pair,  la  parabole 

y  —  a  =  o,         z*-h  iax  —  via'[(";tX-  -+-i)7u  —  ?.]  =  o; 
et  si  k  est  impair,  la  parabole 

Le  mode  de  génération  qui  vient  d'être  étudié  indique 
d'une  manière  assez  exacte  la  forme  de  la  surface. 

En  donnant  à  u  et  à  \^  d'abord  les  valeurs  Uo  et  (^o> 
puis  les  valeurs  m  =  —  iio,  \>  =  w'o,  les  formules  (C)  don- 
nent les  mêmes  valeurs  de  .r  et  de  j)'  ^  celles  de  z  sont 
égales  et  de  signes  contraires  ;  ce  qui  prouve  que  les 
points  M(mo,  1^0)1  M'( — '<09^o)  sont  symétriques  par 
rapport  au  plan  des  xj\  Ce  plan  est  donc  un  plan  de 
symétrie  de  la  surfai-e. 

Si  Ton  fait  u  =  Mq,  i'  =  ^o^  p^iis  u  =  «0,  t^  =  —  ^'o• 
les  mêmes  formules  donnent  les  mêmes  valeurs  pour  Jt: 
et  pour  z  ;  mais  les  valeurs  dcj  sont  égales  et  de  signes 
contraires.  Les  points  M(wo,  1^0)1  M'(f/o,  —  ^0)  sont  donc 
symétriques  par  rapport  à  Taxe  des  y.  Cette  droite  est 
donc  un  axe  de  symétrie  de  la  surface.  On  ferait  voir 
de  la  même  manière  que  la  tangente  au  point  de  rc- 
broussement  x  =  ^kna,  j=  o,  z  =  o  est  aussi  un  axe 
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(lesvinélric  de  la  surface.  JI  suffirait  pour  eela  de  donner 
à  u  et  à  l' les  deux  couples  de  valeurs 

Éqiialion  différentielle  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface,  —  Les  cosinus  directeurs  de  la  uormale  à  la 
surface  au  point  (x,j^,  z)  étant  proportionnels  aux  bi- 
nômes 

Ml -H  M.  i{U\ —  II),  ltUy—\y 

les  équations  de  cette  normale  peuvent  s^érrire 

X  =  j^  -h  (  wi -f-  //  )X, 
Y  —  y  -ir-  i(ui  —  a) À, 
Z  —  5  -+-  {uui —  i)).. 

Exprimons  cpi'il  existe  sur  la  surface  un  déplacement 
tel  que  le  point  (X,  Y,  Z)  de  la  normale  décrive  une 
courbe  tangente  à  cette  normale.  Nous  devrons  écrire 


d\ 


d\ 


(TL 


Ui-\- u        i(ui — u)        uui  —  i' 


•    f 


ce  qui  se  ramené  aisément  a 

dj:  dux  -f-  du 

dy       i(dui — du) 
dz       u  dux  +  Ui  du 


Ui-h-  u 

i{  U\  —  u) 

UUi  —  I 


=  o. 


En  substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  dx^ 
dj^  dz  qu'on  tire  des  formules  de  M.  Weierslrass  et 
en  effectuant  les  calculs  et  les  réductions,  on  arrive  à 
l'équation  bien  simple 


(^) 


F(  u)  du^ —  F|(mi)  du\  --  o, 


après  suppression  du  facteur  2(1  ^-«w,)-. 
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Mais  on  a  trouvé  plus  haut 

les  équations  cherchées  seront  donc 

R    /  I  / 1 — <fw  =  consi., 

R  *  /  i  / ï —  û^M  =  consl. 

Mais  on  peut  tirer  directement  ces  équations  des  for- 
mules (C),  indépendamment  de  toute  quantité  imagi- 
naire. On  obtient  ainsi 

Se  V 

(e"  —  «-«*)cos-  du*—  2(e"  -h  e-«  -+-  v>)sin  -  dudv 

[  —  (  e"  —  e   **  )  cos  -  dç*  =  o, 

les  variables  u  al  v  étant  réelles.  LMntégration  ne  parait 
pas  possible  par  les  fonctions  élémentaires. 

En  effectuant  les  calculs  qui  conduisent  à  l'équation 
(E),  on  remarque  la  relation 

p  ^i  q  étant  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  a: 
et  ky^  ce  qui  montre  que,  pour  ^  =  u,  c'est-à-dire  pour 
tous  les  points  de  la  parabole  obtenue  en  coupant  la 
surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  base  de  la 
cycloïde,  à  égale  distance  de  deux  points  de  rebrous- 
sèment  consécutifs,  on  a  /;  =  o.  Mais  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  la  surface  étant  proportionnels  à 
p,  r/  et  —  1 ,  on  eu  conclut  que  la  normale  à  la  surface 
est,  pour  tous  les  points  de  la  parabole  considérée,  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  c*est»à-dire  dans 
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le  plan  même  de  celte  courbe  qui  est  dès  lors  à  la  l'ois 
une  ligne  géodésique  et  une  ligne  de  courbure  de  la 
surface,  tout  comme  la  cycloïde  donnée. 

IV.  —  Mécanique  rationnelle. 

Théorie.  —  Les  équations  du  mouvement  d'un  sys- 
tème matériel  étant  supposées  mises  sous  la  forme  ca- 
nonique, montrer  comment  Jacobi  a  ramené  V inté- 
gration de  ces  équations  à  la  recherche  d^une  intégrale 
complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 

Application.  —  Etant  donné  un  hjperboloïde  à 
une  nappe  représenté  en  coordonnées  rectangulaires 
par  V équation 


a»        b^        c*       ' 


oii  L*on  suppose  a<^b^  déterminer  le  mouifcment  d'un 
point  matériel  non  pesant  dont  la  niasse  est  égale  à 
l'unité,  qui  est  assujetti  à  rester  sur  la  surface  de 
Vhyperboloïde  et  qui  est  attiré  vers  le  centre  par  une 
force  égale  au  produit  d'une  constante  tj*  par  la  dis^ 
tance  du  mobile  au  centre, 

A  l'instant  initial,  le  mobile  est  situé  dans  le  plan 
des  xzy  à  la  distance  b  du  centre,  et  la  vitesse  Vo  est 
parallèle  à  l'axe  des  y. 

Discuter  les  diverses  formes  que  peut  affecter  la 
trajectoire  suivant  les  valeurs  de  Vo  ]  indiquer  notam- 
ment les  lignes  de  courbure  de  Vhyperboloïde  entre 
lesquelles  elle  est  comprise.  On  déterminera  la  position 
du  mobile  sur  Vhyperboloïde  à  une  nappe  à  Vaide 
des  coordonnées  elliptiques  \  et  a  définies  par  les  deux 
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èquatiofis 

j-î               y»               5* 

Xh-./î    '    'A-4-6*       X~cî 

y*                 k'                'S* 

=  î. 


-+-   TT -X- =»» 


4Î/I  supposant  c^ <^\  et  a' <  [jl <[  i*. 

/'T^/r  la  DynaadfUB  analytique  de  M.  Emile  Ma- 
ihieu,  où  un  calcul  atadogne  est  fait  pour  Tellipsoïde. 


SUR  LES  POLYÈDRES; 

Par  IVl.  C.  BOURLET. 


Définition,  —  Uu  polj  tulre  est  une  surface  composée 
de  polygones  plans,  à  contour  unique  ou  à  contour  mul- 
liple  (*),  ayant  deux  à  deux  un  côté  commun,  de  telle 
façon  que  deux  polygones  voisins  n'aient  pas  leurs  plans 
confondus  ei  qu'un  côté  quelconque  de  l'un  de  ces  po- 
lygones appartienne  toujours  a  un  autre  polygone  et;  à 
un  seul,  autre. 

Les  portions  de  plan,  limitées  par  ces  polygones,  et 
composées  des  points  intérieurs  à  ces  polygones  sont 
appelées  \g% faces  du  polyèdre.  Les  côtés  de  ces  poly- 
gones sont  les  arêtes,  et  les  sommets,  les  sommets  du 
polyèdre. 

Remarque  I.  —  iNoiis  supposerons  dans  tout  ce  qui 


(')  Ud  polygone  plan  est  dit  k  contour  unique  si  Ion  peut  aller 
d'an  point  quelconque  de  ce  contour  à  un  autre  point  de  ce  même 
conlour  en  suivant  le  contour.  Dans  le  cas  contraire,  on  dira  que  le 
contour  est  mutlipte^ 
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suivra  que  le  polyèdre  est  à  surface  unique,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  aller  d'un  point  ijuelcon(|ue  de  la  surface  à 
un  autre  point  de  celte  surface  par  un  chemin  continu 
tracé  tout  entier  sur  elle.  Toute  surface  répondant  aux 
conditions  de  la  définition  et  ne  satisfaisant  pas  à  cette 
dernière  serait  un  ensemble  de  plusieurs  polyèdres  à 
surface  unique. 

Remarque  II.  —  Il  pourra  arriver  que  deux 
faces  (^)  se  coupent,  c'est-à-dire  que  deux  faces  aient 
en  commun  des  points  non  situés  sur  des  arêtes.  Il  ne 
faudra  pas  confondre  ces  droites  d'intersection  de  deux 
faces  avec  les  arêtes  :  nous  les  appellerons  droites  sin- 
gulières du  polyèdre. 

Remarque  III.  —  11  résulte  de  la  délinition  que  par 
toute  arête  il  passe  deux  faces  et  deux  faces  seulement 
et  qu'à  tout  sommet  aboutissent  au  moins  trois  arêtes. 

Remarque  lf\  —  Les  arêtes  étant  des  portions  limi- 
tées de  droites,  il  en  résulte  que,  si  un  plan  se  déplace 
parallèlement  à  lui-même,  il  devra  arriver  un  moment 
où  il  ne  rencontrera  plus  aucune  arête,  car  sans  cela  il 
y  aurait  des  arêtes  illimitées.  Donc  on  peut  toujours 
trouver  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné  et  qui  ne 
coupe  aucune  des  arêtes  du  polyèdre.  De  même,  les 
faces  étant  des  portions  de  plans  limitées  par  des  con- 
tours fermés,  on  pourra  toujours  trouver  une  droite  pa- 
rallèle à  une  droite  donnée  et  qui  ne  rencontre  aucune 
des  faces  du  polyèdre. 


(»)  Je  rappelle  que  le  mot  face  désigne  une  portion  de  plan  li- 
mitée par  un  polygone.  Il  ne  faut  pas  confondre  la  face  et  le  plan 
de  la  face. 
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Théorème  1.  —  Toute  droite  indéfinie  coupe  un  po- 
t)  èdre  en  un  nombre  pair  de  points. 

Remarquons  d'abord  que,  quand  une  droite  D  se  dé- 
place, si  un  des  points  d'intersection  de  cette  droite  avec 
le  polyèdre  disparaît,  il  disparaîtra  en  même  temps  un 
autre  point  d'intersection  et  un  seul.  En  eflet,  pour  que 
le  point  d'intersection  Pde  D  avec  une  face  F  disparaisse, 
quand  D  se  déplace,  il  faut  que  ce  point  vienne  rencon- 
trer un  côté  A  de  la  face  F,  c'est-à-dire  que  la  droite  D 
rencontre  une  arèle  A  du  polyèdre;  or,  une  arête  A 
d'un  polyèdre  étant  toujours  commune  à  deux  faces  F 
et  F',  et  à  deux  seulement,  il  pourra  se  présenter  deux 
cas  :  ou  bien  la  droite  D  rencontrait  F'  en  un  point  P' 
avant  de  traverser  A,  et  alors,  quand  D  rencontre  A  et 
la  dépasse,  P  et  P'  viennent  se  confondre  et  disparaissent 
en  même  temps;  ou  bien  D  ne  rencontrait  pas  F'  avant 
de  traverser  A,  mais  alors  D  rencontrera  F'  en  un  point 
V après  avoir  traversé  A,  et  le  point  P  disparu  sera  feni- 
placé  par  le  point  P'.  Donc,  quand  une  droite  D  se  dé- 
place, il  apparaît  ou  il  disparaît  toujours  un  nombre  pair 
de  points  d'intersection  :  la  parité  du  nombre  des  points 
d'intersection  avec  le  polyèdre  est  donc  la  même  pour 
toutes  les  droites  de  l'espace.  Or,  d'après  la  remarque  IV , 
il  existe  toujours  une  droite  qui  ne  coupe  pas  le  poly- 
èdre :  donc  toute  droite  indéfinie  coupe  le  polyèdre  eu 
un  hombre  pair  de  points. 

Théorème  II.  —  Si  l'on  considère  un  polyèdre  et  un 
point  fixe  P  dans  l'espace,  non  situé  sur  le  polyèdre, 
la  parité  du  nombre  des  points  d'intersection  d'une. 
semi-droite,  issue  de  P,  avec  le  polyèdre,  est  toujours 
la  même  quelle  que  soit  la  direction  de  cette  semi- 
droite  dans  l'espace. 

Ceci  résulte  immédiatement  du  fait,  démontré  dans 
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le  ihéorème  I,  que,  quand  une  semi-droite  loume  autour 
de  P,  le  nombre  des  points  d'intersection  qui  apparaît 
ou  qui  disparait  est  toujours  pair. 

Ce  théorème  nous  permet  de  classer  les  points  de 
l'espace  en  deux  groupes  par  rapport  au  polyèdre. 

Définition.  —  Un  point,  non  situé  sur  l'une  des  faces 
(lu  polyèdre,  est  dit  extérieur  au  polyèdre  si  le  nombre 
des  points  d'intersection  des  semi-droites,  issues  de  ce 
point,  avec  le  polyèdre  est  pair.  Quand  ce  nombre  est 
impair,  le  point  est  dit  intérieur  au  polyèdre. 

L'ensemble  des  points  intérieurs  au  polyèdre  forme 
ce  que  nous  appellerons  Vintérieur  du  polyèdre^  nous 
montrerons  plus  loin  que  c'est  une  grandeur  mesurable 
et  sa  mesure  sera  ce  que  nous  appellerons  le  volume 
du  polyèdre. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  la  définition  des  points 
intérieurs  que  toute  semi-droite  issue  d'un  tel  point 
coupe  le  polyèdre  au  moins  en  un  point. 

Théoriîme  III.  —  Si  un  plan  II  ne  coupe  pas  un  po- 
lyèdre P  : 

«■' 

1"  Le  polyèdre  P  est  situé  tout  entier  d'un  même 
côté  de  n  ; 

2"  Tous  les  points  de  II  et  tous  les  points  situés  d'un 
côté  de  n  différent  que  P  sont  extérieurs  à  P  \ 

3**  Tous  les  points  intérieurs  à  P  sont  situés  d'un 
même  côté  de  U  que  P. 

Eu  effet  : 

i**  Supposons  que  deux  points  A  et  B,  appartenant 
à  P,  soient  situés  de  part  et  d'autre  de  II.  Alors,  tout 
chemin  continu  allant  de  A  en  B  traverserait  nécessai- 
rement le  plan  FI  et,  comme  II  ne  contient  aucun  point 
de  P,  on  ne  pourrait  aller  de  A  en  B  par  un  chemin 

vJ/in.  de  Mathémat.,  :i"  série,  t.  VTTI.  (AoiH  1889.)  2^ 
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continu  tracé  tout  entier  sur  la  surface  de  P.  Il  ne  peut 
donc  y  avoir  deux  points  de  P  situés  de  part  et  d'autre 
den. 

3°  Soit  E  un  point  situé  sur  II  ou  de  côté  différent 
de  n  que  P.  Si  Ton  mène  par  E  une  semi -droite  parallèle 
au  plan  II,  cette  semi-droite  ne  rencontrera  pas  P  :  donc 
E  est  extérieur. 

3°  Soit  1  un  point  intérieur  h  P.  Menons  par  I  une 
semi-droite  parallèle  au  plan  11^  puisque  I  est  intérieur 
à  P,  cette  semi-droite  coupera  P  au  moins  en  un  point  C. 
Mais  le  segment  de  droite  IC,  étant  parallèle  à  H,  ne  ren- 
contre pas  n^  I  et  C  sont  donc  d'un  même  côté  de  II  : 
donc  P  et  I  sont  d'un  même  côté  de  H,  puisque  tous 
les  points  de  P  sont  d*un  môme  côté  de  II  et  que  C  ap- 
partient à  P. 

Définition.  —  Quand  le  nombre  des  points  d'inter- 
section des  semi-droites  issues  d'un  point  quelconque  in- 
térieur à  un  polyèdre  est  toujours  égal  à  un,  le  polyèdre 
est  dit  con\fexe. 

Théorème  IV.  —  Toute  droite  indéfinie  coupe  un 
polyèdre  convexe  en  zéro  ou  deux  points. 

En  eflet,  soient  {fig.  i)  A|,  A2,  . .  .,  A2;,  les  points 
d'intersection  d'une  droite  indéfinie  avec  le  polyèdre  au 

Fig.  I. 

a 

1 1 1 1 

nombre  de  2/;  (/;>  o).  Soit  a  un  point  de  cette  droite 
compris  entre  les  deux  premiers  points  à  gauche  A|  et 
A2^  la  semi-droite  aA2;>  coupera  la  surface  en  2.p  —  i 
points  :  donc  le  point  a  est  intérieur  au  polyèdre  et  Ton  a 

2^  —  I  ==  I        ei       /?  =  I . 
Donc,  si  p  n'est  pas  nul,  on  a  nécessairement  /;  =  1 . 
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Réciproquement,  si  une  droite  indéfinie  coupe  un  po- 
lyèdre en  deux  points  au  plus,  ce  polyèdre  est  convexe  : 
car,  les  semi-droites  issues  d'un  point  intérieur  coupant 
le  polyèdre  en  un  nombre  impair  de  points,  ce  nombre 
impair,  étant  au  plus  égal  à  3,  est  nécessairement  égal 
à  1. 

Remarque.  —  Il  suit  de  là  que  si  P  et  P  sont  deux 
points,  situés  sur  la  surface  d'un  polyèdre  convexe  et 
non  situés  dans  une  même  face,  tout  point  situé  sur  le 
segment  de  droite  PP'  est  à  l'intérieur  du  polyèdre. 

Théorème  V.  —  Si  l'on  prolonge  indéfiniment  le 
plan  d*  une  face  quelconque  d'un  polyèdre  convexe,  le 
polyèdre  est  situé  tout  entier  d'un  même  côté  de  ce 
plan. 

En  ellet,  soit  {fi g-  2)  «p  le  plan  de  la  face  F  et  suppo- 
sons qu'il  y  ait,  de  part  et  d'autre  de  «p,  deux  points  A 

Fig.  2. 


4;t  13  appartenant  au  polyèdre;  9oit  alors  C  un  point  quel- 
c!Oiique  de  la  face  F  et  considérons  k  plan  P  qui  passe  par 
les  trois  points  A,  B  et  C;  ce  plan  coupera  le  polyèdre 
suivant  un  polygone  dont  un  des  côt€>ft  sera  situé  sur  la 
droite  0,  intersection  des  plans  P  et  'p,  el  contiendra  le 
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poinlC  D^ailleurs  ce  polygone  passera  en  A  et  B  :  donc 
il  ne  sera  pas  convexe,  puisque  A  et  B  sont  de  part  et 
d'autre  de  6.  On  pourra  donc  trouver  une  droite  D, 
située  dans  le  plan  P,  qui  coupera  le  polygone  en  plus  de 
deux  points  et,  par  suite,  qui  coupera  le  polyèdre  en  plus 
de  deux  points.  Le  polyèdre  n'est  donc  pas  convexe. 

Réciproquement  y  si  un  polyèdre  est  tel  qu'en  pro- 
longeant indéfiniment  le  plan  de  l'une  quelconque  de 
ses  faces  le  polyèdre  soit  situé  tout  entier  d'un  même 
côté  de  ce  plan,  ce  polyèdre  est  convexe. 

Car,  si  le  polyèdre  n'était  pas  convexe,  on  pourrait 
trouver  un  point  intérieur  a  et  une  semi-droite  a^,  issue 
de  a,  tels  que  ax  coupe  le  polyèdre  en  plus  d'un  point, 
par  exemple  en  trois  points  A|,  As,  Aa^  mais  alors,  en 
prolongeant  le  plan  de  la  face  à  laquelle  appartient  le 
point  du  milieu  Aj,  A<  et  A3  seraient  de  part  et  d'autre 
(Itî  ce  plan  et  le  polyèdre  ne  serait  pas  tout  entier  d'un 
même  côté  de  ce  plan. 

Corollaire  1,  —  Les  faces  d'un  polyèdre  convexe 
sont  des  polygones  convexes. 

Corollaire  11.  —  Un  polyèdre  convexe  n'a  pas  de 
droites  singulières. 

Théorème  VL  —  Tout  point  intérieur  à  un  polyèdre 
conK^exe  est  situé,  par  rapport  au  plan  de  chacune  des 
faces,  du  inénie  côté  que  le  polyèdre,  et  réciproque- 
ment, si  un  point  est  situé,  par  rapport  au  plan  de  cha- 
cune des  faceSy  du  même  côté  que  le  polyèdre,  il  est 
intérieur. 

La  proposition  directe  résulte  de  la  troisième  partie 
du  théorème  III  ;  démontrons  la  réciproque  : 

Soit  \  un  point  situé  par  rapport  à  toutes  les  faces  du 
polyèdre  convexe  P,  du  même  côté  que  ce  polyèdre; 
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soit  a  un  point  pris  dans  une  face.  Si  Â  était  extérieur 
à  P,  la  semi-droite  Âa  couperait  le  polyèdre  en  un 
second  point  ^  et  un  seul.  Soit  alors  F  la  face  qui  con- 
tient celui  des  deux  points  a  ou  ^  qui  est  le  plus  voisin 
de  A  :  A  et  l'autre  point  d'intersection  seraient  alors 
situés  de  part  et  d'autre  du  plan  de  F  et,  par  consé- 
quent, A  et  le  polyèdre  P  seraient  situés  de  part  et 
d'autre  de  ce  plan,  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse. 

Corollaire.  —  Si  un  point  A  est  extérieur  à  un  po- 
lyèdre coru^exe  P,  il  existe  au  moins  une  face  de  P  telle 
que  A  et  le  polyèdre  P  soient  de  part  et  d'autre  du  plan 
de  celte  face. 

Ici  se  placeraient  maintenant,  dans  un  cours  complet 
sur  les  polyèdres,  la  définition  et  l'étude  des  polyèdres 
convexes  simples  :  prismes  et  pyramides,  troncs  de 
prismes  et  troncs  de  pyramides,  ainsi  que  la  recherche 
de  l'expression  de  leur  volume.  Nous  laissons  au  lecteur 
le  soin  de  faire  cette  étude  en  restant  dans  l'ordre  d'i- 
dées dans  lequel  nous  nous  sommes  placé  et  nous  passons 
immédiatement  aux  polyèdres  non  conx^exes,  en  consi- 
dérant cette  étude  comme  faite. 

Définition,  —  On  dira  qu'un  polyèdre  P  est  décom- 
posé en  un  certain  nombre  k  de  polyèdres,  si  l'on  a 
trouvé  h  polyèdres  P< ,  P2,  . .  • ,  Pa  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes  : 

I®  Un  point  quelconque  situé  à  V intérieur  de  l'un  de 
ces  polyèdres  a^l extérieur  à  tous  les  autres; 

a**  Deux  polyèdres  peuvent  avoir  en  commun  une 
ï'ace^  ou  une  arête,  ou  un  sommet  \ 

3^  Si  l'on  supprime  les  faces  et  les  arêtes  communes 
dsLUS  tous  ces  polyèdres,  la  figure  formée  par  les  faces 
restantes  est  identique  au  polyèdre  P. 
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Lemme.  —  Si  deux  polyèdres  conv^exes  P  e£  P'  sont 
tels   qu'ils  sont  tous  deux  situés  d'un  même  côte  du 
plan  de  l'une  quelconque  des  faces  de  l'un  d'euXj  ces 
deux  polyèdres  coïncident. 

Pour  démontrer  ce  leinme,  nous  allons  montrer  que 
tout  point  intérieur  à  l'un  est  intérieur  à  l'autre  et  que 
tout  point  extérieur  h  Vwn  est  extérieur  à  l'autre.  Soit  I 
un  point  intérieur  à  P,  et  soit  F  une  face  quelconque 
de  P,  I  et  P  sont  situés  d'un  même  côté  du  plan  ^'  de  F' 
puisque  I  est  intérieur  à  P  (théorème  III)  :  donc  I  et  P' 
sont  situés  d'un  même  côté  de  (p'.  I,  étant  du  même  c6l« 
que  P'  par  rapport  aux  plans  des  faces  de  P,  est,  en 
vertu  du  théorème  VI,  intérieur  à  P'.  On  verrait  de 
même  que  tout  point  intérieur  h  P'  est  intérieur  à  P. 

Soit  E  un  point  extérieur  à  P.  D'après  le  corollaire 
du  théorème  VI,  il  existe  au  moins  une  face  F  de  P  telle 
que  E  et  P  soient  de  part  et  d'autre  du  plan  ç  de  F; 
mais  alors,  comme  P  et  P  sont  d'un  môme  côté  de  ©,  on 
en  conclut  que  E  et  P  sont  de  part  et  d'autre  de  cp.  Donc 
(  théorème  III)  E  est  extérieur  à  P. 

L'identité  des  points  intérieurs  et  extérieurs  à  P  et  P^ 
entraîne  nécessairement  celle  des  points  situés  sur  ces 
surfaces. 

Théorème  VII.  —  Tout  polyèdre  qui  n'est  pas  con- 
vexe est  décomposable  en  polyèdres  convexes. 

Soit  P  un  polyèdre  non  convexe  dont  les  faces  sont 
Fi)  F],  • . .,  F/2.  Prolongeons  indéfiniment,  dans  tous 
les  sens,  le  plan  ^ ,  de  la  face  Fi  et,  si  ce  plan  rencontre 
le  polyèdre,  nous  imaginerons  qu'il  le  coupe. 

Précisons  ceci  :  le  plan  çpi  pourra  couper  certaines 
des  faces  F,,  .  •  • ,  F/i  suivant  des  segments  de  droite  et 
partager  ainsi  ces  faces  en  deux  polygones  ayant  un  côté 


(  375  ) 
commun.  Imaginons  alors  que  Ton  considère,  pour  un 
instant,  le  plan  ^i  comme  résullant  de  la  superposition 
de  deux  plans  (^\  et  o\  situés,  Tun  à  gauche,  l'autre  à 
droite  de  cpi  \  et  chacun  de  ces  segments  de  droite  comme 
deux  segments  de  droite  superposés  situés  l'un  dans  to\ 
et  l'autre  dans  o\.  En  outre,  considérons  chacun  des 
côtés  de  F|  comme  tracé  dans  celui  des  deux  plans  ^\  ou 
^\  qui  se  trouve,  par  rapport  à  f  i,  du  même  côté  que  la 
face,  différente  de  F|,  à  laquelle  appartient  ce  côté  (ceci 
revient  à  dire  qu'on  laisse  chaque  côté  dans  la  face,  dif- 
férente de  F,  à  laquelle  il  appartient). 

Nous  avons  ainsi  imaginé  deux  systèmes  de  segments 
de  droite  situés  dans  les  plans  cp',  et  'f^ .  II  est  aisé  de  se 
rendre  compte  que  les  segments  de  droite  (intersections 
de  Çi  avec  les  faces  Fa, ...,  F», ...  et  côtés  de  F|)  tracés 
dans  l'un  quelconque  de  ces  deux  plans  forment  un  po- 
lygone  fermé  y  à  contour  unique  ou  multiple,  en  remar- 
quant que  l'extrémité  d'un  quelconque  de  ces  segments 
de  droite  est  sur  une  arête,  que  par  une  arête  il  passe 
toujours  deux  faces  et  par  conséquent  que  toute  extré- 
mité d'un  de  ces  segments  est  l'extrémité  d'un  autre. 

Cela  étant,  considérons  les  portions  des  plans  (f\  et  <f\ 
limitées  par  ces  deux  polygones  et  composées  des  points 
intérieurs  à  ces  polygones,  que  nous  appellerons  F'^ 
et  F",.  Remplaçons  alors  dans  le  polyèdre  P  chacune 
des  faces  Fa,  . . . ,  F,,  par  deux  faces  ayant  un  côté  com- 
mun situé  dans  le  plan  cpi  et  la  face  F4  par  les  deux 
faces  F\  et  F\ . 

Par  cette  opération,  nous  aurons  substitué  au  po- 
lyèdre P  un  ou  plusieurs  polyèdres  répondant  bien  à  la 
définition  des  polyèdres  (cela  est  aisé  à  voir)  et  jouissant 
des  propriétés  suivantes  : 

i"  Chacun  de  ces  polyèdres  est  situé  tout  entier  d'un 
inùnie  côté  du  plan  cpi . 
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2®  Si  Ton  supprime  dans  ces  polyèdres  les  arêtes  et 
les  portions  de  faces  communes,  l'ensemble  des  arêtes  et 
des  faces  restantes  reproduit  le  polyèdre  P. 

Cela  fait,  imaginons  qu'on  prolonge  de  même,  dans 
tous  les  sens,  le  plan  P2  ^^  ^^  f^<^6  F2  et,  si  ce  plan  ren- 
'  contre  les  faces  des  nouveaux  polyèdres,  nous  imagine- 
rons de  nouveau  qu'on  ait  tracé  les  segments  de  droite 
d'intersection  avec  ces  faces.  Nous  recommencerons  la 
même  opération  que  précédemment  en  remplaçant  cha- 
cune des  faces  rencontrées  par  deux  faces  ayant  un  côté 
commun  et  en  introduisant  deux  nouvelles  faces  situées 
dans  le  plan  cpo.  Nous  aurons  ainsi  substitué  aux  nou- 
veaux polyèdres  et,  par  suite,  au  polyèdre  P,  des  po- 
lyèdres tels  que  : 

1°  Ils  sont  situés  d'un  même  côté  de  Oi  et  cps  ; 

2"  Si  l'on  supprime  les  arêtes  el  les  portions  de  faces 
communes,  on  reproduit  P. 

Nous  prolongerons  ensuite  03  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
o,i-  A.U  bout  de  la  «»*"•  opération,  nous  aurons  substitué 
à  P  plusieurs  polyèdres  P<,  P2,  . .  . ,  P^t  jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

I*  Us  sont  tous  convexes,  car  le  plan  de  Tune  quel- 
conque des  faces  de  l'un  d'eux  est  un  des  plans  ©4, 
®2i  •  •  -1  ©«  «t  chacun  d'eux  est  situé  tout  entier  d'an 
même  côté  de  l'un  quelconque  de  ces  plans; 

2**  Si  l'on  supprime  les  faces  communes  et  les  arcHes 
communes,  les  faces  restantes  constituent  le  po- 
lyèdre P; 

3**  Un  point  quelconque  intérieur  à  l'un  de  ces  po- 
lyèdres P|  est  extérieur  à  tous  les  autres.  En  elîet,  il 
existe  toujours  au  moins  un  plan  Oh  tel  que  deux  des 
polyèdres,  P/  et  Py,  soient  de  part  et  d'autre  de  oa-  Car, 
si  Pi  et  Py  étaient  tous  deux  d'un  même  côté  par  rapj>orl 
à  tous  les  plans  :p,,  '^2,  .  .  .,  Ztn^  ils  coïncideraient,    en 
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vertu  du  lemme^  puisque  les  plans  de  leurs  faces  sont 
tous  compris  dans  la  suite  cpi,  ^2)  •  •  •'>  'f//- 

Soit  alors  I  un  point  intérieur  à  P/,  il  est  du  même  côté 
de  Oh  que  P;  (théorème  III,  3**)  et,  par  suite,  il  est  de 
côté  différent  de  cp^  que  Py  :  il  est  donc  extérieur  à  Py 
(théorème  HT,  2°). 

Les  polyèdres  convexes  P< ,  P^,  . . . ,  P^t  constituent 
donc  bien  une  décomposition  du  polyèdre  P. 

Remarque  /.  —  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que, 
puisque  la  surface  du  polyèdre  P  est  unique  y  on  peut 
toujours  trouver  une  suite  de  polyèdres  pris  dans  la 
suite  P<,  P2,  .•.,P)t  commençant  par  un  polyèdre 
donné  P/  et  se  terminant  par  un  autre  Py,  et  telle  que 
tout  polyèdre  de  la  suite  ait  une  face  ou  unearéle  com- 
mune avec  le  polyèdre  précédent,  c'est-à-dire  qu'on  peut 
trouver  une  suite  continue  de  polyèdres  rattachés  les 
uns  aux  autres  et  formant  ainsi  une  chaîne  reliant  deux 
polyèdres  quelconques  P/  et  Py. 

Remarque  II.  —  Quand  deux  polyèdres  P/  et  Py  ont 
en  commun  une  arête  et  une  arête  seulement,  on  voit 
immédiatement  que  l'une  des  faces  de  P/  aboutissant  à 
cette  arête  doit  être  dans  un  même  plan  avec  une  des 
faces  de  Py  aboutissant  à  cette  même  arête,  car  sans  cela 
le  plan  de  Vune  de  ces  deux  faces  traverserait  le  polyèdre 
auquel  elle  n'appartient  pas,  ce  qui  est  impossible 
puisque  les  plans  de  toutes  les  faces  de  P/  et  Py  appar- 
tiennent à  la  suite  «^i,  f  2?  •  •  •  ?  f /<  ^^  que  ces  deux  po- 
lyèdres sont  chacun  situés  en  entier  d'un  même  côté 
par  rapport  h  chacun  de  ces  plans.  Ou  en  conclut  que 
Ja  suppression  de  cette  arête  commune  donnera  dans  le 
polyèdre  P  une  droite  singulière.  Donc,  si  un  polyèdre 
n'a  pas  de  droites  singulières,  deux  polyèdres  de  la  dé- 
composition n'ont  jamais  une  arête  seule  en  commun  ; 
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s'ils  se  touchent,  ils  ont  en  commun  soit  uu  sommet, 
soit  une  face.  Donc,  dans  ce  cas,  un  polyèdre  de  la  suite 
qui  lie  deux  polyèdres  P/  et  Py  a  en  commun,  avec  le 
précédent,  une  face  tout  entière. 

Théorème  VIII.  —  Tout  polyèdre  peut  être  décom- 
posé en  tétraèdres. 

1°  Je  dis  que  tout  polyèdre  convexe  estdécomposable 
en  tétraèdres.  En  ellet,  les  faces  étant  des  polygones 
convexes,  on  peut  décomposer  chacune  de  ces  faces  en 
triangles  enjoignant  un  sommet  quelconque  à  tous  les 
autres  (tout  point  intérieur  à  un  de  ces  triangles  n'est 
situé  A  l'intérieur  d'aucun  autre).  Par  ce  procédé  les 
faces  du  polyèdre  sont  décomposées  en  triangles  /|, 
^3,  . . .,  ^A.  Soit  alors  (/ig'  3)  O  un  point  quelconque 


intérieur  au  polyèdre  :  je  joins  O  à  tous  les  sommets  du 
polyèdre.  Les  sommets  des  triangles  £|,  ^2,  . . .,  f^  coïn- 
cident avec  les  sommets  du  polyèdre;  donc  les  trois 
droites  OA,  OB,  OC  qui  joignent  le  point  O  aux  trois 
sommets  qui  déterminent  un  triangle  ti  forment,  avec  ce 
triangle,  un  certain  tétraèdre  T/.  Nous  formons  ainsi 
k  tétraèdres  T|,  Ta,  .  . . ,  T^.  Ces  tétraèdres  ont  deux 
à  deux  une  face  commune  :  car^  si  deux  triangles  tti:l  ij 
ont  un  côté  commun  AC,  les  télraèdres  T/  et  Ty  ont  en 
commun  la  face  OAC. 

Tout  point  situé  à  rintérienr  d'un    lélraèdre  T|  est  à 
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Textérieur  de  tous  les  autres  :  en  efTet,  soit  a  un  point 
intérieur  à  T/;  la  semi-droite  Oa,  prolongée  au  delà 
de  a,  coupera  f/;  d'ailleurs,  comme  le  polyèdre  est  con- 
vexe et  que  O  est  intérieur,  Oa  coupe  une  face  et  une 
seule  du  polyèdre  :  elle  ne  rencontre  donc  aucun  autre 
triangle  que  t/.  La  semi-droite  issue  de  a  et  de  direction 
opposée  k  la  direction  aO  ne  coupe  aucune  des  faces  des 
tétraèdres  autres  que  T/  :  a  est  donc  extérieur  à  tous  ces 
tétraèdres.  Enfin,  il  est  bien  clair  que,  si  Ton  supprime 
les  faces  communes,  telles  que  AOC,  il  ne  restera  que 
les  triangles  f i ,  t^,  . . . ,  ^^^  qui  constituent  la  surface  du 
polyèdre  donné.  Les  tétraèdres  Tt,  Tj,  . . . ,  Tj^  décom- 
posent donc  ce  polyèdre. 

2®  Un  polyèdre  quelconque  est  décoraposable  en  té- 
traèdres. En  effet,  commençons  par  le  décomposer  en 
polyèdres  convexes,  puis  décomposons  chacun  de  ces 
polyèdres  convexes  en  tétraèdres  \  mais,  dans  cette  dé- 
composition, nous  aurons  soin  de  décomposer  une  face 
commune  à  deux  polyèdres  de  la  même  façon  dans  les 
deux  polyèdres.  Nous  aurons  ainsi  obtenu  la  décomposi- 
tion demandée. 

Théorème  IX.  —  Quand  un  polyèdre  P  est  décom- 
posé  en  un  certain  nombre  de  polyèdres  P|,  P^,  .  . ., 

1**  Tout  point  intérieur  à  un  polyèdre  P/  est  inté- 
rieur au  polyèdre  P; 

2"  Tout  point  extérieur  à  la  fois  à  tous  les  polyè- 
dres P| ,  P2,  . .  . ,  Pa  est  extérieur  au  polyèdre  P. 

En  eflet  : 

I**  Soit  A  un  point  intérieur  à  P/;  A  sera  extérieur  à 
tous  les  polyèdres  Py(y^i).  Considérons  une  semi- 
droite  Xx  issue  de  A  et  ses  intersections  avec  tous 
les  polyèdres  P<,  P^,  . . .,  P/i  :  cette  semi-droite  coupe 
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P/  eu  un  nombre  impair  de  points  et  chacun  des  autres 
en  un  nombre  pair  de  points.  Le  nombre  total  des 
points  d'intersection  est  donc  impair.  Or  ces  points 
d'intersection  sont  composés  d'abord  des  points  d'in- 
tersection de  Ad:  avec  les  faces  de  P  et  en  outre  des 
points  d'intersection  avec  les  faces  communes.  Chaque 
point  d'intersection  avec  une  face  commune  à  deux  po- 
lyèdres est  comptée  deux  fois  et  deux  fois  seulement  :  le 
nombre  total  de  ces  points  d'intersection  est  donc  pair. 
Donc  Ax  coupe  P  en  un  nombre  impair  de  points  :  A 
est  intérieur  à  P. 

a**  Si  A  est  extérieur  à  P|,  P^,  . .  -,  Pa,  Ax  coupe 
chacun  des  polyèdres  Pi ,  . .  . ,  P^  en  un  nombre  pair 
de  points;  elle  coupe  donc  P  en  un  nombre  pair  de 
points  et  A  est  extérieur  à  P. 

Corollaire.  —  Tout  point  intérieur  à  P  est  intérieur 
à  un  polyèdre  P/  et  à  un  seul. 

Donc  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  P  est  iden- 
tique à  l'ensemble  des  points  intérieurs  aux  divers  po- 
lyèdres composants  P|.  P^,  . .  .,  P>i. 

Première  conséque:ïce.  —  \J intérieur  d'un  polyèdre 
est  égal  à  la  somme  des  intérieurs  des  divers  polyèdres 
composants. 

^intérieur  d'un  polyèdre  est  donc  mesurable  et  le 
volume  d'un  polyèdre  est  égal  à  la  somme  des  volâmes 
des  polyèdres  en  lesquels  il  est  décomposé. 

En  particulier,  si  l'on  décompose  un  polyèdre  P  eu 
tétraèdres  T| ,  Ta,  . .  . ,  T^,  on  a 

vol.P  =  vol.T,  +  >ol.Tj-i-.  ..H-  vol. Ta-. 

Seconde  conséquence.  —  Si  un  polyèdre  P  «'* /^^'* 
de  droites  singulières,  on  peut  toujours  trouver  un 
chemin  continu,  situé  tout  entier  à  l'intérieur  (h  po- 
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lyèdre,  et  allant  d'un  point  intérieur  quelconque  à  un 
autre  point  intérieur. 

En  eSet,  soient  I  et  J  deux  points  intérieurs  à  P.  Ima- 
ginons qu'on  ait  décomposé  P  en  polyèdres  cont^exes  P^, 
P2?  •  •  •  ?  Paî  et  soient  P/  et  Py  les  deux  polyèdres  à  Tin- 
térieur  desquels  se  trouvent  respectivement  I  et  J 
(théorème  IX,  corollaire). 

Soient  P/^  P,^,  . . . ,  P,^^  des  polyèdres  tirés  de  la  suite 
Pi,  .  .  • ,  P^  et  tels  que  la  suite  P/,  P^^,  .  - . ,  P,^,  Py  forme 
une  suite  continue  (théorème  VII,  remarque  I),  P/et  P/^ 
auront  une  face  commune  F|  (théorème  VII,  remar- 
que II),  P/^  et  Pt\  tinc  face  F2,  .  . . ,  P/„t»t  Py  auront  une 
face  commune  F/i+< . 

Soient  alors  A|,  A2,  . . .,  A/,^|  des  points  situés  res- 
pectivement à  Tintérieur  des  faces  F|,  F2,  ..  .,  F/i^_|. 
Le  chemin  polygonal  IFiF2  . .  •  F^+i  J  sera  situé  tout 
l'ntier  à  l'intérieur  de  P;  car  chacune  de  ses  parties, 
par  exemple  F/F/^.^,  étant  à  l'intérieur  de  Pi^  (théo- 
rème IV,  remarque)  tout  entière,  est  située  h  l'intérieur 
de  P. 

Remarque,  —  Dans  le  cas  des  polyèdres  admettant 
des  droites  singtdières,ou  peut  encore  trouver  un  chemin 
continu  situé  à  l'intérieur  et  reliant  deux  points  inté- 
rieurs quelconques,  mais  ce  chemin  pourra  quelquefois 
traverser  la  surface  en  des  points  situés  sur  des  lignes 
singulières.  En  tous  cas,  ce  chemin  se  composera  de 
points  intérieurs  et  d'un  nombre  fini  de  points  situés 
sur  la  surface  et  ne  contiendra  pas  de  points  extérieurs. 


Polyèdres   semblables. 

Définition,  —  Deux  polyèdres  P  et  Q  sont  dits  cor- 
respondants si    l'on  peut  établir  entre  leurs  éléments 
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une  correspondance  univoqiie  et  réciproque ,  de  telle 
façon  qu'à  chaque  sommet  de  P  corresponde  un  sommet 
de  Q,  à  chaque  arête  une  arête,  etc.  ;  et,  de  plus,  de 
telle  façon  que  deux  couples  de  sommets  correspon- 
dants soient  reliées  par  des  arêtes  correspondantes,  que 
deux  arêtes  correspondantes  soient  à  l'intersection  de 
faces  correspondantes,  etc.  (*). 

Théorème  X.  —  Lorsque  deux  polyèdres  correS' 
pondants  ont  leurs  angles  polyèdres  correspondants 
égaux  et  les  faces  correspondantes  égales  y  ils  sont 
superposables  [on  suppose  és^idemment  que  les^ éléments 
qui  se  correspondent  dans  les  angles  polyèdres  et  dans 
les  faces  sont  des  éléments  égaux). 

Soient  F  une  face  du  polyèdre  P,  F'  la  face  correspon- 
dante égale  dans  le  polyèdre  P.  Faisons  coïncider  F' 
avec  F  en  faisant  coïncider  les  sommets  correspondants. 
Soient  A  un  sommet  de  F,  A'  le  correspondant  dans  P; 
soient  AB  et  AC  les  côtés  de  F  qui  aboutissent  en  A, 
A'B'  et  A'C  les  côtés  correspondants  dans  F.  A'B'  et 
A'C  coïncident  avec  AB  et  AC^  donc  deux  arêtes  dt* 
l'angle  polyèdre  A'  coïncident  avec  leurs  correspon- 
dantes dans  Tangle  polyèdre  A,  et  les  angles  polyèdres 
A  et  A'  coïncident.  On  verrait  de  même  que  tous  les 
angles  polyèdres  B  et  B',  C  et  C,  . . . ,  aux  différents 


(  *  )  Je  rappelle  qu'on  peut  imagioer  uue  correspondance  toute  pa- 
reille pour  les  polygones  plans  et  pour  les  angles  polyèdres.  Deux 
polygones  plans,  égaux  et  correspondants,  coïncident  quand  deux 
côtés  correspondants  coïncident  et  cette  coïncidence  n'est  possible 
que  d'une  seule  manière  (ainsi  il  n'y  a  qu'une  seule  manière  de 
faire  coïncider  deux  triangles  équilatéraux  correspondants  et  égaux 
si  l'on  fait  coïncider  les  éléments  correspondants).  De  même,  deux 
angles  polyèdres,  correspondants  et  égaux,  coïncident  si  deux  arêtes 
coïncident  avec  leurs  correspondantes,  et  cette  coïncidence  n'est  pos- 
sible que  d'une  seule  manière. 


(  383  ) 

sommets  de  F  cl  de  F',  coïncident.  Mais  aïors  la  face  F'^, 
adjacente  à  P  suivant  A'B',  coïncide  avec  sa  correspon- 
dante Fi,  adjacente  à  F  suivant  AB,  car  A'B'  coïncide 
avec  AB,  et  les  deux  côtes  de  F^  passant  par  A^  et  B^  et 
diflërents  de  AB  coïncident  en  direction  avec  leurs  cor- 
respondants dans  Ff .  On  verrait  de  même  que  toutes  les 
faces  adjacentes  à  F'  coïncident  avec  leurs  correspon- 
dantes. En  recommençant  pour  ces  faces  le  même  rai- 
sonnement que  pour  F',  on  verrait  de  proche  en  proche 
que  toutes  les  faces  de  P'  coïncident  avec  leurs  corres- 
pondantes dans  P;  car.nous  avons  supposé  que  l'on  pou- 
vait aller  d'un  point  quelconque  de  la  surface  d'un  po- 
lyèdre à  un  autre  par  un  chemin  continu  tracé  tout 
entier  sur  la  surface. 

Définition.  —  Deux  polyèdres  sont  dits  semblables 
s^ils  sont  correspondants,  si  les  angles  polyèdres  corres- 
pondants sont  égaux  et  les  faces  correspondantes  sem- 
blables. 

Les  éléments  correspondants  de  deux  polyèdres  sem- 
blables sont  appelés  éléments  homologues. 

Remarque,  —  Le  rapport  de  similitude  de  deux  faces 
homologues  de  deux  polyèdres  semblables  P  et  P'  est  le 
même  quelles  que  soient  ces  faces.  Soient  F  et  F|  deux 
faces  de  P  ayant  un  côté  commun  AB;  les  deux  faces  lio- 
moiogucs  dans  P',  F'  et  F'^  auront  un  côté  commun  A'B'; 

le  rapport  de  similitude  de  P  à  F,  ainsi  que  celui  de  F',  à 

A'B' 
Fi,est  -r-ïT"  *  deux  faces  voisines  sont  donc  dans  le  même 

rapport  de  similitude  avec  leurs  homologues.  Il  en  est 
donc  de  même  pour  deux  faces  quelconques,  car,  puisque 
la  surface  est  unique,  deux  faces  quelconques  d'un  po* 
I y ècire  sont  reliées  par  une  suite  de  faces  ayant  deux  h 
deux  un  côté  commun. 
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Ce  rapport  de  similitude  commun  à  toutes  les  faces 
homologues  des  deux  polyèdres  est  ce  qu*on  appelle  le 
rapport  de  similitude  des  deux  polyèdres. 

Il  n*est  pas  évident  a  priori  qu'il  existe  un  polyèdre 
semblable  à  un  polyèdre  donné  dans  un  rapport  de  simi- 
litude donné  :  nous  allons  montrer  qu'il  y  en  a  un. 

Théorème  XI.  —  Il  existe  un  tétraèdre  semblable  à 
un  tétraèdre  donné  dans  un  rapport  de  similitude 
donné  et  un  seul.  (Nous  passons  cette  démonstraûon.) 

Théorème  XII.  —  Si  l'on  décompose  un  polyèdre 
quelconque  P  en  tétraèdres  T<,  Tj,  . . . ,  T^t  et  si  Von 
construit  des  tétraèdres  T', ,  T!^,  . . . ,  T]^  semblables  aux 
précédents,  dans  le  même  rapport  de  similitude  A,  les 
tétraèdres  T'^  ^  T!j,  . . . ,  TJ^  pourront  être  assemblés  de 
la  même  façon  que  les  tétraèdres  T^,  Ta,  .  . .,  Tjt  ^i 
leur  ensemble  y  après  suppression  des  faces  communes, 
constituera  un  polyèdre  semblable  au  polyèdre  pro- 
posé P,  dans  le  rapport  de  similitude  ).. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  tétraèdres  T|  et  Tj 
Rient  une  Jace  commune  <>^^ .  Soient  (/ig.  4)  A|  Bt  C^  ceuc 
face  dans  Ti  et  A2B2C2  cette  face  dansTa  :  A,  coïncide 


Fig.  4. 


avec  Aj,  etc.  Soit  A',  B'^C'^  la  face  de  T'^  homologue  d»» 
A,B<  C|  et  AjB'jCg  celle  deT'^  homologue  de  AjEjC,  : 
A '^  B',  C\  et  A'jj  B'^  Cj  sont  doux  triangles  égaux  et  corres- 
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pondants  comme  semblables  à  des  triangles  é^^aux  dans 
le  même  rapport  de  similitude  X.  Faisons  alors  coïncider 
ces  deux  faces  en  faisant  coïncider  A'^  avec  A'^ ,  Bg  avec  B'^ , 
Cj  avec  C'/  (ce  qui  est  possible),  puis  supprimons  cette 
face  commune  dans  T'^  et  Tg  ;  de  même  supprimons  ^^ 
dans  T|,  T2.  Nous  obtenons  ainsi,  par  la  superposition 
(le  T,  et  T2,  T'^  et  T'^,  deux  polyèdres  Q  et  Q'  qui  sont  sem- 
blables. En  elîet,  les  polyèdres  sont  correspondants  :  il 
suBBt  de  considérer  comme  correspondants  les  éléments 
qui  se  correspondaient  soit  dans  T<  et  T'^ ,  soit  dans  T2 
et  Tg  ;  les  angles  polyèdres  correspondants  sont  égaux  : 
l'angle  polyèdre  T^  est  égal  à  T'^  et  T^  à  T'^;  je  dis  que 
Tangle  A'  est  égal  à  l'angle  A-,  portons  A' sur  A  de  façon 
à  faire  coïncider  le  point  A'  avec  A,  que  A'C  prenne  la 
direction  AC  et  A'B'  la  direction  AB,  à  cause  de  la  cor- 
respondance et  de  l'égalité  des  anglesA'B'CT'^et  ABCT^, 
A'T,  prendra  la  direction  AT<  et  de  même  A'T^  prendra 
la  direction  AT^. 

Les  faces  sont  semblables  :  car,  si  aucune  des  faces 
de  T^  n'est  dans  un  même  plan  avec  une  des  faces  de  To, 
aucune  des  faces  de  T'^  ne  sera  dans  un  même  plan  avec 
une  des  faces  deT^,  et  les  faces  correspondantes  de  Q 
et  Q'j  étant  des  faces  correspondantes  des  tétraèdres 
composants,  sont  semblables.  Supposons,  au  contraire, 
que  AT<Cet  AT2C  soient  dans  un  même  plan  :  alors 
le  quadrilatère  AT,CT2  sera  une  face  de  Q,  A'T'^  C  et 
A'TjjC  seront  aussi  dans  un  même  plan  et  A^T\C'T.^ 
sera  une  face  de  Q'  qui  sera  semblable  à  AT<CT2, 
comme  composée  d'un  même  nombre  de  triangles  sem- 
blables et  correspondants.  Les  deux  polyèdres  Q  et  Q' 
sont  semblables. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  deux  tétraèdres  T, 
et  T2  aient  une  arête  commune.  Soit(AB),  A^B,,  A2B2 
celle  arête  dans  ï<  et  T2,  les  deux  faces  ABT,  et  ABTa 
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ainsi  que  les  faces  ÂBC|  et  ABC2  sont  dans  un  même 
plan,  et  rensemblede  T<  et  T2  forme,  après  suppression 
de  Tarète  commune  (  AB),  un  polyèdre  Q  ayant  quatre» 
faces  triangulaires  et  deux  faces  quadrangulaires  AC|  BC^ 
et  ATjBT2  [(AB)est  une  ligne  singulière  de  Q].  Les 
deux  arêtes  A'^  B',  et  A'^Bg  dans  les  tétraèdres  T,  et  T'^, 


'ig.  5, 


sont  égales  comme  semblables  à  deux  arêtes  égales  A,  B|, 
A2B2  dans  le  même  rapport  de  similitude  X,  Pour  la 
même  raison  les  dièdres  A'jB',  et  A'^Bg  sont  égaux.  Fai- 
sons alors  coïncider  A'^  et  Aj,  B',  et  B'^  et  disposons  le 
tétraèdre  T!j  de  façon  que  la  face  A'B'Tlj  soit  dans  le  même 
plan  que  la  face  A'B'T'^  et  extérieure  à  cette  face.  Les 
deux  dièdres  A'^  B',  et  A!,B'^  seront  alors  dans  la  position 
de  deux  dièdres  opposés  parTarète  et  A'B'C'^  sera  dans 
le  même  plan  que  A'B'C'^  et  extérieure  à  cette  face.  Si 
Ton  supprime  Tarète  commune  (  A'  B')  on  obtient  un  po- 
lyèdre Q'  ayant  deux  faces  quadrangulaires  A'C^  W0[^  et 
A'T',  B'T'2  qui  sont  évidemment  semblables  respective- 
ment aux  faces  ACi  BC2  et  AT,  BT2  de  Q. 

D'ailleurs  les  angles  polyèdres  de  Q  et  Q' sont  égaux. 
Ci  est  égal  à  C\ ,  C2  à  G!, ,  T,  à  T'^ ,  T2  à  T'^  ^  A'  est  égal  à  A , 
car  si  Ton  porte  A'  sur  A  de  façon  que  A'C,  prenne  la  di- 
rection AC,  et  A' G!,  la  direction  AGo,  la  droite  singulière 
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A'B' prendra  iiécessairenuînt  la  dirccliou  AB  et  les  deux 
dièdres  ABCiT|  et  A'B'C,  T',  coïncideront,  puisqu'ils 
sont  égaux  et  que  deux  arêtes  correspondantes  A'B'  et 
AB,A'C'|  et  ACi  auront  la  même  direction-,  A'T',  prendra 
donc  la  direction  ATi  et  de  même  A'T'^  prendra  la  di- 
rection AT2  :  les  deux  dièdres  A' C!j  C,  T',  T'^j  et 
AC2C1T, T2  sont  donc  égaux.  Les  polyèdres  Q  et  Q' 
sont  semblables. 

Cela  étant,  un  des  deux  tétraèdres  T4  ou  T2  aura  soit 
une  arête,  soit  une  face  en  commun  avec  un  des  tétraè- 
dres T3,  . . .,  T^  :  par  exemple,  T2  aura  une  face  com- 
mune avec  T3  et,  après*  suppression  de  celte  face  com- 
mune, l'ensemble  des  tétraèdres  TiTaTa,  c'est-à-dire 
l'ensemble  de  Q  et  de  Tj  formera  un  certain  polyèdre  R. 
On  verra  alors  aisément,  par  des  raisonnements  identi- 
ques à  ceux  que  nous  venons  de  faire,  que  T'^  et  T'.^ 
pourront  être  assemblés  comme  T2  et  T3  et  que  Ten- 
seinble  de  Q'  et  de  T3  forme  un  polyèdre  R'  sem- 
blable à  R.  En  continuant  de  la  sorte,  on  verra  de 
proche  en  proche  que,  puisqu\à  deux  tétraèdres  de  la 
série  (T),  ayant  une  arête  ou  une  face  commune,  cor- 
respondent deux  tétraèdres  dans  la  série  (T'),  pouvant 
être  assemblés  de  la  même  façon,  on  pourra  assembler 
successivement  les  tétraèdres  (T')  de  la  même  façon  que 
les  tétraèdres  (ï),  et  que  les  polyèdres  successifs  Q, 
1t^  . ..,  Q',  R',  . . .  seront  toujours  semblables.  Donc, 
Unaleiaent,  on  pourra  superposer  tous  les  tétraèdres  (T^) 
de  même  que  les  tétraèdres  (ï),  et  le  polyèdre  final  P' 
obtenu  sera  semblable  au  polyèdre  P  dans  le  rapport  de 
similitude  \, 

Nous  avons  ainsi  prouvé  qu'il  existe  un  polyèdre  sem- 
blable à  un  polyèdre  donné,  dans  un  rapport  do  simili- 
tude donné^  nous  allons  maintenant  montrer  qu'il  n'y  en 
a  qii'ii/i  seul. 


(  388  ) 

Théorème  Xlll.  —  Si  deux  poljèrires  P<  et  P^  sont 
semblables  à  un  même  polj  èdre  P,  dans  le  même  rap- 
port de  similitude  X,  ils  sont  identiques. 

En  effet,  faisons  correspondre  dans  P,  et  P2  les  élé- 
ments qui  sont  homologues  d*un  même  élément  de  P  : 
les  deux  polyèdres  P<  et  P2  sont  donc  correspondants. 
D'ailleurs,  deux  angles  polyèdres  correspondants  sont 
égaux,  puisqu'ils  sont  égaux  à  un  troisième,  et  deux 
laces  correspondantes  sont  égales,  comme  semblables  à 
une  même  face  de  Pdans  le  même  rapport  de  similitude. 
Donc  (théorème  X),  P<  et  P2  sont  superposables. 

Corollaire  1.  —  Il  n'y  a  qu'un  seul  polyèdre  sem- 
blable à  un  polyèdre  donné  dans  un  rapport  de  simili- 
tude donné. 

Corollaire  II,  —  Deux  polyèdres  semblables  sont 
décomposables  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  sem- 
blables et  semblablement  placés. 

Théorème  XIV.  —  Le  rapport  des  volumes  des  deux 
tétraèdres  semblables  est  égal  au  rapport  des  cubes 
de  deux  arêtes  homologues.  (Nous  passons  cette  dé- 
monstration.) 

Théorème  XV.  —  ZjC  rapport  des  volumes  de  deux 
polyèdres  semblables  est  égal  au  rapport  des  cubes  de 
deux  arêtes  homologues. 

En  effet,  soient  P  et  P'  deux  polyèdres  semblables 
dans  le  rapport  X.  Supposons  P  décomposé  en  tétraèdres 
T|,  Tj,  .  . . ,  Ta  et  soient  T'^,  T.j,  . . .,  T]^  les  tétraèdres 
semblables  dans  le  rapport  X.  On  aura 

vol.P  —  vol.Tj-h  >oI.T2-i-. . .-}-  vol.Tx-, 
vol.  P'  =  vol.  T;  +  vol.  r,  H- . .  .  -i-  vol.  Ti-: 
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d'ailleurs 

X3-  ^Q^-Ti  _  voi.t;  _   _  voi.r^  _  vol. t; -4-. ..-4- vol. r^. 

""  vol.T,  ""  vol.T,  vol.  Ta-  ""  vol. Ti -4-... -h  vol.  Ta  ' 

Donc 

voI.P' 


X9  = 


vol.P 


X  est  égal  au  rapport  de  deux  arêtes  homologues  quel- 
conques de  dpux  tétraèdres  semblables  T^-,  T/,  et  par 
conséquent  ^  est  égal  au  rapport  de  deux  arêtes  homo- 
logues quelconques  de  P'  et  P. 


INTERSECTION  DlINE  DROITE  ET  DE  LA  SURFACE  RÉGLÉE 
DÉFINIE  PAR  TROIS  DIRECTRICES  RECTILI6NES; 

Par  m.  L.  LEFEVRE, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Amiens. 


Des  droites  variables  G<,  G21  G3,  G4,  G5,  ...  rencon- 
trent trois  droites  fixes  A,   B,  G  respectivement  aux 

points  «4,   «2^   «3>    ^4»   «5»   ••  -î    ^O    ^29  ^39   ^4?   ^5>    '"'jCi, 

^2,  Cj,  Cj|,  C5,  ....  Je  dis  que  ces  trois  séries  de  points 
sont  homographiques  deux  à  deux.  Il  sufïit,  pour  cela, 
d'établir  Tégalité  des  rapports  anharmoniques,  tels  que 
{ff\-}h2,  b^^  b^)  et  (ci,  C2,  C3,  04)5  c'est  ce  qu'on  recon- 
naît immédiatement  en  coupant  B  et  G  par  les  plans 
menés  par  A  et  chacune  des  génératrices  G< ,  G2,  G3,  G4. 
Cette  remarque  va  nous  permettre  d'obtenir  les  points 
d'intersection  d'une  droite  donnée  D  avec  la  surface 
engendrée  par  les  droites  G,  ce  qui  revient  à  trouver  une 
droite  G  s'appuyant  sur  D.  On  est  conduit  à  considérer 
les  deux  liyperboloïdes  définis  par  les  directrices  A,  B, 


(  390  ) 
D  et  A,  C,  D.  Les  génératrices  du  premier  coupent  A  cl 
D  eu  des  points  a^,  a-if  «3,  ci.^,  .  .  . ,  ^,,  r/o,  rfa^  ^hi  •  •  «^ 
celles  du  second  en  des  points  ^i ,  ^2,  ^3  »  ^ji  ?  •  •  •  •>  ^  1 9  ^s- 

^3>   ^•\'>    •  •  -  • 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  les  deux  divisions  tracées 
sur  D  :  ^/<,  r/2,  ^3,  ^.»,  .  . . ,  Ot,  o.»,  O3,  o»,  . .  . ,  sont  ho- 


inographiques  à  Ui,  /-/o,  «3,  rt»,  ...  ;  elles  sont  donc  Iio- 
mographiques  entre  elles.  Les  points  doubles  P  et  Qde 
cette  homographie  sont  les  points  cherchés,  puisque 
par  chacun  de  ces  points  passe  une  droite  qui  s^appuie 
à  la  fois  sur  A,  B,  I)  et  sur  \,  C,  I),  c'est-à-dire  sur  A, 
lî,  C,  I). 

Pour  définir  une  homographie,  trois  couples  suflîsenl. 
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Donc,  par  trois  points  quelconques  «i,  ao.  a^  de  A,  on 
mènera  les  droites  qui  s'appuient  sur  B  et  D  et  celles 
qui  s'appuient  sur  C  et  D  :  on  aura  ainsi  les  trois  couples 

Dans  Tépure,  on  a  placé  ai  à  Tintersection  de  Â  et 
du  plan  projetant  D  horizontalement,  puis  on  a  coupé  B 
et  C  par  ce  plan,  ce  qui  donne  aisément  d^  et  S^.  On 
place  6^2  à  rinterseclion  de  A  et  du  plan  projetant  D 
verticalement,  d'où  e/2,  ôj.  On  prend  a^  au  point  d'in- 
tersection de  A  et  du  plan  projetant  B  horizontalement^ 
ce  plan  contenant  as  et  B  coupe  D  au  point  d^.  Enfin 
on  mène  par  a^  une  droite  qui  coupe  C;  on  prend  celle 
dont  la  projection  verticale  est  A',  elle  coupe  C  en  e,  e'  : 
sa  projection  horizontale  est  a^e.  Le  plan  passant  par 
cette  droite  et  par  C  coupe  D  on  03. 

Quant  à  la  construction  des  points  doubles,  elle  se  fait 
très  simplement  à  l'aide  d'un  cercle  que  l'on  peut  faire 
passer  par  a^  pour  simplifier  (voir  Géométrie  de 
MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  iH9). 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  POUR  L'ADMISSION 
A  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1888; 

Pau  m.  LKiMAlRE, 
Professeur  au  lycée  de  Lorient. 


On  donne  un  (/uadritatère  plan  OACB  et  deux  sé- 
ries de  paraboles  :  les  unes  tangentes  en  A  à  AC  et 
ayant  pour  diamètre  OA  ^  les  autres  tangentes  en  B  à 
ne  et  ajant  pour  diamètre  OB. 

On  demande  : 

i"  De  trouver  le  lieu  du  point  de  contact  M  d'une 
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parabole  de  la  première  série  avec  une  parabole  de  la 
deuxième  série  ; 

a°  D'indiquer,  en  laissant  le  triangle  OAB  inva- 
riable, dans  quelle  région  du  plan  il  faut  placer  le 
point  G  pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole ; 

3°  De  démontrer,  dans  V hypothèse  où  OACB  est  un 
parallélogramme^  que  la  tangente  commune  en  M  aux 
deux  paraboles  pivote  autour  du  point  de  concours  K 
des  médianes  du  triangle  ABC  •, 

4°  De  trouver,  dans  la  même  hypothèse,  le  lieu  du 
point  d'intersection  V  de  la  tangente  en  M  aux  deux 
paraboles  avec  l'autre  tangente  commune  DE  que  l'on 
peut  mener  à  ces  deux  courbes, 

N.  B.  —  On  représeniera  la  longueur  OA  par  a  y  et 
la  longueur  OB  par  A. 

SOLUTION    ANALYTIQUE. 

I.  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  OA  et  OB  ; 
soient  (a,  o),  (o,  i),  (/^,  q)  les  coordonnées  de  A,  B,  G; 

Fig.  I. 


uy 


jtq,  y  fi  celles  d'un  point  du  lieu  {fi}^'  i).  Les  paraboles 
P  de  la  première  série  ont  une  écjuation  de  la  forme 

X'  —  }A^\y ( p  —  a  )  —  q { X  —  a )]  =  o. 


(  -h^  ) 

De  méine,  réqualiou  générale  des  paraboles  P'  de  la 
seconde  série  est 

Le  point  M  du  lieu  appartenant  k  la  fois  aux  deux 
paraboles,  on  a 

^0  —  aP  [yoip  —  a)  —  q^JTo—  a)]  =  o, 

Ecrivons  que  les  tangentes  en  M  aux  deux  courbes 
sont  confondues,  nous  aurons 

Py  ^y^^V(p^a) 

a^o— P'(5'  — 6)  P> 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  suffira  d'éliminer  les 
paramètres  P  et  P'  entre  les  trois  relations  précédentes, 
ce  qui  n'offre  aucune  difficulté  puisque  les  deux  pre- 
mières sont  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  para- 
mètres. On  trouve  ainsi,  en  supprimant  les  indices, 

2gr(y  —  b)x^-h  'ip{p  —  ci)y^ 

-^  iq[a{b  —  q )  -\-  ipb ] x 

-4-  2/?[6(a— /?)  -4-  'iqa\y  —  ^pqab  =  o. 

Cette  équation  représente  une  conique  passant  par 
les  points  A'  et  B',  par  le  symétrique  C  de  O  par  rap- 
port à  C,  et  enfin  par  les  points  de  rencontre  de  C'A' 
avec  Oy  et  de  C'B'  avec  Ox^  C'A'  et  C'B'  étant  les  pa- 
rallèles à  CA  et  à  CB,  menées  par  le  point  C. 

II.  Cette  conique  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou 
une  hyperbole,  selon  que  nous  aurons 
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îni'galîtc  r|u'oi)  jieut  facilemi-iit  meure  sous  la  rnriiie 

(■.)        [(p-a)iq-h)^g,.</][-a,f-/>j^ab];o. 

Cela  |iosé,  eonsliuisoiis  la  droite  ayant  pour  équalioii 

(AU)  —  (iy  —  bjr-t~aù  =  o, 

ei  riiyperbole  rcpréscnléu  par 

(II)  (T-«)(r-i)-9J-j  =  o. 

La  droite  n'est  autre  que  AB.  L'Iiyperbolc  passe  en  A 
et  IJ,  a  pour  centre  je  point  ( —  ^,  —  ■s)'^*-  ^^'^  asym- 
ptotes parallèles  aux  axes  de  coordonnées  {/ig.  a)- 

Fig.  .. 


On  reconnaitaiséinent  que  pourtous  les  points  situés 
dans  les  parties  du  plan  couveries  de  liacliiires,  le  pre- 
mier membre  de  (a)  est  positif,  et,  par  suite,  (i)  reprê- 
senlc  un<;  liyperLole.  Si  C  est  dans  les  autres  parties  du 
plau,  l'équation  représente  nue  ellipse. 

Dans  le  cas  particulier  où  C  est  uii  point  de  H  ou  de 
AH,  la  couiqrie  (i)  est  une  parabole. 
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111.  Si  OABC  est  lin  paraliclogramme,  on  a 

p  =  a         et         q  =z  b. 

Les  écjuations  géuérales   des  paraboles  deviennent, 
dans  cette  hypothèse, 

y^-\-  9.V  b(x  —  a)  =  o, 
x*-¥-  iP'a(jr  —  ^ )  =  o. 

I.a  tangente  en  M  a  jK)ur  équation 

y—ro  =  —  -—(x  —  xo). 

avec  les  conditions 

(3)  yl  -+-  9.P  bixo—  a)  =  o, 

(4)  xl-^-^V'a(yo—b)  =  o, 

de  sorte  que  l'équation  de  la  tangente  s'écrit 

La  relation  qui  exprime  que  cette  droite  passe  par  le 

centre  de  gravité  K  de  ABC,  dont  les  coordonnées  sont 
•la    2 b 
f  T 


y  -r-  f  est 


2 
OU 


(xo—a)(^  —yo)  —Jq(-^  —xoj=o 


—  3toJ^o-^-  4(^^o+  «^0—  «^)  =  o. 


Or,  en  tenant  compte  de  (3)  et  (4),  on  peut  mettre  (5) 
sous  la  forme 

•i{Xo—  a)  J'o 

(y  rst  précisément  la  relation  demandée. 
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IV.   Pour  résoudre  la  quatrième  partie,  prenons  pour 
paramètre  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  com- 
mune en  M  {fig*  3). 

Fig.  3. 


Comme  celte  droite  pivote  autour  du  point  K,  son 
équation  est  de  la  forme 


(MT) 


Zy  —  20  =  m(3a7 —  2a). 


Cherchons  les  conditions  pour  que  l'équation 


(6) 


y  r=  {i.r-1-  V 


représente  la  seconde  tangente  commune  aux  deux  pa* 
raboles  correspondant  à  une  direction  donnée  m  de  MT. 
L'équation  aux  abscisses  des  points  communs  à   la 
droite  (6)  et  à  la  parabole  P  est 

d'où  la  condition  de  tangcncc 


(;> 


2  JJLV  -4-  P  6  -4-  2  a  {X*  =  o. 
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Nous  trouverons  de  même  la  eondilion  suivante  de 
contact  de  la  droite  (6)  et  de  la  parabole  (P') 

(8)  P'a[x«-a(v  — 6)  =  o. 

Eliminant  v  entre  les  relations  (7)  et  (8),  on  trouve 

P'a{i'-+-  aa{i*-f-  ssôfjL-i-  P6  =0, 

qui  est  Téquation  aux  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes communes  aux  deux  paraboles.  Cette  équation 
doit  admettre  la  valeur  m  pour  racine  double,  d'où  les 
relations 

'26 
2um-i-wi*=       -=77—, 

^  Va 

'^'"'  =  -pvi' 

Eliminant  P  et  P',  nous  obtenons  facilement 


!^  =  — 


b  -^'1  arn 


La  valeur  correspondante  de  v  est  donnée  par  Téq na- 
tion (8),  par  exemple.  On  trouve 

_        iam  —  b)'^ 
~~       3(5iam-h6) 

de  sorte  qu'enfin,  m  étant  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  commune  en  M,  Tautre  tangente  commune  a 
pour  équation 

miib  -\-  am)  (am  —  6)' 


y  = jrr^rr:—^- 


-h  :inm  '^{1am-^  b) 

ou 

(  DK)     3(2 a/n  -h  A )^ -+-  3 m ( 2 ^  -7-  am)x  -+-  (am  —  by  ==  o. 


(  :^9«  ) 

iN'ous  aurons  le  lieu  du  poiiil  P  d'inlerseclioii  de 
(l\JT)  et  de  (DE)  en  éliminaiil  m  entre  les  équations  de 
ees  deux  droites. 

Tirant  m  de  la  première,  et  transportant  la  valeur 
trouvée  dans  la  seconde,  nous  obtenons 

y(^x  —  ia){iay  -^  bx  —  %ab) 

-+-ir(3y  —  %b){ay  -^olIx  —  'iab)-h(ay  —  bx)*  =  o 


ou 


O^yi^y  -r-  ^^)  —  (3rt*7*-H36*ar*-i-  \%abxy) 

iab{ay  -{-  bx)  =  o, 


on 


[3(rtj  -h  bx)  —  ^ab][3ay  ^(ay  -¥■  bx)]  =  o. 


Le  lieu  se  compose  donc  d'une  droite  et  d'une  liyper- 
bole.  La  droite  est  la  parallèle  menée  par  K  h  AR. 

Fi  g.  >i. 


L*liy|K?rbole  a  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données; son  centre  est  le  centre  de  gravité  de  OAB-, 
elle  est  tangente  eu  K  à  la  droite  précédente  et  en  O  /i 
la  parallèle  à  AB  menée  par  ce  point  {/ig*  4)* 
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COASIOÉR.ITIOXS   CÉOMÉTRIQL  ES. 

I.  11  est  facile  de  rcconiiailre  géoiaélriquemeui  que 
le  lieu  de  M  est  uue  conique  {Jig.  5).  Soit,  en  eflet, 
MTla  tangente  commune  à  un  gix>upe  de  deux  para- 
boles de  Ténoncé  ;  A|  et  B|  les  points  de  rencontre  de 


V\'^.  3. 


D  A'      J 


celte  droite  avec  Ox  et  Oy  ;  MD  et  ME  les  parallèles 
menées  par  M  à  CA  et  CB.  Il  résulte  d^ine  propriété 
connue  de  la  parabole  que  A  esr  le  milieu  de  A|D,  et 
B  le  milieu  de  B,  E. 

Par  O,  menons  une  parallèle  à  MT,  rencontrant  A  INI 
eu  a,  et  BM  en  p,  et  menons  par  a  et  ,3  des  parallèles  à 
MD  et  ME  5  soient  A'  et  IV  les  points  de  rencontre  de 
ces  droites  avec  Ox  et  Oj.  A  est  le  milieu  de  OA';  B  le 
milieu  de  OB',  de  sorte  que  le  lieu  du  point  M  peut 
être  engendré  comme  il  suit  : 

Faisons  pivoter  autour  de  O  une  droite  rencontrant 
C'A'  en  a  et  C'B'  en  ^  ;  le  point  M  d'intersection  de  A  a 
et  Bp  est  un  point  du  lieu.  On  voit  que  le  côté  ajî  du 
triangle  variable  Maj3  passe  par  un  point  fixe  O  ;  et  les 
côtés  Ma  et  M  ^3  passent  en  A  et  B,  points  également 
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fixes.  Le  point  M  décrit  donc  une  conique  (théorèuie 
de  Maclaurin).  D'ailleurs  cela  résulte  de  ce  que  les 
points  a  et  j3  forment  sur  C'A'  et  C'B'  deux  divisions 
homographiques  et,  par  suite,  Aa  et  B^  deux  faisceaux 
homographiques.  La  conique  lieu  de  M  passe  par  les 
sommets  A  et  B  des  faisceaux.  Elle  passe  aussi  par  CJ  et 
par  les  points  de  rencontre  de  Oy  et  C'A'  d'une  part, 
de  Ox  et  C'B'  d'autre  part. 

IL  On  reconnaît  aussi  simplement  que  la  tangente 
commune  en  M  pivote  quand  OACB  est  un  parallélo- 
gramme {Jig'  6).  Soit,  en  effet,  MA<B<  une  tangente 
commune  en  M  à  deux  paraboles.  A  étant  le  milieu  de 

Fijr.  6. 


uO 


A<  D,  G  est  le  milieu  de  A<  M.  De  même,  H  est  le  milieu 
de  B|  M.  Il  en  résulte  que  A|  B<  est  double  de  HG,  et,  par 
suite,  à  cause  des  triangles  semblables  CGH  et  OA|  Bi, 
que  0B|  est  double  de  CG.  Le  rapport  de  similitude 
des  triangles  semblables  KOB,  et  KCC  est  donc  2  ;  donc 
enfin  OK  =  2KC,  ce  qui  démontre  la  proposition. 
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ETUDE  DU  COMPLEXE  PROPOSÉ  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL 

DE  1885 

[Suite  et  fin  (•)]; 
Par  m.  E.  MARCHAND. 


1.  Rectifications,  —  Avant  d'aller  plus  loin,  je  cor- 
rigerai deux  résultats  indiqués  trop  légèrement  dans  les 
considérations  géométriques  finales. 

J'avais  admis  comme  évident  que  toute  droite  du 
complexe,  pénétrant  entre  les  deux  nappes  de  la  surface 
àes  ondes,  devait  rencontrer  la  surface  en  deux  points 
réels  et  en  deux  points  imaginaires.  Or  il  suffit  de  cou- 
per convenablement  par  un  plan  parallèle  au  plan 
double  touchant  suivant  un  cercle  pour  s'assurer  qu'une 
<lroite  peut  parfaitement  rencontrer  la  nappe  extérieure 
en  quatre  points  réels  et  avoir  deux  segments  compris 
entre  les  deux  nappes  de  la  surface.  Je  ne  suis  plus 
londé  à  dire,  comme  je  l'ai  fait  à  torl,  que  la  droite  sin- 
gulière relative  à  un  point  M  de  la  nappe  extérieure 
donne  deux  foyers  imaginaires.  Malgré  tout  l'intérêt 
géométrique  que  pourrait  présenter  une  discussion  ap- 
profondie, je  laisserai  ce  point  complètement  de  côté. 

La  seconde  erreur  saute  immédiatement  aux  yeux. 
J'écrivais  :  «  Les  courbes  E  et  I  se  confondent  pour  les 
plans  qui  touchent  la  surface  des  ondes  entons  les  points 
d'un  cercle.  Ce  cercle  de  contact  est  donc  une  conique 
du  complexe.  »  Tout  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes 
donnant  un  système  de  deux  points,  il  est  inadmissible 


(*)  Voir  môme  Tome,  p.  123. 
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que  le  plan  double,  tangent  en  tous  les  points  d'un 
cercle,  donne  un  véritable  cercle.  Quand  les  courbes  E 
et  I  tendent  vers  le  cercle  de  contact,  la  conique  du 
complexe  reste  comprise  entre  ces  deux  courbes  de  ma- 
nière à  donner  à  la  limite  un  point  unique  comptant 
,double  P.  D'après  les  propriétés  du  cône  asymptote 

a:*       v«      z* 
(il)  --^-•i---h— =  0, 

il  faut  que  la  section  de  ce  cône  par  le  plan  double  soit 
un  cercle  de  centre  P  et  non  pas  le  cercle  de  contact. 

Le  point  P  est  évidemment,  par  raison  de  symétrie, 
dans  le  plan  principal  perpendiculaire  au  plan  double. 
Ce  plan  des  zx  coupe  la  surface  des  ondes  suivant  une 
ellipse  et  un  cercle  qui  contiennent  respectivement  un 
point  P  et  un  point  Q  du  cercle  de  contact.  Le  point  P, 
situé  sur  Tellipse,  est,  comme  le  prouverait  un  calcul 
facile  que  je  ne  reproduis  pas,  précisément  le  point 
double  auquel  se  réduit  la  conique  du  complexe.  Le 
point  Q,  situé  sur  le  cercle,  appartient,  comme  on  sait, 
à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  la  surface 
sur  le  plan  double.  Alors  OP  est  un  diamètre  de  la  sphère 
déterminée  par  le  point  O  et  le  cercle  de  contact. 

Si  M  est  un  point  quelconque  du  cercle  de  contact,  la 
droite  MP  est  perpendiculaire  à  OM.  Cette  droite  MP 
est  donc  la  droite  singulière  relative  au  point  M  de  la 
surface  singulière.  Ainsi  les  droites  singulières  relatives 
à  tous  les  points  du  cercle  double  passent  par  le  point 
P  de  Tellipse  principale.  Or  ces  droites  singulières  appar- 
tiennent toutes  au  complexe 

(lo)  /aa'-t-  /?ipp'-i-  nYY'  =  o 

relatif  aux  surfaces  liomothé tiques  et  homofocales 

,  ^  V  ^^  y*  -3* 
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La  conique  du  complexe  (lo)  relative  au  pian  double 
doit  donc  se  décomposer  en  deux  points  dont  Tun  sera 
précisément  le  point  P. 

Je  supprime  le  calcul  de  vérification,  me  bornant  à 
bien  montrer  d'où  vient  ce  résultat.  On  sait  que  tout 
plan  passant  par  le  point  à  l'infini  sur  l'un  des  axes  est 
singulier  pour  le  complexe  (lo).  Cela  se  comprend  facile- 
ment si  l'on  remarque  que  le  complexe  (lo)  des  axes  des 
sections  planes  des  surfaces  (S)  doit  comprendre  tous 
les  diamètres  des  sections  circulaires.  Or  tout  plan  de 
section  circulaire  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans 
de  coordonnées,  au  plan  des  zxpar  exemple.  Réciproque- 
ment tout  plan  perpendiculaire  au  plan  des  zx  est  plan 
de  section  circulaire  pour  des  surfaces  (2).  En  particulier, 
le  plan  double  de  la  surface  des  ondes  est  plan  de  section 
circulaire  pour  des  surfaces  (S)  et  le  centre  de  ces  cercles 
est  le  point  P. 

D'après  ce  qui  précède,  pour  un  plan  double  laconique 
du  complexe  se  réduit  k  un  point  double^  en  vertu  du 
principe  de  dualité,  pour  un  point  double  D  le  cône  du 
complexe  se  réduira  à  un  plan  double.  Le  point  double 
était  sur  le  cercle  de  contact;  le  point  double  sera  tan- 
gent au  cône  des  tangentes.  C'est  le  plan  perpendiculaire 
à  OD  mené  par  D.  Comme  la  droite  OD  est  une  focale 
du  cône  (ii),  la  section  du  cône  par  le  plan  tangent 
comptant  double  admet  le  point  D  comme  foyer.  Pour 
le  point  D  le  cône  du  complexe  (lo)  se  décompose  en 
deux  plans  dont  l'un  coïncide  avec  le  plan  tangent  double. 
De  même  que  la  droite  singulière  relative  à  un  point  M 
quelconque  pris  sur  le  cercle  de  contact  s'obtenait  en 
joignant  M  au  point  comptant  double  P,  la  droite  sin- 
gulière relative  à  un  plan  tangent  quelconque  du  cône 
des  tangentes  s'obtiendra  en  prenant  l'intersection  avec 
le  plan  comptant  double.  En  effet,  toutes  les  droites  ainsi 
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obtenues   sont   bien    perpendiculaires   au   rayon   vec- 
teur OD. 

2.  Propriétés  des  droites  singulières.  —  Pour  termi- 
ner cette  seconde  partie  de  la  solution,  j'insisterai  sur 
deux  propriétés  très  simples  des  droites  singulières. 

11  a  été  reconnu  géométriquement  que  la  droite  sin- 
gulière unique  qui  passe  par  le  point  M  de  la  surface  est 
la  droite  du  plan  tangent  en  M  qui  est  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur  OM.  Cela  résulte  d'ailleurs  aussi  de  la 
formule 

(19)  aar-t- Pj^-H  Y^  =  o. 

Si  l'on  désigne  par  a,  P,  y,  a',  P',  ^  ^^^  coordonnées 
d'une  droite  singulière,  de  sorte  que 

(10)  /aa'-^- mpp'-4- /iyt'=  o> 

le  complexe  tangent  est  spécial,  et  représente  une  droite 

U\     mp',     «y'»     —  Ka,     —  Kp,     —  Ky, 

qui,  d'après  l'équation  (10),  est  perpendiculaire  à  la 
droite  singulière. 

Ces  deux  droites  rectangulaires  peuvent  facilement  se 
définir  géométriquement.  Je  citerai  d'abord  textuelle- 
ment \e  Traité d' Analyse  Ae  M.  Laurent  (t.  H,  p.  agi)  : 

«  La  surface  des  ondes  étant  représentée  par 

(4)  (a:*H-j'*-h-5*)(a*a?*-hô*7*-hc*^*)-4-...=  o, 
si  l'on  fait 

(5)  x^-^y^^z^=\ 

(6)  a* 07*-+-  b^y^-\-  c«5*=  \l, 

l'équation  (4)  est  satisfaite....  En  résolvant  les  équa- 
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lions  précédentes  et  en  posant 

on  trouve 

a?=l/ — __(X  — a«)»(fi  — 6*c5)ï; 

^n  dx  do/7 

on  peut  constater  q^ic  > -^  — -  =  o,  ce  qui  prouve  que 

les  courbes  d'intersection  de  la  surface  des  ondes  avec  les 
surfaces  (5)  et  (6),  où  X  et  |x  sont  constants,  se  rencon- 
trent à  angle  droit.   )> 

11  est  clair  que  la  tangente  MT  à  toute  courbe  sphé- 
rique  tracée  sur  la  sphère  (5)  est  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  OM.  Les  droites  singulières  ne  sont  donc 
pas  autre  chose  que  les  tangentes  aux  courbes  d'inter- 
section des  sphères  (5)  et  de  la  surface  des  ondes.  Ces 
courbes  d'intersection  sont  des  coniques  sphériques, 
comme  on  le  voit,  en  écrivant  l'équation  de  la  surface 
des  ondes  sous  la  forme 

a?*  y*  z^ 

*  -\ 77  =  o. 


-       K    •  K  K 

^~x     '^"x     '^-x 

Considérante  comme  un  paramètre  variable,  on  a  les 
cônes  homofocaux  du  cône  (ii),  c'est-à-dire  les  cônes 
ayant  pour  focales  les  droites  qui  joignent  le  centre  de  la 
surface  des  ondes  aux  points  doubles. 

Les  droites  perpendiculaires  aux  droites  singulières, 
dans  le  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes,  qui  sont  dé- 
finies ici  par  le  complexe  tangent  spécial,  apparaîtront 
dans  la  (in  de  cette  étude  comme  droites  singulières  du 
complexe  des  droites  de  même  paramètre.  Je  pourrais 
me  borner  à  renvoyer  le  lecteur  k  la  Géométrie  analy- 
tique de  M.  Pruvost,  où  il  est  prouvé  que  ces  droites 
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sont  tangentes  à  des  lignes  de  courbure  de  quadriques, 
intersections  de  deux  surfaces  homofocales  appartenant 
à  une  même  famille.  Conservant  les  notations  de  M.  Lau- 
rent, voici  comment  je  vérifie  ces  résultats.  A  la  surface 
des  ondes 

a?*  y*  z* 

'  -^zi — iT— 1  =  0» 


(4)  {  ''*—«*       r»— 6*       r*— c« 

je  fais  correspondre  la  famille  de  surfaces  homofocales 

p  —  a»        p  —  6*        p  —  c* 

Pour  un  système  de  valeurs  fixes  de  x,  ^,  z,  Féqua- 
tion  (7)  donne  trois  valeurs  pi,  ps,  p3.  Si  Ton  donneà  ps 
la  valeur  r*  ^  x* + j^^  «j_  ^2^  ]e  point  {x^y^  z)  est  sur  la 
surface  (4).  Développant  Téquation  (7), 

—  p[(6«-h  c«)ar«-4-. .  .-h  6«c«-t-. . .]  =  o, 

on  a  d'abord 

Pi-t-pi-i-ps  =  r*-ha*-H6*-4-c«, 

qui,  par  suite  de  ps  =  r^,  donne 

pj-f-  Pj=;  a*4-  6*-i-c*. 

La  somme  des  deux  racines  pi  et  p2  reste  constante. 
On  a  ensuite 

P8(Pl-t-Pl)-t-pipt 

c'est-à-dire 

X(a«-hé*-hc«)-hpipi 
=  (a* -4-  6*-4-  c*)X  — .  fi 4-  6*c«—  c«a«-i-  a*^«, 
d'où 

p,  p,=  é«c*-^  c*a*H-  a>6* —  fA. 
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Si  donc  |x  reste  constant,  les  deux  paramètres  pi  et  p2 
sont  déterminés  ;  on  a  Tintersection  des  deux  surfaces  de 
la  famille  (7)  qui  correspondent  aux  valeurs  pi  et  p2  du 
paramètre. 

A  cette  propriété,  purement  géométrique,  des  droites 
singulières,  j'en  ajouterai  une  autre  qui  se  rattache  aux 
propriétés  optiques  de  la  surface  des  ondes.  Je  m'ap- 
puierai sur  lesformu  les  démontrées  par  M.  Sarrau  (même 
Recueil,  3*  série,  t.  VII,  p.  55 1)  : 

«  Désignant  par  /,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  Tonde  plane,  par  co  la  vitesse  de  propagation, 
par  p^  q^  r  la  direction  de  la  vibration  rectiligne,  on  a 
les  équations 

|(a)* — c)/7  =  —  el  {Ip -^  mq -{- nr)y 
(oJ— /)çr  =  ^fm{lp  -^mq  ->r  nr), 
(b}^  —  ff)r  =  ^gn(lp-hmq-^nr).  » 

Il  me  suffira  de  rappeler  comment  je  suis  parvenu  k 
la  forme  (35)  d'équation  de  la  surface  des  ondes  pour 
obtenir  la  conclusion  désirée.  Mais,  préalablement,  je 
dois  changer  mes  notations  pour  éviter  toute  confusion. 
J'écrirai  l'équation  du  complexe 

(9)  Aa'«^-  Bp'«-+-  Cy'«—  K(a»-i-  p«H-  y')  =  o, 

et  le  plan  tangent  en  un  point  sera  désigné  par 

On  élimine  d^abord  a,  ^,  y  entre  les  équations 

a'tv  —  Y"  =  ?^i 

(22)  )  —  K(aiv— YM)  =  B3'to, 

1  —K(^u—av)  =Gy'w, 
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ce  qui  donne 


Ces  équations,  si  l'on  pose 

K  _  K  K_ 

ne  diiierent  des  équations  (91)  que  par  les  notations.  La 
normale  à  Tonde  plane  est  la  normale  u,  (^,  ^  A  la  surface 
des  ondes  en  M;  la  vitesse  de  propagation  (o  est  la  dis- 
tance de  l'origine  au  plan  tangent  en  M;  la  direction  de 
la  vibration  rectiligne  est  a',  j3',  y'.  Or  on  sait  que 

est  le  plan  qui  passe  par  la  droite  a,  j3,  y,  a,  p',  •/  et  rorî' 
gine  des  coordonnées.  La  direction  de  la  vibration  est 
donc  perpendiculaire  au  plan  mené  par  l'origine  et  par  la 
droite  singulière.  «  Les  deux  racines  (o^  sont  fournies  par 
Téquation 


Qjx — e       u>' 


/        ^'-ê' 


qui  coïncide  avec  l'équation  aux  vitesses  des  ondes 
planes  trouvée  par  Fresnel. 

»  A  chacune  de  ses  racines  correspond  une  direction 
déterminée  de  la  vibration,  de  sorte  que,  dans  chaque 
direction  se  propagent,  avec  des  vitesses  différentes,  deux 
ondes  planes  polarisées.   » 

Le  résultat  est. très  net.  Si  D  et  D' sont  les  deux  points 
doubles  réels  de  la  surface,  par  chaque  rayon  vecteur  OM 
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passent  deux  cônes  ayant  pour  focales  communes  OD  et 

oiy. 

D'après  les  propriétés  des  coniques  sphériques,  les 
plans  tangents  à  ces  cônes  le  long  de  OM,  lesquels  pas- 
sent, d'après  ce  qui  précède,  par  les  droites  singu- 
lières, sont  les  plans  bissecteurs  des  plans  DOM,  lyOM. 
tks  normales  à  ces  plans  bissecteurs,  droites  de  direc- 
tion a',  P',  y»  sont  les  perpendiculaires  menées  à  OM  dans 
ces  plans  bissecteurs.  Ce  sont  précisément  les  directions 
des  deux  rayons  lumineux  polarisés  qui  se  propagent 
dans  la  direction  OM. 


Troisième  Partie. 

J'arrive  maintenant  à  la  recherche  de  la  surface  sin- 
gulière en  coordonnées  de  droites,  et  je  n'aurai  le  plus 
souvent  qu'à  appliquer  au  complexe  spécial  traité  ici  les 
résultats  généraux  indiqués  par  M.  Klein  (Malhema- 
tische  Annalen,  zweiterBand,  1870).  Je  renverrai  d'ail- 
leurs à  l'article  cité  pour  toutes  les  propriétés  géomé- 
triques qui  ne  trouveront  pas  place  ici. 

1 .  Forme  canonique,  —  Je  considère  le  complexe 

(i)  aîa'«-h  b^^'^->r  c«y'*—  (a*-4-  ?'-H  7*)  =  o, 

(2)  aa'-t-pp'-hYY'=o. 

Pour  le  ramener  à  la  forme  canonique  de  M.  Klein, 
je  remplace  les  six  coordonnées  a,  P,  y,  a',  P',  y*  par  six 
autres  X|,  x-^^  Xz,  X4,  X5,  Xo  définies  par 

I^Xi  =  a  -r-  aia\         iy/ax^  =  a  —  ata', 
v/6:r3  =  ?  -f-  hi^\         is/bx^  =  p  -  bi^\ 
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Les  équations  (i)  et  (2)  sont  remplacées  par 

(4)  a(x\  —  xl)  -^  bixl  —  xl)  -^  c{xl  —  xl)  =  0, 

(5)  a?!  4- a?!  H- a?|  H- arj -h  a:| -4- a-g  =  o. 

Je  rappellerai  que  Téquation  (4)  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier de  la  forme  canonique  relative  au  complexe  du 
second  degré  le  plus  général, 

(4  àis)    kix\  ■+•  kt^l  -+-  k^xl  4-  ArtarJ  -4-  k$xl-\-  k^x}  =  o. 

Pour  le  complexe  général  (4  bis)^  la  surface  singu- 
lière est  une  surface  de  degré  4  et  de  classe  4?  à  16  plans 
doubles  et  16  points  doubles,  étudiée  sous  le  nom  de 
surface  de  Kummer, 

Avec  les  coordonnées  tétraédriques  ordinaires  qui  cor- 
respondent à  l'identité  (2),  le  complexe  général  se  ra- 
mène à  la  forme 

Aaï4-Bp«4-  Gy*-4-  A' a'» -4-  B'p'«4-  C'y'* 

-h2Daa'-i-2Epp'-+-2FYY'=o. 

Si  les  trois   rectangles    peuvent   disparaître,    c'esl- 

à-dire  si 

D  =  E  =  F, 

il  serait  facile  de  disposer  des  trois  constantes  g^  h^hàe 
manière  que  la  transformation  homographique 

X  =  gXy        y=zhYj        z  =  kZ 

ramenât  à  la  forme  (i) 

/a'5  4-  mp'«-f-  /iy'*—  a«—  p«—  y'  =  «• 

Lorsque  ce  cas  se  présente, 

D  =  E  =  F, 

la  surface  singulière  est  ce  que  l'on  appelle  un  tétra- 
édvoïdeu 

Je  laisserai,  d'ailleurs,  complètement  de  côté  ces  ques- 
tions plus  générales  pour  me  borner  au  complexe  (i)- 
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2.  Tangentes  de  la  surface  singulière.  —  Le  point 
singulier  associé  N  est  déterminé  par  la  droite  singulière 

D(a,P,Y,a',  p',Y')etparladroiteA(a,,p,,Y<,a;,p'^,Y'J 
que  définit  le  complexe  tangent  spécial 

Une  tangente  T  à  la  surface  singulière  est  une  droite 
passant  par  le  point  N  d'intersection  de  D  et  A  dans  le 
plan  DA.  Je  dis  qu'elle  a  pour  coordonnées 

Aa -f- Œj,     •••)     Afli-+-ctj,     .... 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  qu'on  peut  dé- 
finir trois  droites  D,  A,  T  satisfaisant  aux  conditions  pré- 
cédentes respectivement  par 

\x    y    z    tl  \x'    y    z'    t'y 

(     i  .  ç  ex 

\Xa7H-a7'     y<y-hy     \z-\-z'    \t-{-t'/ 

La  réciproque  se  démontre  sans  difficulté  en  supposant, 
bien  entendu,  que  les  droites  D  et  A  aient  un  point  com- 
mun; le  paramètre  \  a  une  signification  géométrique 
bien  connue  qui  sera  utilisée  par  la  suite. 

Si  Ton  effectue  la  transformation  définie  par  les  for- 
mules (3),  les  droites  D  et  A  prendront  les  coordonnées 

.      '     /,»'       tilt     |-x 

•T I ,   ^2f    ^85    ^4)    ^'Sî    ^0     "*    ^4  J    ^âî        35        4Î        57        6*    ^^I» 

aura 

et,  au  lieu  de  Xa  -j-  «i ,  on  trouverait 

Xa7t-f-  x\  =  a:i(X  —  ia). 
Pour  éviter  les  imaginaires,  on  posera  X  =  —  lo",  et  la 


(4ia) 
tangente  T  deviendra,  en  divisant  les  six  coordonnées 
homogènes  par  —  i, 

3.  Surface  singulière»  —  Je  suivrai  ici,  pas  à  pas,  le 
calcul  de  M.  Klein.  Le  complexe  général  est  représenté 
par 

(4  )        ^larf  -+-  ktxl  -h  kixl  ■+-  k^x}  -h  k$xl  -h  k^xl  =  o, 

(5)  jr} -+- a:|  H- ip| -H  arj -+- a?! -h  a?!  =  o. 

Les  formules  de  transformation  (3  )  permettent  de  vé- 
rifier que  le  complexe  du  premier  ordre 

'S>aiXi  =  o 

sera  spécial  quand  on  aura 

S  af  =  o. 

Appliquant  cette  condition  au  complexe  tangent 

A'i  571  a7'|  -h . . .  =  o, 

on  voit  que  les  droites  singulières  seront  définies  par  (4)^ 

(5)  et 

(6)  k\ x\  -+-  A:| arj  -h  kl xl  -t-  A:}  jtJ  -i-  Arf  arj  -+-  kl xl  =  o. 

En  vertu  de  (5),  on  peut  altérer  tous  les  coefficients 
du  complexe  (4)  d'une  même  constante,  et  Ton  obtient 
facilement 

(ibis)  (ki-h(s)  x\-\-{ki-i-fi)  xl-\-,..=  Oj 

{5  bis)  x\-+- -+-rr|-f-. .  .  =  o, 

(6  bis)  {ki'-\-<j)^x\-h{kt-h  <T)»ir|-f-..  .=  o. 

Dans  le  complexe  du  concours,  on  doit  prendre       * 

n\    =    Cly  Aj   =  df  .... 

Si  Ton  prend  A^ oti,  A^aXo,  .  . .  pour  coordonnées  de  la 
droite  définie   par  le  complexe  spécial  et  que  l'on  dé- 
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signe  par  j'ij^aj/s,  j^iii  J^5  5j^6  les  coordonnées  d'une 
tangente  T,  on  pourra  poser 

et,  d'après  la  remarque  faite  au  n^  2,  on  aura 

\  ayant  la  signification  géométrique  indiquée. 
Ayant  j^i=  x,(Âr/-t-  (t),  on  obtient 

^  -  y^ 

ki-\-  cr 

et,  portant  dans  les  équations  (6  bis),  (4  bis)  et  (5), 

(7)  7î-+-7i-+-rî -+-71-^^5^-^1  =  0, 

l/J  1/ï  n/î 

I     L 

(8) 


Ati  H-  cr       A-j  -h  a       As  -h  (j 

AT*  -f-  cr        A-5  -h  cr        As  -f-  a 
7Î  ,         7i  7* 


(9) 


(A:,-+-cr)«       (A:,H-a)«       (A:3-+-<ï)* 


v'  ^2  1/2 

^*  ,  J^&  _,  76 ^ 

~T~  TT rr  =  O. 


(A:*-f-cr)«       (Xrs-f-ff)*        (A:6-+-<i)» 


L'équation  (7)  apprend  seulement  que  ^i,  r^i  ••• 
sont  les  coordonnées  d'une  droite. 

«  L'équation  (8)  est  du  quatrième  degré  en  o*.  L'é- 
quation (9)  apprend  que  la  dérivée  de  (8)  relativement 
à  <r  est  nulle.  L'équation  en  coordonnées  de  droite  de  la 
surface  singulière  est  le  discriminant  de  l'équation  (8) 
pris  par  rapport  à  o*.  Comme  cela  doit  être,  cette  équa- 
tion est  de  degré  12.   » 

4.  Faisceau  de  complexes,  —  Cela  fait,  M.  Klein 
énonce  ce  résultat  très  remarquable,  que  je  me  propose 
de  démontrer  directement. 
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«  Si  o"  prend  une  valeur  numérique  déterminée,  l'é- 
quation (8)  représente  un  complexe  du  second  degré.  Ce 
complexe  a  même  surface  singulière  que  le  complexe  (4), 
carie  système  des  équations  (7),  (8),  (9)  ne  change  pas 

si  A^flt  est  remplacé  par  jr- • 

»  L'équation  (8)  donne  le  système  de  complexes  du 
second  degré  liés  à  la  surface  singulière.  Cette  équation 
est  analogue  à  celle  des  surfaces  homofocales  du  second 
degré.  » 

Laissant  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que  les  équa- 
tions (y),  (8))  (9)  ne  changent  pas  si  Ton  remplace  ^a 

par  T 9  je  remarquerai  que,  éliminer  o*  entre  (8)  et 

(g),  c'est  chercher  une  équation  qui  soit  vérifiée  par  les 
coordonnées  des  droites  singulières  de  tous  les  com- 
plexes (8),  car  le  complexe  tangent  de  (8) 


kl -h 

n'est  spécial  que  si  l'équation  (9)  est  vérifiée.  Or,  d'après 
le  raisonnement  primitif,  toutes  les  droites  vérifiant  Té- 
quation  obtenue  en  éliminant  tr  entre  (8)  et  (9)  doivent 
être  tangentes  à  la  surface  singulière  de  (4)*  11  faut  donc 
que  les  droites  singulières  de  tous  les  complexes  (8) 
soient  tangentes  à  la  surface  singulière  de  (4)9  ce  qui 
exige  que  tous  les  complexes  (8)  aient  même  surface  sin- 
gulière. 

Il  reste  à  établir  que  tous  les  complexes  du  second 
ordre  admettant  la  surface  donnée  comme  surface  singu- 
lière sont  compris  dans  la  formule  (8).  Pour  cela,  on 
remarque  d'abord  que,  «  si  (j')  est  une  droite  donnée, 
Téquation  (8)  définit  quatre  complexes  passant  par  la 
droite  et  admettant  la  surface  donnée  comme  surface  sin- 
gulière ».  Il  suffît  de  prouver  directement  que  Ton  peut 
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construire  quatre  complexes  du  second  ordre  qui  admet- 
tent une  surface  de  Kummer  donnée  comme  surface 
singulière,  et  qui  passent  en  outre  par  une  droite 
donnée.  » 

N'ayant  pas  à  ma  disposition  les  théorèmes  généraux 
sur  lesquels  M.  Klein  s'appuie,  je  proposerai  la  démon- 
stration suivante  : 

Soient  A  la  droite  donnée  que  je  ne  suppose  pas  tan- 
gente à  la  surface,  et  a^,  a^i  a^f  aj^  ses  points  d'inter- 
section avec  la  surface.  Si  Ton  imagine  un  complexe  du 
second  degré  passant  par  Â,  il  admettra  en  ai  une  droite 
singulière  unique  que  j'appellerai  D. 

Je  dis  que  le  plan  ÂD  est  tangent  à  la  surface.  En 
effet,  d'après  les  propriétés  des  droites  singulières,  la 
section  par  le  plan  AD,  si  elle  était  indécomposable, 
serait  tangente  à  D  en  ai  ;  comme  la  droite  A  doit  être 
aussi  tangente  à  la  conique  comme  droite  du  complexe, 
cette  conique  se  réduit  évidemment  à  deux  points,  dont 
Tun  est  le  point  ai .  I^e  plan  AD  est  tangent  et  non  en  ai . 
Si  l'on  joint  ai  à  son  point  de  contact  mi,  ou  aura  la 
droite  singulière  relative  à  ce  plan,  qui  rencontrera  la 
surface  en  un  point  nouveau  &|  qui  est  le  second  point 
cherché.  Le  cône  relatif  au  point  b^  comprenant  déjà  le 
plan  AD  doit  passer  par  la  droite  singulière  relative  à 
6i ,  qui  se  trouve  alors  déterminée. 

La  droite  singulière  étant  déterminée  en  ai  se  trou- 
vera, par  cela  même,  déterminée  en  aa,  a^  et  a^.  En 
effet,  j'ai  remarqué  que  le  plan  tangent  tourne  réguliè- 
rement de  180^  quand  le  sommet  du  cône  décrit  une 
droite  A  du  complexe.  Cela  fixe  les  plans  tangents  à 
choisir  en  a^,  as,  a^  dès  que  le  plan  tangent  en  ai  a  été 
choisi.  J'aurais  d'ailleurs  pu  dire  aussi  que  le  rapport 
anharmonique  des  plans  tangents  en  quatre  points  d'une 
génératrice  du  complexe  était  le  même  que  celui  des 
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(juatre  points  correspondanis,  ce  qui  donne  ce  théorème 
connu  : 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  tangents 
que  Von  peut  mener  par  une  droite  à  une  surface  de 
Kuinmer  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  d'intersection  de  la  droite  av^ec  la  surface. 

Les  droites  singulières  en  a^^  ^2,  a^^  ^4  étant  déter- 
minées, on  obtiendra  un  point  b^  donnant  des  généra- 
trices b^a^f  b^a^j  b^a^  du  complexe,  et  de  même  des 
points  &s,  &3,  ^4,  en  remplaçant  successivement  ai  par  a^^ 
a^^  a^. 

Je  dis  que  le  cône  du  complexe  relatif  à  tout  point  a 
de  la  droite  A  est  déterminé.  On  lui  connaît,  en  eflfet, 
<:inq  génératrices  distinctes  A,  àbt^  cib^,  ab^^  abj^, 

La  même  chose  a  lieu  pour  les  droites  61^2,  b^a^y 
b^a^^  . . . ,  c'est-à-dire  pour  douze  nouvelles  droites. 

Cela  posé,  si  Ton  veut  déterminer  la  conique  du  com- 
plexe située  dans  un  plan  quelconque,  on  déterminera 
l'intersection  à  distance  finie  ou  infinie  du  plan  donné 
avec  la  droite  A  et  les  douze  droites  auxquelles  on  pour- 
rait adjoindre  les  droites  joignant  ai,  as,  a4  aux  deux 
nouveaux  points  de  rencontre  de  b^a^  avec  la  sur- 
face, etc.  Si  a  est  l'intersection  avec  A,  le  cône  de 
sommet  a  étant  déterminé,  les  deux  génératrices  suivant 
lesquelles  il  est  coupé  par  le  plan  sont  deux  tangentes  à 
la  conique  cherchée.  J'obtiens  donc  au  moins  vingt-six 
tangentes  pour  déterminer  la  conique,  ce  qui  est  plus 
(]ue  suffisant. 

La  conique  relative  à  un  plan  quelconque  étant  déter- 
minée, pour  obtenir  un  cône  de  sommet  S,  il  suffit  de 
faire  passer  trois  plans  par  ce  point  et  de  mener  les  six 
tangentes  aux  coniques  déterminées  par  les  trois  plans. 

En  résumé,  la  droite  D  étant  choisie,  le  complexe  est 
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parfaitement  déterminé.  Or,  la  droite  D  étant  l'inter- 
section du  plan  tangent  en  a^  avec  Tun  des  quatre  plans 
menés  par  A,  on  aura  en  général  quatre  solutions  dis- 
tinctes. 

On  peut  facilement  ajouter  ce  théorème  : 

Quand  une  surface  de  Kummer  est  donnée  ainsi 
qu'une  droite  tangente^  on  peut  construire,  et  d'une 
seule  manière  y  un  complexe  du  second  degré  qui  ad- 
mette  la  surface  comme  surface  singulière,  et  la  droite 
comme  ligne  droite  singulière. 

En  effet,  soit  I)  la  tangente  donnée.  Je  mène  par  la 
droite  D  un  quelconque  des  deux  plans  tangents  dont  le 
point  de  contact  ne  soit  pas  le  point  de  contact  de  D  avec 
la  surface.  Toute  droite  Â  située  dans  ce  plan  et  passant 
par  le  point  de  contact  de  D  avec  la  surface  doit  appar- 
tenir au  complexe,  qui  est  parfaitement  déterminé,  puis- 
qu'on connaît  une  droite  A  et  la  droite  singulière  D  en 
un  des  points  ai  où  A  rencontre  la  surface. 

L'équation  générale  (8)  nous  montre  en  outre  ce  ré- 
sultat curieux,  que  si  Ton  part  du  complexe  (4)  et  qu'on 
prenne  en  un  point  M  de  la  surface  la  tangente  T  qui 
divise  l'angle  DA  dans  un  rapport  déterminé  par  le  pa- 
ramètre X,  ce  rapport  se  maintiendra  constant  en  tout 
point  de  la  surface.  En  général,  étant  donnés  quatre 
complexes  du  faisceau  dont  les  droites  singulières  for- 
ment un  rapport  anharmonique  R  en  un  point  parti- 
culier M  de  la  surface  singulière,  on  peut  affirmer  que 
ce  rapport  anharmonique  se  trouvera  invariable  en  tout 
autre  point  de  la  surface. 

o.   Cas  particulier,  —  Pour  le  complexe  étudié  ici 

a(x\  —  arf  )  -h  6(a?«  —  x}  )  -H  c(:r|  —  J-J  )  .-rr  o, 
Ann,  de  Malhémat,,  .3'  série,  t.  VïII  (Septembre  1889).      ^7 
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le  faisceau  se  réduit  à 


a  -f-  ff        —  a  H-  a 


et,  en  revenant  auxa,^^  y,  a',  P',  -f  parles  formules  (3), 

(a -hâta')*        —(a — aia'y  _ 

a(a-f-ff)  a( — a-ha) 

Les  deux  premiers  termes  donnent,  en  les  a  j  ou  tan  t, 

1  ^ai^oLT.' — 2a(a' — a*a'*) 
a  a*  —  a* 

et,  en  remplaçant  a/ par  X,  comme  on  devait  s*y  attendre, 
on  trouve 

/îXaa'-h  a'^a'^  —  oL^       aXpp'-f-  6«P'»—  p» 


1  X»-f-a«  X«-f-6« 

(il)  aa'-i-pp'H-Y'Y'  =  o. 

Pour  que  Ton  puisse  faire  disparaître  les  rectangles , 
il  faut  et  il  sufGt  que 

X       _       X       _       X 
Xî-ha2  "  X*-+-  6*  ~  X»-hca' 

ce  qui,  en  supposante,  i  et  c  difîerents,  ne  donne  que 
deux  solutions  A  =  o  et  X  =  c».  Or,  comme  on  va  le  voir 
en  développant  l'équation  (lo),  les  deux  complexes  par- 
ticuliers que  Ton  trouve  ainsi  sont,  d'une  part  le  com- 
plexe étudié  ici,  d'autre  part  le  complexe  des  droites  de 
même  paramètre.  D'après  la  signification  de  X,  on  voit 
que  les  droites  singulières  de  ces  deux  complexes,  corres- 
pondant au  même  point  de  la  surface  des  ondes,  sont  rec- 
tangulaires. D'une  manière  plus  complète,  en  un  point  M 


1 
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delà  surface  des  ondes,  il  existe  une  droile  singulière  D 
pour  notre  complexe^  le  complexe  spécial  tangent  dé- 
tinit  une  perpendiculaire  A  à  D.  Si  Ton  passe  au  com- 
plexe des  droites  de  même  paramètre,  D  et  A  s'interver- 
tissent. 
Développant,  ou  trouve 

).*(aîa'2-+-...  — a2...)-H2X3[(^2-hc2)aa'...J 

H-  X>[(6»H-  cî)(a«a'î—  a»). . .] 
-f-  2  X  [  62  c*  aa' -h . . .  ] 

On  a  d'ailleurs 

(62-4-  c2)aa'-f-. . .  =  —  a^ay.'—  62^3'—  c^-^f, 
62c2(rt«a'2— a2)-f-... 

= !- —  /'a'2-f-  B'2-i- y'-^—  —  -    ri  —  il 

a^b''C'i\      ^^    ^  i         a2        62        c* 

.,   ,     ,  I        /ax'        33'       vv'X 

a^b^c^  \  rt*         [)t         Qi  j 

On  voit  que,  si  la  droite  donnée  est  sur  le  complexe 
étudié  ici,  Téquation  en  X  a  une  racine  infinie;  si  la 
droite  donnée  est  droite  singulière  sur  le  complexe,  on 
a  deux  racines  infinies. 

D'ailleurs,  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  coefficients  a^, 
6^,  c^  des  complexes  ne  sont  nullement  les  carrés  des 
demi-axes  des  surfaces  du  second  degré  qui  ont  servi  à 
définir  les  deux  complexes  remarquables  dont  il  s'agit. 

6.   Tliéorème  final,  —  Soit  le  faisceau  général 

(8)  .^JL_  +  .^:i_-l-...^o. 

'  Al  4-  (J        Aj -h  ff 

Les  droites  singulières  relatives  à  un  complexe  du  fais- 
ceau ne  dépendent  que  de  deux  paramètres.  L'équa- 
tion (8)  va  permettre  de  les  exprimer  e/Iectivement  en 
fonction  de  deux  paramètres. 
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Je  puis  toujours  faire  correspondre  le  complexe  con- 
sidéré à  la  valeur  o  du  paramètre  <r.  Pour  toute  droite 
singulière  de  ce  complexe,  l'équatiou  (8)  aura,  outre 
deux  racines  nulles,  deux  racines  que  je  désigne  par  p 
etpi.  On  a  identiquement,  en  désignant  par  c  un  para- 
mètre qu*il  est  inutile  de  déterminer. 


2 


^i        ^C  (p  — ^)(P1—  <')<'i 


Av-hd         (/ri-f- cr)(A:j-+- ff)...(X:8-+-<i) 

d'où,  en  faisant  successivement  o-  =  A"| ,  «r  =  A'2,  .  • ., 

x\=  A,(p  — ArOCpi  —  A-,), 
a7Î  =  A,(p  — A:,)(pi— A-j)» 


Or,  de  là  résulte  (Darboux,  Leçons  sur  les  surfaces,  1. 1, 
p.  i4^)  que  les  six  coordonnées  homogènes  de  la  droite 
satisfont  à  Téquation 

(p  — pt):ï — i — ^  "  -^ -r— =0. 

^       ^     opf)pi        '?.  dp        2  Opi 

Cette  équation  diflérentielle  est  précisément  celle  que 
M.  Darboux  désigne  par  la  notation  (t.  II,  p.  jo) 


<-r-'ù 


Il  me  suffît  maintenant  de  citer  le  résultat  suivant,  dé- 
montré par  M.  Darboux  (t.  II,  p.  345)  : 

«  Soient  (G)  une  congruence  de  droites,  (S)  et(2i) 
les  deux  nappes  de  sa  surface  focale  : 

»  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux 
nappes  (S),  (S|  )  est  que  les  six  coordonnées  de  chaque 
droite  de  la  congruence,  qui  sont  fonctions  de  deux  pa- 
ramètres variables,  vérifient  une  même  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.   » 
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D'une  manière  plus  générale,  on  peut  considérer  la 
congruence  formée  par  les  droites  communes  à  deux 
complexes  du  faisceau.  Si  Ton  substitue  dans  (8)  les 
coordonnées  d'une  pareille  droite,  deux  racines  de  Té- 
quation  en  a  sont  connues,  et,  en  désignant  les  deux 
autres  par  p  et  pi,  le  calcul  précédent  subsiste  sans  mo- 
dification. Les  lignes  asjmptotiques  se  correspondent 
sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale. 


THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  FRACTIONS  DÉGAGÉE  DE  TOUTE 
CONSIDÉRATION  IMPLIQUANT  SOIT  LA  SUDDIVISION  DE 
L'UNITÉ  ABSTRAITE,  SOIT  L'INTERVENTION  DES  GRANDEURS 
CONCRÈTES.  -  SON  APPLICATION  A  LA  SPÉCIFICATION  MA- 
THÉMATIQUE DE  CES  DERNIÈRES. 

Extrait  de  Leçons  nouvelles  sur  V Analyse  infinitésimale 
et  ses  applications  géométriques  (  *  )  ; 

Par  m.  Ch.  MÉRAY, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon, 

AVBC    LA    COLLABORATION    DE    M.    Gu.    RIQUIËR, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 


Dans  les  Traités  d'Arithmétique,  les  fractions  sont  pré- 
sentées tantôt  comme  des  sommes  de  parties  aliquotes  de  l'u- 
nité abstraite,  ce  qui  est  inintelligible,  tantôt  comme  des  me- 
sures numériques  de  grandeurs  qui  ne  sont  pas  des  multiples 
exacts  de  leurs  unités. 

De  cette  dernière  manière,  il  est  vrai,  les  élèves  aperçoivent 
immédiatement  ce  qu'il  faut  entendre  par  |  de  mètre,  |  de  mir- 
nute,  etc.,  mais  ils  ne  conçoivent  qu'à  la  longue  et  empirique- 


(*)  En  préparation. 
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ment,  c'est-à-dire  sans  pouvoir  jamais  expliquer  le  fond  des 
choses  aussi  clairement  qu'ils  le  voudraient,  à  eux-mêmes  ou  à 
autrui,  ce  que  sont  |,  i,  abstraction  faite  de  toute  mensu- 
ration physique f  ce  qu'il  y  a  sous  les  signes 


^_4_5  3s^l         3.5 

V  -^  7  »        4-^7»        4  •  7  ' 


Là  d'ailleurs,  comme  dans  d'autres  parties  de  l'Analyse  pure, 
il  y  aurait  à  critiquer  l'intervention  des  grandeurs  concrètes; 
car  la  science  des  nombres  abstraits  ne  peut  acquérir  une  clarté 
et  une  unité  complètes  sans   l'exclusion  rigoureuse   de   toute 


considération  étrangère. 


La  théorie  suivante  semble  ne  rien  laisser  à  désirer  sous  le 
rapport  de  la  simplicité  et  de  son  aptitude  à  succéder  d'une 
manière  tout  à  fait  naturelle  à  celle  des  nombres  entiers. 


3.  Les  nombres  entiers  de  rArithmétique  élémen- 
taire, sur  lesquels  roulent  exclusivement  en  définitive 
toutes  les  opérations  exigées  par  les  applications  numé- 
riques, sont  les  seuls  aussi  qui  interviennent  au  fond 
des  spéculations  théoriques*,  mais  Timpossibilité  fré- 
({uente  de  certaines  opérations  troublerait  gravement 
Tuniformité  désirable  dans  le  mécanisme  des  transfor- 
mations  analytiques  et  compliquerait  les  énoncés  de  res- 
trictions continuelles,  si  Ton  ne  tournait  Tobstaclc  en 
substituant  aux  nombres  et  aux  opérations  véritables 
des  iictions  pour  lesquelles  l'impossibilité  correspon- 
dante ne  se  présente  jamais  et  d*où,  quand  il  le  faut,  on 
revient  à  la  réalité  sans  aucun  ellbrt. 

Telle  est,  en  particulier,  l'origine  des  fractions,  dont 
la  conception  supprime  les  difficultés  de  forme  qui, 
autrement^  naîtraient  de  Timpossibilité  d'exécuter  toutes 
les  divisions  (de  nombres  entiers). 

-i.  Le  résultai  de  U opération  composée  consistant  à 
multiplier  un  entier  donné  E  par  un  second  norrtbre  w, 
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puis  à  diviser  le  produit  par  un  troisième  d  (non  =  o) 
{cotte  division  étant  supposée  possible) y  peut  aussi  bien 
être  obtenu,  suivant  les  circonstances  : 

i^  *Si  E  est  divisible  par  rf,  en  faisant  cette  division 
et  multipliant  le  quotient  obtenu  par  n] 

a®  Si  n  est  divisible  par  rf,  en  faisant  la  division  et 
en  multipliant  Yipar  le  quotient  obtenu. 

On  conçoit  que  ce  dernier  mécanisme  de  l'opération 
considérée  puisse  être  quelquefois  préférable  aux  deux 
autres,  soit  en  rendant  plus  nette  la  conception  du  ré- 
sultat, soit  en  facilitant  ses  combinaisons  ultérieures 
avec  d'autres  nombres,  etc. 

Pour  en  conserver  les  av^antages  quand  n  n'est  pas 
dii^isible  par  d,  on  convient  de  représenter  même  alors 
le  résultat  de  l'opération  ci-dessus  par  le  signe 

(!)  Ex  5         (ou     ^xe), 

propre  au  cas  où  n  est  divisible  par  rf,  eri  lui  laissant  le 
nom  de  produit  du  nombre  E  par  le  (aclenr  Jictif  -j* 

Ces  facteurs  fictifs,  dont  les  combinaisons  sont  sou- 
mises à  un  ensemble  de  règles  que  nous  allons  exposer 
rapidement,  sont  précisément  les  nombres  fraction- 
naires ou  fractions. 

Comme  le  mode  (i°)  d'exécuter  l'opération  composée 
dont  nous  parlons  conduit  â  en  appeler  le  résultat  les 

j^jièmos  jç  £^  j[  gg^  naturel  d'appeler  la  fraction  -^  aussi 

bien  n  rf>*™<^*  que  n  sur  d;  d'où  les  noms  de  numérateur 
et  dénominateur  donnés  à  ses  deux  termes  n,  d  respec- 
tivement, dont  le  second  doit  être  essentiellement  sup- 
posé différent  de  o. 
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5.  Si  In  comparaison  des  produits  des  deux  frac-- 
lions  -T,9  --p  par  un  seul  entier  E  non  =  o  donne  lieu  à 
l'une  des  relations 

la  même  relation  aura  lieu  entre  les  produits  des 
mêmes  fractions  par  tout  autre  entier  (non  =  o,  pour  la 
première  et  la  dernière),  pourvu,  bien  entendu,  que  ces 
multiplications  fictives  soient  toutes  exécutables  (4)- 

On  exprime,  en  conséquence,  la  corrélation  constante 
existant  à  ce  point  de  vue  entre  les  deux  fractions  dont 
il  s'agit  en  disant,  selon  le  cas,  que  la  valeur  de  la  pre- 
mière est  supérieure,  égale  ou  inférieure  à  celle  de  la 
seconde,  et  en  écrivant  comme  d'habitude 

Pour  qu'il  existe  entre  ces  fractions  l'une  de  ces 
relations  fictives,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  entre 
leurs  termes  celle  semblable  dans  le  tableau 

n'cC  =  n'cf. 
< 

En  particulier,  quand  deux  fractions  ont  même  rfe- 
nominateur,  leur  relation  d'égalité  ou  d'inégalité  est 
celle  même  existant  entre  leurs  numérateurs. 

Quand  elles  ont  même  numérateur  non  =  o,  leur 
égalité  entraîne  celle  de  leurs  dénominateurs,  et  leur 
inégalité  celle  de  sens  contraire  entre  ces  derniers 
nombres. 

6.  En  multipliant  les  deux  termes  d'une  fraction 
par  un  même  nombre,  ou  en  les  divisant  par  quelque 
diviseur  commun,  on  obtient  une  fraction  égale. 
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Car  les  icrmesdes  fractions  -.^  t^»  par  exemple,  don- 

ueiit  évidemment 

n.kd  =z  kn,d. 

On  exprime  encore  la  même  chose  en  disant  qaune 
fraction  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  multiplie  ou 
divise  par  un  même  nombre  ses  deux  ternies  à  la /ois, 
D*où  la  distinction  évidente  et  essentielle  à  faire  entre 
la  valeur  et  Informe  d^nne  fraction  donnée. 

Quand  les  deux  termes  d'une  f Fraction  sont  premières 
entre  eux,  aucune  autre  ne  peut  lui  être  égale,  à  moins 
que  les  siens  ne  soient  respectivement  des  équimultiples 
de  ceux  de  la  proposée,  et,  par  suite,  qu'ils  ne  leur 
soient  au  moins  égaux. 

On  réduit  donc  une  fraction  donnée  à  sa  forme  ou 
expression  la  plus  simple,  en  divisant  ses  deux  termes 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur*,  on  suppose  habi- 
tuellement cette  réduction  effectuée  quand  on  ne  fait 
pas  mention  du  contraire. 

7.  Des  fractions  quelconques 

n'       n'       n'" 

d'    5*'    5^'    ••• 

étant  données,  on  les  réduit  au  même  dénominateur, 
c'est-à-dire  on  leur  donne,  sans  changer  leurs  valeur,*^, 
les  formes  nouvelles 


D''     D''     D*" 


(3)  î=:7>         îvr»        K»»         •  •  •» 


dont  les  dénominateurs  sont  égaux,  en  multipliant  les 
deux  termes  de  chacune  des  fractions  proposées  res^ 
pectivement  par  les  quotients  obtenus  en  divisant  par 
d\  d'\  d'"^  . . . ,  successivement,  quelque  multiple  com- 
mun M  de  ces  dénominateurs  primitifs. 
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On  obtiendrait  les  valeurs  ininiina  des  termes  des 
nouvelles  fractions  (3)  en  réduisant  préalablement  les 
proposées  à  leurs  plus  simples  expressions  et  prenant 
ensuite  pour  M  le  plus  petit  commun  multiple  de  leur 
dénominateur. 

8.   Les  opérations  indiquées  par 

pt      p«       p« 

étant  supposées  possibles,  la  combinaison  de  leurs  ré- 
sultats par  voie  d 'addition  et  de  soustraction 

donne  un  nombre  qui,  quel  que  soit  E,  peut  aussi  être 
obtenu  en  multipliant  cet  entier  par  une  seule  fraction. 
Si  les  fractions  données 

(r\  ^       !L       'L 

sont  les  fractions  (3)  à  même  dénominateur,  il  vient  im- 
médiatement (4) 

E -^-  E  —  "^  E  —  -+- 

_  EN'ihEN'':-faEN'^'rh...-  _  E(N'±:  N'^rh  N'^rt:. . .) 
~  ï)  ~  D 


=n — D — ■) 


Sinon,  on  les  réduira  au  même  dénominateur  (7)  avant 
de  raisonner  de  cette  manière. 

Toute  autre  fraction  dont  le  produit  par  E  est  égal 
au  nombre  composé  (4)  ^st  égale  à  celle  que  nous  ve^ 
nons  d'obtenir.  Car,   par  définition  (5),   légalité  de 
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deux  fraclioiis  est  précisément  leur  propriété  relative  de 
donner  des  produits  égaux  quand  on  les  multiplie  par 
un  même  nombre. 

La  fraction  constante  en  valeur,  sinon  en  forme,  dont 
la  multiplication  par  E  reproduit  ainsi  le  nombre  (4))  se 
nomme  le  résultat  de  la  combinaison  des  fractions 
données  (5)  par  les  mêmes  additions  et  soustractions, 
et  se  représente  par  le  signe  habituel 


n     .    n     .    n 


d  '^  d!'~  d!" 


Pour  en  trouver  une  forme,  il  suffit,  comme  on  Ta  vu 
implicitement  ci-dessus,  de  réduire  les  fractions  pro- 
posées au  même  dénominateur,  puis  de  construire  la 
fraction  ayant  ce  dénominateur  commun  avec  la  somme 
ou  différence  analogue  des  numérateurs  des  fractions 
transformées  pour  numérateur. 

9.  Si  les  opérations 

sont  possibles,  le  résultat  de  la  dernière,  éf^al  évidem- 
ment à 


peut  ainsi  s'obtenir  en  multipliant  E  par  la  fraction 
unique  jt-m'  Cette  dernière,  dont,  la  loi  de  formation  est 

évidente,  s'appelle,  par  convention,  le  produit  des  frac- 

n'    n' 
tions^,^. 

Cette  déilnition  conduit  immédiatement  à  celle,  plus 

générale,   du  produit  -jr-p—p» —  des   tractions   -.,•>    -py 


m 


données  en  nombre  (juelconque. 
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10.  Etant  données  deux  fractions  quelconques 

N  71 

dont  cependant  la  seconde  n'a  pas  o  pour  numérateur, 
il  en  existe  certainement  quelque  autre  dont  le  produit 
par  la  seconde  (9)  régénère  la  première. 

En  appelant  x^y  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
la  fraction  cherchée,  on  veut  avoir 

nx  __  N 

^  "  d' 
La  multiplication  simultanée  des  deux  membres  par 
-  9  fraction  qui  existe  certainement  à  cause  de  n  non =0, 
donne,  après  réduction  du  premier  (9),  (6), 

y  "  Dn' 

fraction  qui,  d^ailleurs,  satisfait  évidemment  à  la  cou- 
dition  voulue  et  qu'on  nomme  le  quotient  de  la  dii^ision 

de^par-^. 

\\,  Une  même  combinaison  quelconque  des  opéra- 
tions élémentaires  ci-dessus  dé/inies,  exécutée  d'abord 
sur  des  fractions  données,  puis  sur  d 'autres  quelconques 
qui  leur  sont  respectiv^ement  égales,  donne  deux  ré- 
sultats qui  sont  toujours  égaux  entre  eux. 

En  d^autres  termes,  la  valeur  du  résultat ^  sinon  sa 
forme,  dépend  exclusivement  des  valeurs  des  données 
et  nullement  de  leurs  formes. 

L'exactitude  de  cette  observation  générale  se  véride 
sans  peine;  jointe  à  quelques  remarques  particulières 
faites  antérieurement,  elle  attribue  à  chaque  fraction,  au 
point  de  vue  de  ce  que  nous  en  avons  appelé  sa  valeur, 
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une  individualité  constante  indépendante  de  la  forme 
qu'elle  peut  revêtir. 

12.  Si  V entier  R  est  le  résultat  d'un  ensemble  donné 
quelconque  d'opérations  arithmétiques  exécutées  sur 
les  entiers  e\  d' y  ...  [additions,  multiplications,  sous- 
tractions et  dinsions,  ces  dernières  essentiellement  sup- 
posées  possibles),  le  résultat  des  opérations  Jictii^es  de 
noms  identiques  dans  la  théorie  des  fractions,  exé- 
cutées parallèlement  sur  les  fractions  correspondantes 

e'    e'  #  .  •         R 

-,  —,  ...  sera  précisément  la  fraction  —  {sous  cette 

forme  ou  sous  une  autre). 

Pour  effectuer  un  calcul  arithmétique  quelconque  sur 
des  entiers,  on  pourra  donc  tout  aussi  bien  :  i^  prendre 
ceux-ci  pour  numérateurs  de  fractions  ayant  toutes  i 
pour  dénominateur  commun;  2?  substituer  ou  calcul 
proprement  dit  donné  le  calcul  fictif  de  même  déno- 
minât  ion  exécuté  sur  ces  fractions  ;  3°  chercher  le  numé- 
rateur du  résultat  réduit  à  sa  plus  simple  expression. 

C'est  cette  double  substitution  de  nombres  fraction- 
naires aux  nombres  entiers,  d^opérations  fractionnaires 
à  celles  de  l'Arithmétique,  que  Ton  opère  à  cliaque  in- 
stant dans  les  calculs,  et  cela  d'une  manière  qui  devient 
bientôt  inconsciente.  Comme  une  division  de  fractions 
est  toujours  praticable  [quand  le  numérateur  du  divi- 
seur n'est  pas  nul  (10)],  cette  assimilation  procure  en 
ttiéorie  l'immense  avantage  qu! aucune  division  impos- 
sible ne  peut  désormais  entrauer  la  transformation 
d*un  groupe  d'opérations  données  en  tel  autre  équiva- 
lent qui  faciliterait  la  conception  et  la  généralisation 
des  résultats  auxquels  conduit  l'étude  de  la  question 
traitée. 

Un  autre  avantage,  également  très  appréciable,  con- 
siste en  ce  qn  on  peut  à  volonté  substituer  l'une  à 
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Vautre  la  multiplication  et  la  division,  à  cause  de 


n^   n^  _  n'  fT 
d'^d""  d"  n      ^'"^* 


13.  D'après  tout  cela,  les  combinaisons  opératoires 

n'        rt" 

des  fractions  -y,»   -^j  •••   avec  des  entiers  e',  e?",   ... 

seront  les  combinaisons  fractionnaires  homonymes  de 
toutes  les  fractions 


n        n  e        e 


d 

De  très  légères  modifications  dans  les  énoncés  per- 
mettent alors  d'éviter  toute  allusion  au  dénominateur  i 
à  apposer  sous  les  entiers  e',  e''',  . . .  pour  les  transformer 
en  fractions,  et  de  créer  le  langage  propre  aux  combi- 
naisons de  cette  espèce.  Dire,  par  exemple,  qu'o/i  mul- 
tiplie ou  qu'on  dis^ise  -5  par  e  en  multipliant  le  numé' 

rateur  ou  le  dénominateur  par  e,  c'est  énoncer  dans  ce 
langage  spécial  ces  faits  résultant  de  nos  définitions,  que 

le  produit  et  le  quotient  de  -.  par  -  sont 

n.e       ne  n.  i         n 

d.\  ~^  d  d.e        de 

La  fraction  —.  est  dite  nulle  parce  que  sa  forme  réduite 
est  -)  que  Ton  convient  d'ideutifier  à  son  numérateur  o. 

14.  Les  nombres  fractionnaires  et  les  entiers,  ceux-ci 
assimilés  aux  premiers,  comme  nous  venons  de  l'expli- 
quer, sont  confondus  sous  le  nom  de  quantités  ou  nom- 
bres absolus,  quand  on  les  oppose  aux  quantités  fictives 
dont  nous  parlerons  dans  le  paragraphe  suivant,  de  quan- 
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liiés  ou  nombres  commensurables,  par  opposition  à  celles 
qui  seront  étudiées  dans  le  prochain  Chapitre. 

A  la  théorie  sommaire  que  nous  venons  d*en  présenter 
nous  ajouterons  seulement  les  observations  générales 
qui  suivent  : 

I.  Pour  quun  produit  de  pareilles  quantités  soit 
nul,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'un  au  moins  des 
facteurs  le  soit  lui-même. 

Il  faut  effectivement  et^il  suffit  que  Tentier  servant 
de  numérateur  au  produit  soit  nul  et,  par  suite,  que 
quelques-uns  des  numérateurs  des  facteurs  dont  il  est  le 
produit  (9)  le  soît  lui-même. 

II.  Quand  le  diviseur  est  nul,  mais  non  le  dii^idende, 
la  division  est  impossible.  Quand  ils  s'évanouissent  tous 
deux,  le  quotient  est  absolument  indéterminé, 

III.  Une  quantité  non  nulle  quelconque  étant  don- 
née y  on  peut  toujours  en  assigner  d'autres  qui  lui  soient 
inférieures .  Pour  en  obtenir  de  telles,  il  suffit  effective- 
ment d'augmenter  arbitrairement  le  dénominateur  de 
la  proposée  ou  bien  de  diminuer  son  numérateur  quand 
il  est  >  I . 

IV.  Entre  deux  quantités  inégales  on  peut  en  in^ 
sérer  d'autres  dont  deux  consécutives  quelconques 
aient  une  différence  inférieure  à  telle  quantité  qu'il 
aura  plu  de  choisir.  Plus  brièvement  :  le  passage  de 
l'une  à  Vautre  peut  s^ effectuer  par  des  variations  suc- 
cessives  aussi  faibles  quon  le  veut. 


(A).  Notre  conception  des  fractions  abstraites  n'a  d'ailleurs 
rien  de  gônant  dans  la  théorie  jjcnérale  des  mesures  des  gran- 
deurs concrètes. 

Pour  que  des  grandeurs  d'une  même  espèce  donnée  (ou  lon- 
gueurs, ou  aires,  ou  volumes,  ou  temps,  etc.)  soient  suscepli- 
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bles  d'être  comparées  numériquement,  il  faut  que,  pour  elles, 
on  ait  pu  définir  : 

V égalité  de  deux  d'entre  elles  (possibilité  de  leur  coïnci- 
dence); 

La  somme  de  plusieurs  (résultat  de  leur  juxtaposition  exté- 
rieure); 

Vinégalité  de  l'une  à  l'autre; 

V excès  d'une  quelconque  sur  une  plus  petite  (reste  d'une 
ablation),  tous  ces  mots  étant  ainsi  pris  dans  un  sens  essentiel- 
lement physique  et  non  arithmétique). 

Il  faut  en  outre  être  autorisé  à  affirmer  : 

Que  toute  relation  d'égalité  ou  dHnégalité  existant 
entre  une  première  et  une  seconde  d'une  part,  entre  celle- 
ci  et  une  troisième  d'autre  part,  subsiste  entre  la  première 
et  la  troisième; 

Qu'en  en  combinant  plusieurs  par  voie  d'additions  et 
soustractions  consécutives,  le  résultat  est  indépendant  tant 
de  l'ordre  suivi,  que  des  groupements  qu'on  a  pu  opérer 
préalablement  entre  elles  en  exécutant  partiellement  ces 
additions  et  soustractions; 

Qu'une  quelconque  est  sécable  en  tout  nombre  n  de  par- 
ties égales  entre  elles,  c'est-à-dire  qu'on  peut,  au  moins 
théoriquement,  en  construire  la  n^^"^^  partie; 

Que  le  résultat  de  toute  combinaison  de  plusieurs  par  /es 
procédés  ci-dessus  mentionnés  reste  égal  à  ce  qu'il  était 
auparavant,  quand  on  remplace  ces  grandeurs  par  d'au- 
tres qui  leur  sont  respectivement  égales,  par  exemple  que 
les  n^ifnes  parties  de  deux  grandeurs  égales  le  sont  aussi 
l'une  à  l'autre;  etc. 

Les  théorèmes  fondamentaux  qui  suivent  sont  des  consé- 
quences immédiates  de  ces  définitions  et  axiomes  : 

(B).  Quand  deux  grandeurs  sont  sécables  respectivement 
en  m,  n  fragments  tous  égaux  entre  eux,  elles  le  sont 
aussi  en  Arfx,  Â-v,  si  l'on  a  représenté  par  fi,  v  les  quotients 
des  entiers  m,  n  divisés  par  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur et  par  k  un  entier  tout  à  fait  arbitraire.  Inversement, 
si  elles  le  sont  en  M,  N,  on  aura  nécessairement 

k  désignant  maintenant  quelque  entier  assignable . 
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Quand  deux  grandeurs  similaires  sont  commensurables , 
c'est-à-dire  susceptibles  de  quelque  pareil  mode  de  section  si- 
multanée, on  peut  donc  effectuer  cette  section  d'une  infînité 
d'autres  manières.  Mais  les  fractions  abstraites  qui,  dans 
chaque  mode,  ont  pour  numérateur  et  pour  dénominateur 
les  nombres  de  fragments  de  la  première  grandeur  et  de 
la  seconde  respectivement,  sont  toutes  égales  entre  elles 
(6);  de  plus,  les  termes  d^ une  fraction  quelconque  égale  à 
celles-ci  fournissent  les  nombres  caractéristiques  d*un 
mode  de  section  simultanée  semblable  qui  est  essentielle- 
ment réalisable. 

La  valeur  commune  de  toutes  ces  fractions  est  par  défîni- 
tion  le  rapport  de  la  première  grandeur  à  la  seconde  ;  pour  la 
forme  du  rapport,  on  prendra  de  préférence  celle  qui  est  irré- 
ductible (6). 

(C).  Si 
(6) 


t  "  ftr 

m        m        m 
n         n         n 


sont  les  rapports  de  plusieurs  grandeurs  à  une  même 
autre,  la  fraction  abstraite,  résultat  des  additions  et 
soustractions  arith métiq ues 


m'    .    m'    .    m'" 


m'  —  «•  —   -.'*  ~~ 
n         n         n 


est  précisément  le  rapport  à  la  dernière  grandeur,  du  ré- 
sultat des  opérations  physiques  de  mêmes  noms,  exécutées 
parallèlement  sur  les  premières. 

Supposons  d'abord  égaux  entre  eux  tous  les  dénominateurs 
/i',  n'y  n*,  ...  et  soit  n  leur  valeur  commune.  Les  première, 
deuxième,  troisième,  ...  grandeurs  sont  des  sommes  physi- 
ques de  /i"^™*  parties  de  la  dernière,  prises  en  nombres  égaux 
à  m'y  m",  m*,  . . .  respectivement.  Le  résultat  des  additions  et 
soustractions  physiques  à  exécuter  sur  les  premières  grandeurs 
considérées  est  donc  égal  à  une  somme  de  /i**""**  parties  de  la 
dernière  prises  en  nombre  égal  à  m'zb  m'rfc  /n^dz... ,  puisque, 
pour  l'exécution  de  pareilles  opérations,  on  admet  l'indifTérence 
tant  de  l'ordre  de  succession  des  grandeurs  que  des  groupe- 
ments partiels  qu'on   peut  en    faire   préalablement    (A).    En 
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d'autres  termes,  la  fraction  abstraite 

m'±L  m'àz  m"'dz. . 


n 

est  bien  le  rapport  à  la  dernière  grandeur,  du  résultat  des 
opérations  physiques  exécutées  sur  les  premières. 

Le  cas  où  les  dénominateurs  sont  inégaux  se  ramène  immé- 
diatement à  celui-ci  par  la  substitution  aux  formes  données 
des  rapports  (6)i  de  celles  où  ils  offrent  même  dénominateur 
(7).(B),(8). 

(D).  Sites  rapports  de  deux  grandeurs  à  une  même  troi- 
sième sont 

m'       m' 

— r>     — F 
n         n' 

respectivement,  celui  de  la  première  à  la  seconde  est  le 
quotient  obtenu  en  divisant  la  première  de  ces  fractions 
abstraites  par  la  seconde. 

A  ces  deux  rapports  on  peut  (B)  donner  aussi  les  formes 

m'  71*       m' n' 


n  n         n  n 


Ainsi  donc  la  section  physique  de  la  première  grandeur  en 
m'n'  parties  égales,  de  la  seconde  en  m" n'  {et  aussi  de  la  troi- 
sième en  n'n')  donnera  des  fragments  tous  égaux  les  uns  aux 
autres.  Le  rapport  de  la  première  à  la  seconde  est  donc 


m'n" 
n  m 


c'est-à-dire  précisément  le  quotient  dont  il  s'agit  (  JO). 

A  cause  de  cela,  le  même  mot  rapport  est  appliqué  aussi,  en 
Arithmétique  pure,  à  la  désignation  du  quotient  do  la  division 
de  deux  fractions  abstraites. 

(E).  Cette  individualité  constante  des  rapports  de  plusieurs 
grandeurs  similaires  à  une  même  autre  commensurable  avec 
elles  toutes,  ce  parallélisme  parfait  entre  l'addition,  la  sou5- 
traction  arithmétiques  de  ce*  rapports  et  les  opérations  honio- 
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nyines  exécutées  physiquement  sur  les  grandeurs  correspon- 
dantes, conduisent  à  adopter  un  même  étalon  et  ù  spécifier 
mathématiquement  toutes  les  grandeurs  commensurables  avec 
lui,  parles  fractions  arithmétiques  constituant  leurs  divers  rap~ 
ports  à  rétalon  choisi. 
Comme  toute  grandeur  égale  à  l'étalon  a  avec  lui  le  rapport 

-,  il  sera  spécifié  lui-même  par  cette  fraction,  ou  bien  par 
l'entier  i  en  vertu  de  l'identification  conventionnelle  de  la  frac- 
tion—avec l'entier /i  (13).   D'où  le  nom  d'M/iiV^  (concrète) 

donné  à  l'étalon,  celui  de  mesure  d'une  grandeur,  à  son  rap- 
port avec  rétalon. 

(F).  Si  à  rétalon  primitivement  choisi  on  en  substitue 
un  autre  ayant  \l  pour  mesure  {relativement  à  lui),  les 
grandeurs  qui  étaient  mesurées  par  les  fractions  jjl',  |jl', 
fjt*',  , . .  le  seront  par  les  quotients 

[l'ili,     {x'ifx,     p.'":{i,     ...,     (D). 

L'extension  de  la  notion  de  rapport,  à  deux  grandeurs  qui 
théoriquement  ne  sont  pas  commensurables,  par  suite  la  gé- 
néralisation complète  de  celle  de  mesure,  exigerait  sur  les 
nombres  abstraits  commensurables  quelques  développements 
qui  sortiraient  du  cadre  naturel  de  cette  Note.  Pratiquement 
d'ailleurs,  deux  grandeurs  similaires  sont  toujours  commensu- 
rables; car,  pour  nos  sens,  toute  grandeur  est  une  somme  de 
quelques  autres  égales  entre  elles,  pourvu  que  la  petitesse  de 
celles-ci  rende  imperceptible  toute  grandeur  moindre. 


SIR  DEUX  THÉORÈMES  CURIEUX  SIGNALÉS  PAR  M.  POINGARÉ; 

Par  m.  ANDRADEZ. 


Dans  deux  Notes  des  Comptes  rendus  (années  1887 
et  1888),  M.  Poincaré  a  entrepris  de  démontrer  Texis- 
tence  des  fonctions  fondamentales  sur  lesquelles  repose 
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la  solution  du  problème  du  rcfroîdissemeut  d'un  corps 
isotrope  plongé  dans  un  milieu  indéfini  ayant  une  tem- 
pérature donnée,  o°  si  l'on  veut. 

A  chacune  de  ces  fonctions  U  se  rattache  un  coefficient 
positif  K,  qu'on  peut  déBnir  de  la  manière  suivante  : 

F  désignant  une  fonction  de  point  définie  à  Tintérieur 
du  corps,  si  l'on  se  donne  l'intégrale  de  volume  y  F*  ^t; 
par  exemple,  si  l'on  fait  /F^  rfr  =  i ,  puis  si  Ton  cherche 
le  minimum  de  l'intégrale  composée 

dont  la  première  est  étendue  à  la  surface  du  corps  et  la 
seconde  à  son  volume  et  dans  laquelle  h  est  la  constante 
positive  qui  dépend  du  pouvoir  émissif  du  corps  et  qui 
détermine  le  flux  de  chaleur  à  la  surface  de  ce  corps^ 
on  trouve  immédiatement,  par  la  règle  d'Euler,  que  la 
fonction  Ui  qui  réalise  ce  minimum  satisfait  aux  équa- 
tions suivantes  (notations  ordinaires  du  potentiel) 

AL'i  -f-  Kl  Ui  =  o,         en  chaque  point  du  volume, 
■^  H-    AUi  =  o,         en  chaque  point  de  la  surface, 

et  la  constante  Ki  est  le  minimum  de  l'intégrale  com- 
posée étudiée. 

Voici  maintenant  la  loi  de  récurrence  qui  donne  les 
fonctions  des  divers  ordres  U| ,  U,, .  • .  ,U/. 

Les  fonctions  précédentes  étant  supposées  formées,  on 
envisage  une  fonction  F  assujettie  aux  conditions  sui- 
vantes 

f¥^d'z  =  \^       /FUirfT  =  o, 

/FUirfT  =  o,         ...,        /FU/-i</t  =  o; 
la  fonction  F,  pour  laquelle  l'intégrale   composée  (i) 
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sera  mini  ma,  est  la  nouvelle  fonction  U/  qui  vérifie  encore 

les  équations 

AU,-4-K/U/  =  o, 

-r h  /iU/=  G, 

on 

dans  lesquelles  K/  désigne  encore  le  minimum  cherché. 

Il  résulte  de  là  que  les  K^-  vont  en  diminuant^i  quand 
leur  ordre  i  croît.  M.  Poincaré  a  de  plus  démontré  qu'ils 
décroissent  indéfiniment. 

Sa  démonstration,  fondée  d'abord  dans  le  cas  d'un 
solide  convexe  et  de  A  =  o,  sur  une  transformation  d'in- 
tégrale multiple  et  sur  une  nouvelle  définition  de  K2, 
s'étend  au  cas  d'un  corps  quelconque  par  une  décompo- 
sition de  ce  corps  en  solides  convexes,  et  le  théorème, 
étant  démontré  pour  A  ==  o,  a  lieu  a  fortiori  dans  le  cas 
général. 

Enfin,  après  avoir  établi  ce  beau  résultat,  l'auteur 
énonce  deux  théorèmes  ejctrémement  curieux  :  l'un  pour 
servir  au  calcul  d'une  limite  supérieure  de  K,i  dans  le 
cas  général  de  h  quelconque,  l'autre  pour  servir  au  cal- 
cul d'une  limite  supérieure  de  K2,  dans  le  cas  de  h  ==  o. 

Voici  des  démonstrations  fort  simples  de  ces  théo- 
rèmes : 

Théorème  (sur  une  limite  de  K„).  —  Soient  n  indé- 
terminées a,,a2,. .  .,a«,  et  n  fonctions  arbitraires  F<, 
Fo,  .  .  . ,  F„,  on  pose 

F  =atF,-f-...-ha«F„, 
puis 

jl:ljl./[(s)'.(ï)'.(g)>, 

puis  on  considère  Informe  (piadralicpte  des  a 

A       ÀB, 
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dont  on  égale  le  discriminant  à  zéro;  si  i|,  ^i, . . .,  ^n 
sont  les  racines  de  ce  discriminant  Frangées  par  ordre 
de  grandeurs  croissantes,  on  aura  généralement 

Démonstration.  —  Considérons  la  forme  A  —  XBqui 
est  défnne  positive  pour  X  <  i, ,  qui  a  un  carré  souslractif 
pour  )m  <C  X  <  ^21  qui  a  deux  carrés  sous  trac  tifs  pour 
)v2<^  X  <^  ).s,  ...  ;  donnons  à  X  Ja  valeur  X/H-  e,  la  forme 
A  — XB  sera  décomposée  ainsi  en  carrés  indépendants 

Pî  pi p?_4_pt      _i«  pi       _]_  -4-  pi 

Or,  d'après  une  remarque  bien  connue  sur  les  formes 
quadratiques,  nous  pourrons  donner  à  la  forme  une  valeur 
négative,  tout  eu  satisfaisant  aux  relations  linéaires  sui- 
vantes, au  nombre  de  / —  i , 

'"'  , 

f /FU/rfT  =  o. 

On  a  donc,  pour  A  =  X/-+-  e  et  pour  des  valeurs  convena^ 

blés  des  a, 

A  — (X/H-e)B  <o; 

d'autre  part,  à  cause  des  relations  (2),  on  a,  par  la  défi- 
nition même  de  K^, 

A  — K/B>o. 

On  déduit  de  ces  deux  inégalités 

X,-^  e  >  K/ 
et,  par  suite, 

X/>  K|'.  c.  0     F.   D. 

Théorème  (sur  une  limite  de  Kg,  quand  A  =  o).  — 
Si  Von  considère  trois  fonctions  w,  ç*,  (v,  assujetties  seu- 
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lement  à  la  surface  du  corps  à  vérifier  la  relation 

(3)  UlL-\-V^-\-W^  =  o 

(a,  ^,  Y)  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface), 
on  aura 

Démonstration.  —  Si  nous  nous  donnons 
et  si  nous  égalons  à  zéro  la  variation  de 


(i)  -    -t'      »       "'       >  K,. 


/( 


du       dv        ^*^\^j 
dx       dy        dz  )       ' 


en  tenant  compte  de  la  relation  (3),  nous  trouvons  sans 
difficulté  pour  les  fonctions  u'^  u\  «^,  qui  donnent  le  mi- 
nimum de  l'intégrale  précédente,  la  condition 


/[(g-.X«-)ô«'.(|.X.)8. 


,            .            ,  £,         du'        dp'        âw'       ,         ,     ,. 
après  avoir  pose  c>  =  ^ h  -r — f-  -r— ,  c  est-a-diro 

dS      ^    , 

X  étant  une  constante,  ce  qui  montre  que  S  satisfait  aux 
équations 

AS  -i-  XS  =  o,         à  rintéricur  du  corps, 

'fi)  <  r/S 

-%-  =  n,  à  la  surface  du  corps. 
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et  alors,  dans  ce  cas  du  minimum,  le  numérateur  du  pre- 
mier membre  de  (4)  est  précisément  X. 

En  tenant  compte  des  relations  (5)  et  (6),  on  peut 
encore  dire  qu'on  aura 

pendant  que 

(8)  /S«rft=X, 

et  pendant  qu^en  même  temps  y  S  dr=o.  Cette  dernière 
se  déduit  du  théorème  de  Green  et  de 

/ASrfT  =  o,  —  =  o. 

On  déduit  alors  de  (7)  et  (8)  et  de  la  déGnition  de  Ka 

X>K„ 

A  étant  le  minimum  du  premier  membre  de  (4).  L'iné- 
galité (4)  eu  résulte  donc  a  ybrfiori.  c.  Q.   F.   D. 
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REMARQUES  SUR  LES  SURFACES  GAUCHES; 

Pau  m.  E.  CESARO. 


M.  E.  Âmigues  s'est  tout  récemment  occupé  (*)  de 
l'élude  des  surfaces  gauches,  dont  la  ligne  de  striction 
est  donnée.  Nous  nous  proposons  de  faîre  voir  qu'on  peut 
aisément  établir  les  propriétés  signalées  par  M.  Amigues, 
et  une  foule  d'autres  propriétés  des  surfaces  gauches,  au 
moyen  des  méthodes  intrinsèques,  que  nous  avons  dé- 
veloppées à  plusieurs  reprises  dans  ce  Recueil.  Il  suffit 
d'employer,  dans  ce  but,  un  système  d'axes  mobiles  le 
long  de  la  ligne  de  striction,  et  coïncidant  à  chaque 
instant  avec  la  tangente,  la  binormale  et  la  normale 
principale  à  cette  courbe.  Si  G  et  G'  sont  les  généra- 
trices de  la  surface,  issues  de  deux  points  consécutifs  M 
et  M'  de  la  ligne  de  striction,  il  est  clair  que  le  trièdre 
formé  par  la  tangente  en  M,  par  G  et  par  la  parallèle  h 
G',  menée  par  M,  est  rectangle  le  long  de  la  troisième 
arête,  et,  par  suite,  si  a,  &,  c  sont  les  cosinus  directeurs 
de  G,  et  a  -f-  Ja,  b  +  cîi,  c  -h  5c  ceux  de  Gf  par  rapport 
aux  axes  d'origine  M,  on  a  Sa  =  o.  On  sait  d'ailleurs 
que,  pour  une  direction  quelconque, 

,   ,     oa         ,       c  Zb       ,,       c  $c         ,       a       h 

(1)    -r=a >         zr—^^ ^         3-=^-' ^- -' 

^        as  p  ds  r  as  p        /• 

les  accents  servant  à  désigner  les  dérivées  par  rapport  à 
l'arc  5.  Conséquemment,  pour  que  G  soit  la  génératrice 

(  *  )  Même  Tome,  p.  77. 
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d'une  surface  gauche,  dont  la  courbe  fondamentale  (M) 
serait  la  ligne  de  striction,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
ait 

P 

On  voit  par  là  que  la  ligne  de  striction  a  la  propriété 
de  ne  pouvoir  être  géodésique  sans  rencontrer  les  géné- 
ratrices sous  un  angle  constant,  et  réciproquement;  car, 
eu  vertu  de  (a),  c  ne  peut  être  nul  sans  que  a  soit  con- 
stant, et  réciproquement.  En  outre,  il  n'y  a  pas  sur  la 
surface  d'autres  lignes  jouissant  de  la  même  propriété  : 
les  hypothèses  a=:const.,  c  =  o  entraînent,  en  effet. 
Sa  =  o,  ce  qui  caractérise  la  ligne  de  striction.  Les  pro- 
positions qui  précèdent  sont  dues  à  M.  Ossian  Bonnet. 
Cela  étant,  si  Ton  observe  que  la  plus  courte  distance 

de  G  et  G'  est  \/A'-hc^  ds^  et  si  l'on  appelle  rf6  Tangle 
de  ces  droites,  on  voit  que  le  paramètre  de  distribution 
des  plans  tangents  est 

(3)  •  «' 


D^autre  part,  les  relations 

bob  -h  cBc  =zOy        éiO*  =  o6'+oc* 
donnent 

0^  _  oc  __        e/6  ds 

c    ~~  b  ~~  ^^T^Tci  ~  w 

On  a  donc,  en  observant  (i)  et  (2), 

//s        f      c  j,       c       c  ,  a       b       b 

(4)      a=-t  b  = ,  c'= 1 

p  r       m  p        r       w 

Ce  sont  là  les  formules  fondamentales  pour  l'étude  in- 
trinsèque des  surfaces  gauches.  On  en  trouve  sans  peine 
une  inlcrp  ré  talion   géomcHrîque  en  observant  que,  si 
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Ton  diminue  do  —  la  lorsiori  de  (M),  elles  coïucîdeiiL 

avec  les  conditions  nécessaires  et  sufG santés  pour  que  la 
direction  considérée  soit  invariable  dans  Tespace. 

Pour  que  la  ligne  de  striction  soit  une  géodésique  de 
la  surface,  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  G  soit  située 
dans  le  plan  rectifiant  de  la  courbe.  On  doit  donc  avoir 
c=  G  -,  puis  les  formules  (4)  montrent  que  a  el  b  sont 
constants  et  que  Ton  a 

(5)  --+--=  — 

En  particulier,  si  la  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution,  cr  est  constant.  On  arrive  aux 
mêmes  conclusions  en  partant  deThypothèse  rt  =  const., 
et  Ton  retrouve  ainsi  un  théorème  énoncé  par  M.  Ami- 
gues  (*).  La  relation  (5)  fournit  aisément  le  moyen  de 
construire  les  surfaces  gauches,  qui  admettent  pour 
ligne  de  striction  une  géodésique.  Cette  construction  a 
été  indiquée  par  M.  Pirondini  dans  ses  Studii  geome- 
trici  relatwi  specialniente  aile  superficie  gohhe  (2). 

Pour  que  la  ligne  de  striction  soit  asymptotique,  il 
faut  et  il  suffit  que  G  soit  dans  le  plan  osculateur,  et, 
par  suite,  que  Ton  ait  i  =  o  ;  puis,  d'après  (4),  th  =  r, 
et 

,.'      ^  ^'  ^ 

P  P 

Ces  égalités  fournissent  la  construction,  signalée  par 
M.  Catalan  (*),  des  surfaces  gauches  admettant  pour 
ligne  de  striction  une  de  leurs  lignes  asymptotiques. 


(»)  Loc  cit.,  p.  79. 

(■)  Journal  de  Battaglini,  i885,  p.  So^. 

(»)  Bulletin  de  la  Société philomatkique,  i8'|8. 


(  448  ) 

Pour  que  la  ligne  de  striction  soit  une  ligne  de  cour- 
bure, il  faut  et  il  suffit  que  la  normale  à  la  surface,  au 
point  M,  engendre  une  surface  développable.  Les  équa- 
tions de  la  normale  sont 

a:  =  o,        by  "^-cs  r=:o, 
et  leur  dérivation  donne 

5  =  p,        bz  —  c^  =  aw. 
Vax  éliminant  x^y^  z,  on  obtient  la  condition  cliercliée 


(G) 


p  ab 


De  plus,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale, 
tangente  à  (M),  est 


et  il  est  clair  que  les  courbures  principales  de  la  surface 
sont  liées  par  Tégalilé 


d'où  Ton  lire 


m 


R5=—  -•^«-Hci, 
a 


puis  R,  Ro  =  —  ra'^*  Lors  donc  que  la  ligne  de  striction 
est  ligne  de  courbure  de  la  surface,  la  courbure  de 
celle-ci,  le  long  de  la  ligne  en  question,  est  mesurée,  en 
valeur  absolue,  par  le  carré  du  paramètre  de  distribu- 
lion  des  plans  tangents. 

L'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  est 

cy  —  bz=o, 
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) 

et  sa 

dérivation 

doiii 

lie 

bx  — 

-ay 

^'y 

-hcz 

=  o. 

TiT 


Il  en  résulte  que  les  cosinus  directeurs  de  la  généra- 
trice r  de  la  surface  développable,  circonscrite  à  la  sur- 
face  donnée  suivant  la  ligne  de  striction,  sont  propor- 
tionnels à 

(7)  «^  -  (6»-i-c«)  ?-,     />«,     bc. 

Si  la  ligne  est  géodésique,  les  égalités  c  =  o  et  (5)  nous 
disent  que  ces  cosinus  sont  proportionnels  à  —  p,  r,  o. 
La  développable  circonscrite  est  donc  la  surface  recti- 
fiante de  (M)  :  cela  devait  être.  Si  la  ligne  de  striction 
est  asymptotique,  on  a  i  =  o,  et  les  cosinus  cherchés 
sont  i,  o,  o.  Dans  ce  cas,  (M),  ligne  asymptotique  de 
striction  sur  la  surface  gauche,  est  arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  développable  circonscrite.  Enfin,  si  (M)  est 
ligne  de  courbure,  l'égalité  (6)  est  vérifiée,  et  Ton  voit 
que  les  cosinus  de  F  sont  proportionnels  à  o,  6,  c  :  les 
génératrices  de  la  développable  circonscrite  suivant  la 
ligne  de  striction  rencontrent  cette  ligne  à  angle  dit)it. 
Ces  résultats  sont  fort  connus,  et  Ton  sait  qu*ils  sub- 
sistent pour  une  surface  quelconque.  Il  en  est  de  même 
du  résultat  qu'on  obtient  en  observant  que,  si  (M)  est 
ligne   plane   de   courbure,   les   conditions   (4)  et  (6) 

exigent  que  -  soit  constant,  d'où  il  suit  que  le  plan  de 

(M)  coupe  la  surface  partout  sous  le  môme  angle.  Remar- 
quons enfin  que  toute  ligne  de  striction  et  de  courbure 
ne  saurait  être  géodésique  sans  être  plane.  En  eilet,  les 
conditions  (5)  et  (6)  ne  peuvent  coexister,  pour  c  =  o, 
si  r  a  une  valeur  finie.  Dans  ce  cas  la  développable  cir- 
conscrite suivant  la  ligne  de  striction  est  un  cylindre, 

Ann,  de  Mathemat.,  3*  série,  l.  VIII.  (Octobre  i88t).)        29 
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admctlant  pour  section  droite  la  ligne  considérée,  dont 
la  courbure  varie  proportionnellement  au  paramètre  de 
distribution. 

Puisque  les  cosinus  /,  m,  n  de  F  sont  proportionnels 
aux  quantités  (7),  on  trouve  facilement  que  Tanglt* 
o  =r  FG  est  donné  par  la  formule 

(  /;2  _4-  ^î  )i 

(  8  )  tan^o  — 


*  7ÎT 


—  h  —  or  (6* -h  r2) 

? 


Dès  lors,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 


VAiS^ 

r- 

acoscp  —  yjb^-^ 

c*  sinç, 

sin^ 

a  sin  cp  -h  v/^'  H-  <"*  cos<p, 

on  peut  écrire 

/  —  COS(|^, 

/;i 

h  sind; 

—  . »_  , 

v/^î-^r« 

On  trouve  ensuite 

ds            •         ^ 

et  l'on  voit  que  cp  =  const.  est  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  la  direction  de  F  soit  invariable 
dans  Fespace.  On  en  déduit  sans  peine  que  les  surfaces 
à  cône  directeur  de  révolution  sont  caractérisées  par  la 
propriété  de  toucher  un  cylindre  suivant  leur  ligne  de 
striction.  Lorsque  (M)  est  ligne  de  courbure,  l'égalité 
(6)  est  vérifiée,  et  la  formule  (8)  fait  dépendre  ç  de  a 
seulement.  Pour  que  cp  soit  constant  il  faut  donc  et  il 
suffit  que  a  le  soit,  et,  par  suite,  que  (M)  soit  une 
géodésique.  Il  en  résulte  que  les  surfaces  gauches,  dont 
la  ligne  de  striction  est  géodésique  et  ligne  de  courbure. 
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sont  caractérisées  par  un  cône  directeur  de  révolution  (*). 
Que  faut-il  pour  que  les  génératrices  de  la  surface 
donnée  soient  les  normales  principales  d'une  courbe  ? 
Soit  N  le  point  où  la  génératrice  issue  de  M  rencontre 
la  courbe  inconnue,  et  désignons  par  /,  m,  n  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  à  (N),  en  N,  et  par  h  le  rap- 
port des  vitesses  des  points  N  et  M.  Si  pa^  pb,  pc  sont 
les  coordonnées  de  N,  on  a,  en  appliquant  les  formules 
fondamentales  de  la  Géométrie  intrinsèque  des  courbes 
et  en  ayant  égard  aux  relations  (4), 

X:/  =  p'a-4-i,         km  —  p'b — —  >  kn  •=:^  p' c  ~\- ^—' 

Si  l'on  exprime  que  les  directions  (a^  b^  c)  cl  (l,  m^  n) 
sont  orthogonales,  on  trouve  p^  =  —  «,  de  sorte  que 

A-/=6^-l-c',         km  =  —  ab — ^,         kn  =  —  ac-¥-—< 
On  en  déduit 

Par  dérivation  des  avant-dernières  formules,  on  ob- 
tient 


ds  mp  •  m  as  xs 

ds   ~~       6*-Hc*  \p  ^      I 

pb         ( ab       ^« -t-  c* \        /  t  P\   fl  P 


/b  ^   ^!±_£!\ 


,  o/i    _        b        (b  b^-^c^ 


ds          b^  -+-  c« 
l 


pc  I ab        6'-l-c2\         /-  p\   d  n 

' )  ^  (*  +  '"'SJ  ds'''' '""Ss 


(»)  PiRONDiNi,  loc.  cit. y  p.  3o9 
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En  élevant  au  carré  ces  égalités,  et  eu  les  ajoutant,  on 
trouve  que  le  rayon  de  courbure  po  de  (N)  est  donné  par 
la  formule 

Soit  ^  l'angle  sous  lequel  la  normale  principale  de  (IN) 
rencontre  la  génératrice.  Ou  a 

8/       -  o/n         8/1  A-        , 

«,--+-  6—7 — h  c-r-  = cosy  ; 

efs  as  as  po 

puis,  par  l'emploi  des  formules  précédentes, 

(lo)  Po  =  ^/?-+- yj  cosil^. 

Nous  avons  ainsi  l'expression  de  la  courbure  des  trajec- 
toires orthogonales  des  génératrices  des  surfaces  gau- 
ches, en  fonction  de  p,  m  et  de  Tangle  ^.  Lorsque  cet 
angle  est  donné,  on  obtient  la  condition  que  doivent 
vérifier  a,  i,  c,  en  portant  dans  (9)  le  résultat  (10).  Il 
vient 


I        a        d 
1 — ,-arc  tan 


6'  H-  C'    p  TÎT  ds 


p        p  ,   /  b*-^  c^  , 


En  particulier,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  surface  donnée  soit  la  surface  des  normales  prin- 
cipales d'une  courbe  est 

a  b        \        d  p 

r-r T   -  =  —.-arc  lanK— • 

m        h^-{~  c'^   p        ds  m 

On  voit,  en  ayant  égard  à  (8)  et  au  théorème  de  Chasles 
sur  la  distribution  des  plans  tangents,  que,  si  la  surface 
est  h  plan  directeur,  les  plans  qui  la  touchent  suîvaur 
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(N)  sont  également  inclinés  sur  les  plans  correspon- 
dants, qui  la  touchent  suivant  la  ligne  de  striction. 
On  a,  par  le  ihéorème  de  Lancret, 


•■•=*•  (s -A) 


d*où  Ton  déduit,  en  employant  (3)  et  (lo),  la  torsion 
de  (N).  On  trouve  ainsi 

p  ^ 

Ces  formules  ont  été  remarquées  depuis  longtemps  par 
M.  Dîni  dans  une  étude  sur  jilcune  proprietà  délie 
superficie  gobbe  délie  normali  principali  (  *  ). 

Les  calculs  qui  précèdent  sont,  il  est  vrai,  assez  pro- 
lixes \  mais  ils  conduisent  méthodiquement  an  but,  et 
l'on  peut  du  reste  les  rendre  fort  simples  par  un  choix 
convenable  de  la  courbe  fondamentale.  Soit  (N)  cette 
courbe,  et  continuons  à  désigner  par/;  la  longueur  NM, 
par  a,  &,  c  les  cosinus  directeurs  de  NM  et  par  dp  +  dq 
la  projection  de  MM'  sur  N'M'.  On  a 

[  ds  -h  p  oa  —  a  dq  =    Im  ^0, 
(II)  <  pob  —  ù  dq  =  mxn  d^y 

(  poc — c  dq  =   nmddy 

où  /,  m,  n  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  commune 
perpendiculaire  à  NM  et  N'iM'  : 

/  m  ni 

boc  —  c ^b       c  oa  —  a^c       aob  —  boa       rfO 

Nous  supposerons,  dorénavant,  que  la  droite  NM  soit 
invariablement  liée  au  trièdre  fondamental,   de   sorte 

que 

oa  __       c  ùb  c  p€  _  a        b 

ds  p  ds  r  ds        ç>         r 


(*)  Journal  de  Battaglini,  iS'ifi. 
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et,  par  suite, 

^      '  \p        r/         p^       r^  hp 


OU 


__      p''* 


'iî  _j_  /•« 


est  le  rayon  du  cylindre  osculateur  h  (jN),  et  Ton  a 
posé 

ap  —  br  o        ar  -^  bp 

Les  égalités  (ii),  respeciivement  multipliées  par  Sa, 
S&,  Se,  puis  par  /,  niy  /z,  donnent  par  addition 

p  û?0*  =  —  8a  ds,        T3  rfO  =  /  û?5, 
d*où 

(i3)  /,o'«=ï,      n,o'^  =  Ë!±jr!  ^  ^ . 

p  '•         p 

Donc,  en  utilisant  (12),  on  voit  que  le  paramètre  de 
distribution  des  plans  tangents  à  la  surface  engendrée 
par  une  droite,  invariablement  liée  au  trièdre  fonda- 
mental, est  donné  par  la  formule 


TÎT 


A  chaque  direction  correspond  une  valeur  de  tb,  et  l'on 
démontre  facilement  qu'il  y  a  une  seule  couple  de  di- 
rections, symétriques  par  rapport  à  la  normale  princi- 
pale, qui  correspondent  à  un  même  paramètre,  pourvu 
que  la  courbe  ne  soit  pas  une  hélice.  C'est  pourquoi  il 
n'y  a  que  la  tangente,  en  général,  qui  engendre  une 
surface  développable,  comme  Ta  remarqué  depuis  long- 
temps M.  Appell  (*).  11  n'y  a,  de  même,  que  la  binor- 


(')  \ouvelle  Correspondance  mathématique,  1H80;  p.  9^. 


i>.)  ) 

inale  cl  la  normale  principale  qui  cngeiidrenl  des  sur- 
faces gauches  dont  les  paramètres  de  distribution  soient 
respectivement 


1        I 

r       r       p- 


Si  la  courbe  est  une  hélice,  tracée  sur  un  cylindre  quel- 
conque, il  y  a  une  in  fini  té' de  droites  correspondant  à  un 
même  paramètre  :  elles  forment  un  cône  du  second 
ordre.  Pour  cj  =  o,  on  a  le  cône  signalé  par  M.  Appell, 
touchant  le  plan  osculateur  suivant  la  tangente  à  la 
courbe.  Il  y  a,  de  même,  un  cône  touchant  le  plan  nor- 
mal suivant  la  binormale,  et  dont  toutes  les  généra- 
trices engendrent  des  surfaces  gauches,  qui  ont  pour 
paramètre  commun  la  torsion  de  Thélice.  Le  cône  cor- 
respondant à  la  normale  principale  se  résout  en  deux 
plans  perpendiculaires.  Tous  ces  cônes,  perpendicu- 
laires au  plan  tangent,  se  raccordent  suivant  la  géné- 
ratrice du  cylindre. 

Les  cônes  que  nous  venons  de  trouver  ne  cessent 
d'exister  lorsque  (JN  )  n'est  pas  une  hélice  \  mais  ils  sont 
alors  variables  d'un  point  à  l'autre  de  la  courbe.  Par 
exemple,  le  cône  de  M.  Appell  est  le  lieu  instantané 
des  droites,  invariablement  liées  au  trièdre  fondamental^ 
génératrices  de  surfaces  gauches  pour  lesquelles  on  a, 
à  l'instant  considéré,  nyr=  o.  En  général,  une  seule  de 
ces  droites  continue  à  correspondre  à  cette  valeur  de  w, 
et  engendre,  par  conséquent,  une  développable  :  les  au- 
tres passent  sur  d'autres  cônes,  définis  par  d'autres  va- 
leurs de  tïj,  toutes  dillérentes  entre  elles. 

Quant  aux  points  centraux,  leur  position  est  déter- 
minée par  la  première  formule  (i3),  qui  donne 


P'-' 


AV 


fj-, 
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Ces  points  se  trouvent  donc  sur  un  cylindre  de  diamètre 
/i,  touchant  la  surface  rectifiante  suivant  sa  génératrice, 
et  rencontrant  orthogonalement,  sur  des  paraboloïdes  hy- 
perboliques, tous  les  cônes  dont  il  vient  d'être  question. 
Arrêtons-nous  aux  surfaces  des  normales  principales 
d'une  courbe  (N),  et  demandons-nous  s'il  est  possible 
que  ces  normales  soient  les  .binormales  d'une  autre 
courbe  (M).  Si  j:  =  o,y  =  o,  z  -=  p  sont  les  coordon- 
nées de  (M),  on  a 

ds  p  ds  /•  '  ds      ^  ' 

Pour  que  NM  soit  normale  à  (M),  il  faut  que  //  soit 
nul,  et,  par  suite,  que  p  soit  constant.  Si  Ton  veut,  en 
outre,  que  NM  soit  binormale  de  (M),  il  faut  que  Ton  ait 


I   8ar 
p    ds 

I  oy 
r  ds 

c'est- 

-à-dire 

(i4) 

1 
PP        1 

1          1 

Les  4 

cosinus 

directeurs  de  1 

a  tangente 

à  (M) 

sont 

donc 

/: 

r 

m  = 

-V^; 

/l  =  0, 

et  le 

rapport  k  des 

vitesses 

des  points 

M  et  N 

est 

(i5) 

dso 
ds  ~ 

)/pp 
r 

Cela  étant, 

on  a 

ds 

^PP' 

2p* 

.  om 

-  O/l 

Of 

• 

d'où  Ton  déduit  l'expression  du  rayon  de  courbure  de  (M) 
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Enfin,  si  l'on  observe  que  les  cosinus  de  la  binormale  à 
(M)  sont  o,  o,  ly  on  a  immédiatement,  pour  exprimer 
la  torsion  de  (M), 

k    ^  n     r 

7;  =  V  ^^7i' 
d'où 

(17)  '•o=/'^- 

Ainsi  nous  pouvons  nous  donner  la  courbe  (N)  par 
une  de  ses  équations  intrinsèques,  l'autre  équation 
étant  nécessairement  (i4)-  Ensuite  les  équations  (i5), 
(i6),  (17)  nous  feront  connaître  les  coordonnées  intrin- 
sèques de  (M).  Enfin  Téliminalion  de  p,  r,  s  entre  les 
trois  équations  dont  il  s'agit,  et  les  équations  intrinsèques 
de  (N),  nous  fournira  les  équations  intrinsèques  de  (M). 
Inversement,  si  la  courbe  (M)  est  connue^  les  rela- 
tions (i 4)  et  (17)  donnent  immédiatement 

{18)  p=^  +  -Jl,  r  =  roH-e-; 

p  "0 

puis  l'égalité  (i5)  devient 

Enfin,  en  portant  dans  (16)  tous  ces  résultats,  on  ob- 
tient 

ce  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  binormales  de  (M)  soient  les  normales  principales 
d*une  autre  courbe  (').  Celle-ci  est  parfaitement  déter- 
minée par  les  équations  (18)  ut  (19). 


(')   PlRONDIM.  toc,  cit.,    p.    3l(). 
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iNous  allons  appliquer  ce  qui  précède  au  cas  où  la 
courbe  (M)  est  une  hélice.  Nous  exprimerons  cela  en 
introduisant  une  nouvelle  longueur  constante  a  et  en 
écrivant /;p0  =  m\.  L'équation  (20)  devient 

I         d  a 

Po        fis  po 

et  Ton  en  déduit  que  les  équations  intrinsèques  de  (M) 
sont 


Po  =  «   V     «"  "    —  I ,  To  =  /?  V     <?  "    —  1 . 

La  courbe  (M)  est  donc  une  tractrice  tordue.  Ses  coor- 
données intrinsèques  peuvent  être  exprimées  en  fouc- 
tion  d'une  variable  t  comme  il  suit  : 

5o= — alogsinT,         po=eicotT,         /•o  =  /?col':. 

On  en  déduit,  au  moyen  de  (18)  et  (19), 

P 


5  =  — alog  tang-,  p  —  -r-i— -, 


2  sin^T  sinTCosT 

Les  équations  intrinsèques  de  ÇS)  sont  donc 

(s  5\2  /    s  s\ 

D^iiie  manière  analogue  on  résoudrait  toute  autre  ques- 
tion de  Géométrie  diHérentielIe,  concernant  les  surfaces 
réglées  ;  mais  nous  montrerons,  sous  peu,  comment  on 
doit  s'y  prendre  pour  appliquer  la  méthode  qui  précède 
;i  l'étude  d'une  surface  quelconque. 
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SUR  L  ANALOGIE  ENTRE  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES 

ET  TRIGONOMBTRIQUES; 

Par  m.  J.  DOLBIVIA,  à  Nijni-Novgorod. 


1.  Nous  nous  proposons  de  rechercher  les  fonctions 
transcendantes  qui  satisfont  à  Téquation 


T(a  -+-  a)'z(u  —  a) 


(')  - — zttt::!:: =o(a)-cp(M). 


Nous  distinguerons  deux  cas  :  i^  lorsque  ^{tf)  a  deux 
périodes  (Tune  réelle  aw,  l'autre  imaginaire  '2w'),  et 
2°  lorsque  cp(M)  a  une  seule  période  réelle  aco. 

Premier  cas.  —  Soit 

ç(M-f-  20))  =  o(w),  «p(  M -f- 2a>')  =  <p(m). 

En  transposant  les  lettres  a  et  u,  nous  aurons 

/v  t(u-^  a)':(a  —  //)  ,  ,. 

En  comparant  (i)  et  (2),  nous  obtenons 

z{a —  II)  =  —  t(m  —  a), 
c'est-à-dire 

d'où  il  suit  que  'z{n)  est  une  fonction  impaire  de  Targu- 

ment  u. 

Supposons 

lim(;/  —  a)  =  o, 
alors 

rz(u-{- a)':(u  —  a)!        _ 

donc 
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c*esl-à-dirc 

t(o)  =  o. 
En  posant 

où  m  est  un  nombre  entier,  nous  avons 

Si  ^(u)  est  une  fonction  holomorphe  dans  toute  l'é- 
tendue du  plan,  de  l'équation  (3)  nous  aurons 

T(2m(l>)  =  o. 

D'une  manière  semblable,  nous  trouverons 

x(2/n'(i>')  =  o; 

par  conséquent,  tous  les  zéros  de  la  fonction  'z{u)  sont 
compris  dans  la  formule  suivante 

(4)  M  =  2/nu)  •+- 2m'co', 

où  m  et  ni  sont  des  entiers  arbitraires. 
De  l'équation  (i)  nous  aurons 

T(M-4-a)T(a  —  ^)  _       ?(")  —  ?(«) 
i^wz^a       u  —  a  u  —  a 

En  posant  ici 

\im(u  —  a)  =  o, 

et  en  rappelant  que  les  deux  fonctions  T(a)  et  ^(u)  doi- 
vent avoir  des  dérivées,  nous  obtiendrons 

La  constante   t'(^)    est  une  quantité  indéterminée. 

Nous  prenons  donc 

-'(o)  =  i; 
alors 

:p  (  a  ) -—4  . 
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De  là  il  suit  que  le  développement  de  la  fonction  holo- 
morphe  t{u)^  suivant  les  puissances  ascendantes  de  Tar- 
gument,  commence  par  la  quantité  u  et  aura  la  forme 
suivante 

II  est  facile  de  constater  que  les  infinis  de  la  fonc- 
tion <f\u)  sont  les  solutions  simultanées  des  deux  équa- 
tions 

donc  ç'(m)  devient  l'infini  pour  toutes  les  valeurs  de 
Targument  renfermées  dans  la  formule 

où  m  et  mf  sont  des  entiers  pairs. 

Les  zéros  de  la  fonction  cp'(u)  sont  les  solutions  de 

Téquation 

T(2a)  =  o; 

si  Ton  y  ajoute  l'inégalité 

t(m)^o. 
D'où  il  suit  que  les  racines  de  l'équation 

sont  définies  par  la  formule 

w  =  (2m-hi)u>  -+-(2m'-+-i)to', 

où  m  et  m'  sont  des  entiers  arbitraires. 

Ainsi,  dans  l'intérieur  du  parallélogramme  élémen- 
taire (20),  2  0)'),  la  fonction  f'{u)  a  trois  zéros 

cH  un  seul  infini 

u  =  o. 

Il  est  facile  de  prouver  que  cet  infini  est  triple.  En 


(  46a  ) 
effet,  de  la  formule 

œ  (M)  = rr — r-> 

il  ressort  que,  u  étant  infiniment  petit,  la  partie  prin- 
cipale de  ç'(w)  est 

aa  _        a 

Ainsi  ç'(")  ^^t  i^  fonction  méromorphe  doublement 
périodique  du  troisième  ordre. 

En  faisant  dans  Téquation  (  i  ) 

lim  u  =  o, 
nous  trouverons  que  la  partie  principale  de  cp(ii)  sera 

I 

par  conséquent, 

lim[{p(M)]a=o  =  «. 

D'où  il  suit  que  tous  les  infinis  de  'f{u)  sont  renfer- 
més dans  la  formule 

où  m  et  m!  sont  des  entiers  arbitraires. 

A  l'intérieur  du  parallélogramme  élémentaire 

(210,    •P.W'), 

la  fonction  (p(u)  a  un  seul  infini 

u  =  o, 

et  cet  infini  est  double.  D*où  il  suit  que  <p(«)  a  à  Tin- 
térieurdu  même  parallélogramme  deux  zéros  (*). 


(•)  Hrïot  cl  BouQrKT,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  A^'- 
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11  est  évident  que  'f{u)  est  ta  J'onclion  méromorphe 
doublement  périodique  du  deuxième  ordre  (*). 

2.  Nommons 

«)(a>)  =  ei,         p(a>-|-w')  =  ej,         ©(a>')  =  c,, 
et  considérons  les  propriétés  des  binômes 

(cpw  — <?,),         (ow  — es),         (tpM  — es). 
Le  zéro  du  binôme  (yu  — e^)  est 

la  même  valeur  de  l'argument  annule  la  fonction 

^[?(w)-^i]  =  ?'("); 

donc  la  fonction 

(?w  — e,) 

a  à  rintérieur  du  parallélogramme  (2(0,  uo)')  un  seul 
zéro 

et  ce  zéro  est  double.  En  outre,  il  est  clair  que 

a  un  infini  double 

M  =  o. 

Par  cette  raison,  le  produit 

(7)  (?w  — e,)(oM  — e,)(cpM  — es) 

a  trois  zéros  doubles 

Il  =  tt),  u  =  to  -h  to',  ?f  =  w' 


(*)  /61V/.,  p.  197. 
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et  un  seul  intini  sextuple 


M  =  o; 


par  conséquent,  {'^)  est  une  fonction  méromovphe,  dou- 
blement périodique  du  sixième  ordre. 
La  fonction 

possède  ces  mêmes  zéros  et  ces  mêmes  infinis;  par  con- 
séquent, 

(«P'm)»=  A(9M  —  ei)(cpM  —  «j)(o«  —  es)    (>), 

où  A  est  la  quantité  constante.  En  choisissant  ^i,  /?2)  ^s 
de  manière  que 

«1 -h  Cj  H-  Cj  =  O, 

nous  parvenons  à  la  fonction  p{u)  de  M.  Weîerstrass, 
définie  par  Péquation  différentielle 

3.  A  Taide  de  cette  équation  et  du  théorème  d^Abel 
relativement  à  Taddition  des  arguments,  il  est  facile 
d'employer  les  deux  formules  suivantes, 

p(wH-M,)-f-pw-+-p«i  =  T(  r- ^r-^)  » 

4  \  pa  —  p  wi  / 

î   MH-M,)  — Cm— Çwi=-  !^ ^—^     («), 

2    pw  —  pwi  ' 


ou 


En  posant 


M|  =  (0, 


(')  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  ^r, 
1875. 

.(»)  îÏALPiiEX,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.  29»  ^^' 
1886. 
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nous  aurons 

(8)         ç(w -i- /o  =  ç« -+-;(«'>) -^  -  -^-^ — 

^     '  '  2   pu—  €i 

Occupons-nous  maintenant  de  la  détermination  de  la 
fonction  liolomorplie  t(/£),  qui  satisfasse  à  Téquation 
transcendante 

'z(u-^a)z(u  —  a) 

-i — — '—- =  p(a)  —  p(  w). 

En  y  supposant 

a  =  w, 
nous  aurons 

•w ( 0)  -^  u)':(iti  —  u) 


-î  //    TÎ 


U  T'a> 


=  pu  —  Cl 


Les    fonctions  T(w-f-ii),   'z{tù  —  u)  ont  les  mômes 
zéros  ^  posons  donc 

•:(wH-m)    =  t(w  —  m), 

T ( «  H-  t?.  W)  =  —  TM, 

alors 
d'où 

Jogx(a*  -H  m)  —  logxtt  —  logTw  =  i  Iog(pM  —  Cl). 

En  ditférentiant  cette  équation  relativement  à  i<,  nous 
trouverons 

,    ^  t'(w-i-  rt)       z'u        ï       p'w 

^^'  ^(w-»-;/)        zu        a  pu— ei 

Les  équations  (8)  et  (9)  donnent 

d'où  il  suit  que  les  deux  fonctions 

—     et     Ç(w) 
zu 

Ann.  de  Âfathemat.,  S*  série,  t.  VIII.  (Octobre  1889.)         ^^ 


(  m  ) 

peuvent  dilTércr  seulement  par  une  fonction  linéaire  de 
l'argument,  et  par  conséquent  supposons 


=  Ç(m)  -haaw  -h  p. 


Mais  •^—  est  une  fonction  impaire  de  l'argument,  donc 

p=o, 


et  nous  aurons 


tu 

—  =  Cm  -h  2 a  M, 


t(//-4-w)        „.  ^ 

— : =  L(  M  H-  10  )  -h  •;►  a  M  H-  2  aco, 


par  conséquent 


2aw=  —  sC^*^)»         îfca  =  — 


(U 


doue 


'z{u)       du     ^    ^    ^       ^^    ^  a> 


La  fonction  <3'(«)  de  M.  Weierstrass  se  définit  par  1  e- 
quatîon 

^log3'(w)  =;(«), 

d'où 

--  m'  ^  (Cl)) 

La  fonction  t(u)  difl'ère  de  la  fonction  3,(M)de  Ja- 
cobi  seulement  par  le  facteur  constant  (*), 

4.  Deuxième  cas.  —  Supposons  que  dans  l'équation 

•c(m  H-  a)':(M  —  a) 


z*(u)z^{a) 


=  cpU)  — «(a) 


(')  HALPHEN)  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  1,  p.  aoi;  i886. 
BiuoT  cl  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  /|65:  1875. 


(  K>7  ) 
la  foiiclioii  <p(«)  ait  une  seuleel  unique  période  réelle  t. 
Par  celte  supposition,  nous  passons  dans  le  domaine  des 
fonctions  trigonométriques.  Il  est  facile  de  constater  les 
propriétés  suivantes  : 

a.  La  fonction  'w(u)  est  impaire  et  (p( a)  paire. 

b.  Les  zéros  de  t(i/)  sont  renfermés  dans  la  formule 


u  =  irnz. 


où  m  est  un  nombre  entier  arbitraire. 

c.   Eu  posant 

•:'(o;  =  i, 

nous  aurons 

d'où  il  résulte  que  les  zéros  de  la  fonction  '^'(u)  sont 

u  =(im  -h  \)-y 

'X 

vl  les  infinis  sont 

M  =  rmz, 

(I.  Comme  7(0)  =  o,  7(7:)  =  0,  t'(o)  =  i,  la  fonc- 
tion ':(u)  a  un  maximum  pour  la  valeur  de  l'argument 
renfermé  dans  les  limites 

o  <  M  <  1:, 
d'où  il  suit  que 

•:'(7r)  <  o. 

Donc,  d'après  la  continuité  de  t(//),  nous  concluons 

f|UC 

ont  des  signes  contraires.  D'autre  part,  ces  fonctions 
s'annulant  toujours  pour  une  même  valeur  de  Targu- 
nuuit,  nous  pouvons  supposer 


(  468  ) 
OÙ  A  est  une  constante  négative.  Supposons  A  =  —  i, 
alors 

1(11  —  u)  =  —  T(7r  ~h  m), 
z{u  H-air)  =  'z(u). 

e.  Prenons  maintenant  l'équation 

Pour  la  valeur  infiniment  petite  de  u,  la  partie  princi- 
pale de  cp'(m)  est 


u 


»' 


par  conséquent,  si  u  [>>  o,  nous  aurons 

liin(<p'M)tt-o  =  —  *• 

Pouru=-»  la  fonction  cp'( m)  devient  égale  à  zéro, 
d'où  il  suit  que,  dans  les  limites 


7: 

O  <  M  <  -  , 


notre  fonction  reste  négative. 
Par  cette  raison, 

?(ï-'*j  — -7^; x<^^ 

et  comme  t('ïi  •+■  2  w)  et  t(«  —  2u)  ont  des  signes  con- 
traires,  nous  aurons 

<p'(2-»-«)>0. 

Ainsi  la  fonction  'f'(u)^  dans  les  limites 


7: 

-  <  //  <  T, 

'2 
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reste    positive.    Par    conséquent   ç("),    pour  «=-, 
atteint  le  minimum.  Pour  la  valeur  u  infiniment  petite, 
la  partie  principale  de  <^(«)  est  -^  :  donc 

Supposons  le  minimum  de  <p(u)  =  m,  alors 

o{u)  —  m  -h  I 

ne  devient  jamais  nul  pour  les  valeurs  réelles  de  l'ar- 
gument. 

5.  Nous  considérons  les  deux  fonctions  trigonomé- 

triques 

F(w)  =  [o'(m)]* 

et 

J{u)  —  {^u  —  771  -h  i)*(^M  —  m). 

Entre  les  limites 

o  <  w  <  ir, 

les  deux  fonctions  ont  un  seul  infini  /i  =  o  sextuple; 
F(/<)  a  un  zéro  double  «  =  -;  cette  même  valeur  de 
Targument  satisfait  à  ré(|uatîon 

o{ii)  —  m  =  o, 
et,  comme 

s'annule  pour  la  même  valeur  de  l'argument,  nous  con- 
cluons qaef{u)  a  le  zéro  double 

u—- 

entre  les  mêmes  limites.  Les  deux  fonctions  Viu)^  /'(//) 
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possèdent  une  même  période,  et,  par  conséquent, 

F(w)  =  Acp(w); 

la  constante  A  est  arbitraire.  Posons  A  =  4^  alors 

(©'w)»:^  4(<pt/  —  m  -+-  i)*(oa  —  m), 
îp'(a)  =  —  î(«a  —  m-\-i)^ffu  —  m. 

Posons  ç)(ii)  =  jc,  alors 

dx  ,  .   i 

,-  =  —  'xix  —  /n  -+•  u^x  —  m, 
du 

.  dx 

du  =  - 


2(.r  —  m  -h  \)^x  —  m 


r 


_,         m  -h  I )  v^ j"  —  m 


c. 


Mais,  pour  a:  =  ^(")  =  'w,  nous  aurons 


donc 


11 


7. 

— -— =  = U. 


i{x  —  m-Hi)v^a? — m        ^ 


En  faisant  sjx  —  m  =  $,  nous  aurons 

a:  =  /n -+-$*,         <ir=2ffl^,         ar -^  m -h  i  =  i -+- {'t 

t:  /•*    d^  y 

Jt  .A     i-r-E* 


^x  —  m  =  col  M, 

.r  r=  m  -h  col* M, 

•^(u)  —  m  -^  col'  M. 
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Psr  caiiséqutiiit,  uaus  aurons 

t(m  H- a)':(a  —  a) 

t(ti  -h  a)'z(u  —  a)  __  sin(w  H- a)  sin(  w  —  a) 

d'où  il  suit  que 

x(u)  =  sina, 

-T— lOgTM  =  COtW. 

jiinsi  l'analogue  de  p{u)  de  M,  Weierslrass  est 
(/?! -H  cot^w),  l'analogue  de  ^(u)  est  coti/,  l'analogue 
de  d{u)  est  sîiii/. 

6.  De  toul  ce  qui  précède,  il  découle  naturellement 
que  V équation  à  trois  termes  ne  peut  pas  être  considérée 
comme  caractéristique  pour  les  fonctions  elliptiques, 
car  elle  s'étend  facilement  aux  fonctions  trigonomé- 
triques.  En  effet,  en  posant 

cot*a  =  A,        cot*6  =  B, 
nous  aurons 

s\n(a-\-  b)s\n{a  —  b)      ^       . 

: — : — 7-7 =  I>  —  A. 

sin*asin'o 
De  l'identité 

(B  — A>(D  — C)4-(B— C)(A  — D)-h(B  — D)(C-A)  =  o, 

il  découle  Téqualion 

sin(a-t-^)sin(a  —  6)sin(c  -hd)  sm{c  — d) 
-h  sin(c-f-  6)sin(c  —  b)  sïn{d  —  a)sin(rf-ha) 
•+■  sin(d-\-  b)s\n(d —  6)sin(a-+-  c)  sin(a  —  c)  =  o, 

qui  n'est  autre  cliose  que  V équation  à  trois  termes, 
caractérisant  les  fonctions  trigonométriques  aussi  bien 
que  les  fonctions  elliptiques. 
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SUR  UN  PASSAGE  DE  LA  THÉORIE  ANALYTIODE 

DE  LA  CHALEUR; 

Par  m.  T.-J.  STIELTJES. 


La  méthode  suivie  par  Fourier  pour  obtenir  le  déve- 
loppement 

(A)      I  =  a  cosa?-+-  b  cos3^  -h  c  cos5x  -+-  dcosyx  H-, . . 

est  très  belle,  mais  elle  manque  absolument  de  rigueur, 
et  Ton  peut  même  s'étonner,  au  premier  abord,  qu'un 
tel  procédé  puisse  conduire  à  un  résultat  exact. 

Fourier  pose  :t:  =  o  dans  Téqualion  (  A)  et  dans  celles 
qu'on  en  déduit  par  des  difTérentiations  successives.  11 
obtient  ainsi  les  relations 


•  •  « 


o  =  a-+-3*6-i-5»c-l-7*é£H-..., 
o  =  a-i-3«6H-5«c-i-7«<i-i- 


•  «  •» 


n  de  ces  équations  lui  fournissent  les  n  premiers  coeffi- 
cients en  annulant  tous  ceux  qui  suivent,  et,  en  prenant 
ensuite  n  =  oo,  on  constate  que  les  valeurs  obtenues  pour 
rt,  i,  c,  tf,  . .  •  tendent  vers  des  limites  déterminées. 
C'est  ainsi  qu'il  obtient  le  résultat  cherché 

4  3  5  7        ' 

Nous  nous  proposons  d'étudier  de  plus  près  cette  mé- 
thode. 


(•) 
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1.  Il  est  clair  que  la  détermination  des  a,  b^  c^dy  ... 
d'après  Fourier  revient  à  ceci  : 

Déterminer  les  coefficients  ai,  ^2,  . . . ,  a/i  de  manière 
que  le  développement  de 

<p„(j7)=  at  cosr-+-  rtj  cos3a:'  -4-..  .-l-  a»  cos(2/i—  i)j? 

soit  de  cette  forme 

Pour  obtenir  o,i  (x)  et  en  même  temps  une  expression 
simple  de  i  —  çp«(x),  nous  remarquons  que  l'identité 

donne  facilement,  en  développant  le  second  membre, 


1    vaiiio,;-' 

—  «^n  1  5 

n  -+- 1 

1 

(n  — i)(/i  — 2)    .    ^ 

-h  ; ^rj (  smSa? 

(/i-f-i)(n-h2) 

• 

(/i  — i)(/i  — 2)(n--3) 
(n-M)(/n-2)(/i-+-  3) 

A„  = 

3.5.7  . .  .(a/i  —  0 
4.6.8.. .(2/1) 

On  en  con< 

•lut 

81072:  — . . .  I , 


Jf     (sina:)*'»-*  ûte 
0 


(2) 


B 


=  B/, —  A»    cosa? —  -  cos3ar 

L  3  n-hi 

-^  7   7 TT r  C0S5a?  — ...      , 

5    (/H-l)(/l-t-2)  J 

2E 
/**  /  .        .     ,   ,         2. 4. 6.. .(2/1  —  2) 

.,/o  3.5.7. ..(2/1—  I) 


Or  il  est  clair  que  le  développement  de 


/     (sina:)*'»- 


^dx 


(  4:4  ) 

commence  par  un  terme  en  x^"  :  donc  on  a  nécessaire- 
ment 

(\n  r            ï  "  —  î 
?/»(^)=  77-     cos.r—  -  cos^J* 

^     ^        J  I     (  «  —  I  )  (  /i       -  -M 


5  (/i  -:- 1  )  (  /*  ■■-•>.  ) 


COS  Jj'  .  .  . 


(4 


»/ 0  •  0 


Fourier  n'a  pas  donné  explicitement  l'expression  de 
cp/i(a:),  mais  on  peut  la  déduire  facilement  de  ses  for^ 
mules  et  constater  l'identité  avec  la  formule  (3).  On  a 
notamment 

A„  3*.  5».  7»...  ('2/1  — -O* 


lin         (3-  —  I)  (  3»—  1)  1,7*—  1)  [v  JLH  —  i/—  1] 

et  il  est  facile  de  conclure,  d'après  la  formule  de  Wallîs, 

(5)  "«"H^^r 

2.  Supposons  que  x  soit  compris  entre  d=  -  (sans  at- 
teindre une  de  ces  limites),  la  formule  (4)  permettra 
facilement  de  conclure 

Iiin[i  —  <p/i(a7)]=o,         n  =  zcs 
En  eilet,  soit 

il  est  clair  que 
et 

2/1 -H  I 

donc 

I  — t3.(.r)         B;.+,     B„       V         '"/ 
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X  étant  un  nombre  Gxe  compris   entre  sin^x  et  i,  le 
rapport 

[i  — ?«-Hi(^)]:[i-?/i(j')] 

sera  donc  constamment  inférieur  à  X  à  partir  d'uue  valeur 
suffisamment  grande  de  /i,  d'où  Ton  conclut 

(6)  lim[i  —  (p;,(a7)]  =  o,         /i  =  ao. 
On  verra  de  la  même  façon  que 

I    r' 

(7)  ^*°*T~   1     (sina:)*'*"*  ctr  =  o. 

Or  on  a 

'      r' y  •      x««   4  j         Brt       /  in  —  I        _  \ 

-.-    /     ( sina:)*'»-*  ar  = -T Icosx — cos3a?-4-...) 

^nj^  A«       \  3  n  -H  I  / 


et 


Iiin5^  =  ï. 

An         4 


Donc,  pour  achever  la  démonstration  de  la  formule 

7  =  cos  X  —  -  cos  3  a:  -H  -  cos  5  a?  — . . . , 
4  3  5 

il  suffira  de  faire  voir  qu'en  posant 

S  =  cosj: —  ;r  cosSor  ■+■  ■=  cos5ar — . . ., 
3  5 

S  =  co5a?  — -  cos3a7-i-7, '— :Cos5*— .... 

3/i-Hi  5  (n4-i)(/H-a) 

on  a 

lim  (  S  —  S'  )  =  o,         /i  =  âo. 

3.  Remarquons  d'abord  qu'en  écrivant 

S'=  aicoso?  —  as  cos3a7-+-  ag  cos5â7 — . . ., 

les  coefficients  ai,  a^y  a^,  .  •  •  sont  positifs  et  vont  en 
diminuant. 
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Soit,  772  étant  un  entier  impair, 


R/;i=  —  cosmx cos(m  -{-ijx-h, . 


I 


-y  cos(m  H-  2A:)a:, 
A- 


/TU-  2 

R',„  =  afficosmx  ~  a„t+j  cos(/?n-  2)a7  -h. . . 
riz  a„i^fu  cos(  m  -+-  aX:)x. 

On  aura 

2  R'„|  cosar  =  «,„  cos(  m  —  i)a? 

-h(a;„  —  a,n+s  )  cos(/n -*- r)ar 

—  (  «m+t  —  «/n-<-4  )  COS  (  m -h  3  ):P 


(«m+U-t—  «m-j-Jit)  C0S(/7H-  2^:  —  l)x 

=t  ûi/n-HiJt  cos(m  -h  2^:  -H  i)x; 
d'où  Ton  conclut  qu'en  valeur  absolue 

(8)  |R'^|<_f^<  1_ 

'        '       cosar       m  cosa? 

et  de  la  même  façon 

(9)  IB«|<        ' 


mcosx 


Cette  dernière  relation  montre  que  la  série  S  est  con- 
vergente. 

4.  Cela  étant,  soit  e  un  nombre  positif  donné  aussi 
petit  qu'on  voudra.  Il  faut  montrer  qu'il  est  possible  de 
trouver  un  entier  N  tel  que,  pour 

on  ait  toujours 

S-S'|<e. 


11  est  bien  entendu  qu'on  suppose  que  x  a  une  valeur 
flxe  comprise  entre  ±  -• 
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Voici  comment  on  peut  trouver  ce  nombre  N.  Décom- 
posons d'abord  d'une  manière  quelconque  e  en  deux 
parties  également  positives  : 


£  =  e'  H-  6* 


et  prenons  un  nombre  entier  impair  m  tel  que 


1 
m  > 


e*  cos  X 


En  écrivant  alors 

S  =  cosa?  —  r  cos3a:-4-. .  .=t  cos(/n  —  2)xdt  R/^, 

S'=  ai  cosa?  —  asCosSarn-. .  .rfc  a^-i  cos(m  —  2)xzt  R',„, 
on  aura,  d'après  les  limitations  (8)  et  (9), 

D'autre  part,  en  faisant  croître  indéQuiment  l'entier  n^ 
l'expression 

ai  cosa:  —  ajCOsSar-h. .  .rt:  a„i-i  cos(m  —  ^)x 
tend  vers 

cosa?  —  -  cosSa:  -h. .  .±: cos(m  —  %)x. 

3  m  —  2 

On  peut  donc  déterminer  un  entier  N  tel  que,  pour 

.  la  différence  de  ces  deux  expressions  soit  inférieure  à  s', 
et  ii  est  visible  que,  pour  ces  valeurs  de  ra,  on  aura 

|S-S'|<e'-^e'=Ê. 

La  formule 

it  I        _         i        _ 

-  =  cos  a:  —  -  cos  3  a:*  -h  -  cos'ia:  — . . . 
4  S  3 


(478) 
est  ainsi  démontrée  rigOH^euseinent  ;  il  faut  supposer  x 

compris  entre  dh  -  • 

5.  On  peut  obtenir  d'une  façon  analogue  le  dévelop- 
pement 

-  X  =z  -  siïi'ix  —  -  smâx  -h  -  sin627  — . . .. 
a  '2  4  6 

On  déterminera  d'abord  une  expression 

^V,^(x)=  «1  sinao:  -+-  a»  sin  ^x  -+-. .  .-t-  fl/t  sina/i  jr, 

par  la  condition  que  le  développement  de  Wn^x)  soit  de 
cette  forme 

On  obtient  immédiatement  la  valeur  de  W„(x)  en 

remarquant  que 

n\{x)-x 

ne  peut  différer  que  par  un  facteur  constant  de 


/     (sinar)*»  rfx, 


et  la  suite  du  raisonnement  est  tout  à  fait  semblable  k 
ce  que  nous  venons  d'exposer  en  détail. 


SUR  LE  PROBLÈME  DE  GLEBSCH 
(THÉORIE  DE  LÉLASTIGITÉ  DES  CORPS  SOLIDES,  §  39  A  42); 

Par  m.  E.  FONTANEAU. 


1.  I/équilibre  d'élasticité  des  corps   cylindriques   a 
(ixil  l'objet  d'une  étude  spéciale,  à  raison  de  leur  emploi  j 
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fréquent  daus  les  construclions  et  dans  les  machines. 
Parmi  les  auteurs  qui  s'en  sont  occupés,  il  y  a  lieu  de 
distinguer  de  Saint-Venant  et  Clebsch.  Le  premier,  dans 
deux  Mémoires  célèbres,  a  considéré  le  cas  simple  où 
l'équilibre  d'un  cylindre  résulte  de  pressions  ou  trac- 
tions appliquées  à  l'une  de  ses  bases,  tandis  que  l'autre 
est  fixée  d'une  manière  quelconque,  et  il  a  obtenu  par 
le  calcul,  relativement  à  deux  modes  particuliers  de  sa 
déformation,  la  flexion  et  la  traction,  des  résultats  im- 
portants qu'il  a  ensuite  vérifiés  par  l'expérience. 

Clebsch,  auquel  on  doit,  dans  son  ouvrage  classique 
Sur  la  théorie  de  l'élasticité  des  corps  solides,  une  ex- 
position remarquable  de  la  question  traitée  par  de  Saint- 
Venant,  s'est  ensuite  placé  sur  un  autre  terrain.  L'ingé- 
nieur français  n'avait  étudié  que  des  états  d'équilibre 
caractérisés  par  l'absence  de  pressions  latérales  ;  le  géo- 
mètre allemand  s'occupa  précisément  du  cas  où  elles 
existent  seules.  Dans  l'équilibre  d'une  plaque  plane, 
c'est-à-dire  d'un  cylindre  de  longueur  très  restreinte,  il 
parait  avoir  voulu  rechercher  l'eiïet  propre  produit  dans 
ses  sections  transversales  par  les  pressions  ou  tractions 
appliquées  à  sa  surface  courbe  et  compléter  ainsi  dans 
un  champ  d'études  contigu,  mais  distinct,  les  travaux  de 
de  Saint-Venant.  C'est  sans  doute  à  raison  de  ce  but,  et 
peut-être  aussi  des  difficultés  du  sujet,  qu'il  a  supposé 
nulle  la  composante  normale  d'élasticité  parallèle  à  Taxe 
du  cylindre;  mais  on  peut,  sans  compliquer  les  calculs, 
s'affranchir  de  cette  restriction. 

D'ailleurs  Clebsch  a  cru  devoir  s'occuper  des  condi- 
tions spéciales  à  la  surface  du  corps,  sans  avoir  effectué 
complètement  l'intégration  indéfinie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  de  l'élasticité.  Si  ce  procédé,  quelque 
peu  anormal,  ne  pouvait  avoir  de  la  part  d'un  si  habile 
géomètre  que  des  inconvénients  médiocres,  on  comprend 
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néanmoins  qu'il  en  résulte  une  lacune  qu'il  est  néces- 
saire de  combler,  dans  l'intérêt  de  la  question  qu'il  a 
traitée,  sans  l'épuiser. 

Je  crois  donc  ulile  de  revenir  sur  ce  sujet  pour  en 
rendre  élémentaire,  s'il  est  possible,  l'exposition,  en  le 
rattachant  à  la  méthode  générale  de  solution  inaugurée 
par  Lamé  et,  après  lui,  appliquée  avec  succès  par  plu- 
sieurs géomètres  français,  qu'il  est  inutile  de  citer  parce 
que  leurs  travaux  ont  été  publiés  dans  des  recueils  uni- 
versellement répandus.  Pour  ne  pas  embrasser  un  cadre 
trop  étendu,  je  me  bornerai  au  problème  le  plus  facile 
parmi  ceux  dont  Clebsch  a  donné  la  solution,  en  sup- 
posant nulle  avec  lui,  pour  tous  les  points  du  corps,  la 
composante  normale  d'élasticité  N^  (notation  de  Lamé 
et  de  Franz  Neumann)  et  admettant,  en  outre,  qu'il  n'y 
ait  pas  de  forces  extérieures  appliquées  à  la  masse  du 
corps. 

S.  Si  l'on  désigne  par  X4  l'une  des  dilatations  princi- 
pales en  un  point  (x,  y^  z)  d'un  corps  élastique,  et  par 
tti,  ^1,  Yi  ses  trois  cosinus  directeurs  par  rapport  au 
système  d'axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ,  on  a,  en 
général, 

'  ^  /du       .  \       a   du  du 

(du       ^  \       Q    dv  dw 

du       rs  I  dv       *   \  dw 

û    dw  I  dw       .   \ 

du       „   dv  I  dw       ^  \ 


(!) 


«^  dw 
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OÙ  3a|,  8^4,  8^4  désigiieul  les  variaiioiis  des  cosinus 
directeurs  de  la  dilatation  principale  due  à  la  défor- 
mation du  corps. 

Je  suppose  que  cette  déformation  ait  lieu  de  manière 
que  Ton  ait  pour  tous  les  points  du  corps  les  égalités 

,    .      du       dw  dw        dv  .^  dw 

ou,  ce  qui  revient  au  même  pour  un  corps  isotrope, 

Par  suite  des  formules  (i)  et  des  deux  premières  éga- 
lités (2),  on  a  les  équations 

(du       ^  \       .    /du       dv  \ 
, o .  /       {du       dv  \  n   / dv       .    \ 

/dw      .    X 

auxquelles  on  peut  satisfaire  de  trois  manières  : 
i"  Par  le  système  de  conditions 

dw 

(4)       S""^*"^'       «i  =  «»       Pi  =  o,       Ti  =  «; 

a®  par  le  suivant 

\ dx  J  \dy  ]       \dx       dy I 

3°  enfin,  en  supposant  qu'on  ait,  abstraction  faite  de  toute 
valeur  particulière  des  cosinus, 


(s->.)($-*")-(r>i)'- 


dw 
Ann.  de  Mathémat,.  3"  série,  t.  VIII.  (Octobre  1889.)         3l 
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Je  m'occuperai  exclusivement  de  la  première  bvpo- 
ihèse  déGiiie  par  les  relations  (4),  parce  que  le  calcul 
montrera  qu'elle  comprend  les  deux  autres. 

Si,  pour  la  commodité  des  expressions,  on  pose 

oa,  =  A,,        S3t=Bi,        oyj=Gi, 
on  aura,  par  les  formules  (i), 
,-         .         du  dw  _         dv  dw  ^ 

et,  d'après  la  troisième  égalité  (2), 
//.v  dw       ^  \  . 

(6)  — -=:X,  = e. 

dZ  1[L 

Il  faut,  dans  ces  conditions  particulières,  satisfaire  aux 
équations  aux  dérivées  partielles  de  la  déformation  des 
corps  isotropes,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  qui  sont, 
comme  on  le  sait, 

(7)  ^  (A-hfi)^  -+- jiAr  =0, 

(  A  -h  |JL )  -T^  -i-  |X  Atv  =  o, 

OÙ  A  désigne  l'opération  -j—^  -H  --j-^  -H  -r^  et  8  la  dila- 
tation cubique  définie  par  l'égalité 

^  __  du       d\>       dw 
dx        dy        dz 
De  là  il  résulte 

ft  _      '^y-     \  du       dv'\ 
X  H-  2  {X  L c^:r       dy} 

]  dx         dy         A  f-  9.  [X  L  dx  dy  J 


À     *     'X  'J. 


r/Ai        d\i 
dx 


d\W\ 
-dy  \ 
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et  ces  expressions,  substituées  dans  la  troisième  équa- 
tion (7),  la  réduisent  à  une  identité^  on  n'a  donc  à  satis- 
faire qu'aux  deux  autres,  qui  deviennent. 


(9) 


X  -h  2  [1     |_  dx*  dx  dy  J       ^  dz    ~ 

[d>v       d>v~\ 
d^  '^d^i 

2tjL(X-t-tJL)r   dUi  d*vl          dHi 

[d^'^d^^y^ 


=  o. 


X  -h  2  |JL    L  ^  ^       ^*  J  dz 

Or,  en  vertu  des  relations  (5),  (6)  et  (8),  il  vient 

rfAi  _  é/B, 

é/Ai  _        X       rrf'g  <i»P    1 

é/^         X  -h  2  {1 1_  dx*        dx  dy  J  ' 

r/B,  _        X        r   g^«M      ,    rf^pl 
^^3    ~"  X  -h  2  fi  L  rf J7  c(;^  "^  rfj^*  J 

et,  par  suite, 

^A 
d 


A,  X       \d^>^^         </*Bi  1  X       rrf«Ai        </V\|| 

';î»    "~  X  -i-  2  {X  L  c^*         dx  dy\~  X  H-  a  |jl  [  «iar*    "^    é/j*  J  ' 
Bi   _        X        r  ^Ai  ^'Bn_        X        ré/«Bi        rf^B,] 

5*  ~"  X  -h  2  [ji  L  c^  é/^      c(^*  J  ~  X  -+-  2  fi  L  rfj^*       ûiy*  J 

On  a  d'ailleurs,  par  les  équations  (9), 


dx^'  dy^         X  -h  2  (Ji  L  ^*  ^^"  dy  J         <i5* 

<Y*B,        rf*B,         X-f-|ji  r  </«A,  rf*B,l        rfîBj 


dx^  dy*         \  -^  i\s.\^dx  dy  dy*  J         dz* 


=  (». 


=  O, 


et,  de  toutes  ces  égalités,  il  est  aisé  de  conclure,  pour  la 
détermination  de  A|  et  de  B4,  les  relations 

/   d*Xi  _  d*\x        d''\^  _  d^kx  d*^x    _ 

\  ~dz^  ~  "'  dx*    ^   dy*    ~   dx*     '^  dx  dy  "~  "' 

'     dz*    ~  '^'  //.r2    "^    d)'^'   ~  dx  dy  "^    dy*      ~  *'' 
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auxquelles  on  satisfait  d'une  manière  générale  en  po- 
sant 


(II) 


OÙ  71 4  et  N|  désignent  des  constantes,  tandis  que  eu  et  K 
sont  des  fonctions  de  x  et  j^  assujetties  à  vérifier  les 
équations  aux  dérivées  partielles 


d^K       rf«K  __ 

dx^        dy^  ~~ 


3.  Des  relations  (5)  et  (i  i),  on  déduit,  pour  les  com- 
posantes de  déformation  u,  ç^,  fv, 

rûTio       71,,  Tz»        \dV^       Ni,  1 


rfw  \  dm 


(la) 


\ 


rrfoi       ni  .."1  rfK       Ni , 

s  ~~    *  ~       \-\-i\i\dx        dy\ 

A  -h  a  fjL  L      2  dx        dy  \ 


dw 
1 


expressions  où  U  et  V  désignent  des  fonctions  de  x  et  j 
à  déterminer. 

Pour  cela,  il  faut  substituer  dans  les  équations  (9) 
les  expressions  (12)  de  »  et  de  v\  les  termes  du  résultat 
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où  entrent  z'  et  z  se  détruisent,  et  il  vient 

D'ailleurs,  par  les  conditions  d'intégrabilité,  on  déduit 
des  égalités  (12) 


(i4) 


d'où  il  résulte,  d^une  part, 

,  ^.  d\]       dS       X-4-2fxr        ni,  .,1 

É 

et,  d'autre  part, 


(16) 


De  ces  deux  relations,  on  déduit  encore  celles-ci  : 


(>7) 


/  .  rrf«u      rf«vi     ,,.        rdùi     71,,.       ,"1 


qui  ne  peuvent  subsister  ensemble,  à  moins  que  Ton  n'ait 


n,  =^  o; 
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supprimant  donc  cette  constante,  on  aura 


(i8) 


J'observe   ensuite  qu'on  peut   remplacer  les    équa- 
tions (i3)  par  les  suivantes  : 

dont  la  solution  générale  est  donnée  par  les  formules 


(M) 


j  :tX-<-a,ur  rfu,       rfa,-|      5X  +  6(x 

f^  -  icT^TF) r  7(F  -^-^^ ^ J  -^  8(x + ^^r- 


où  Qf,  Q2  désignent  des  fondions  assujetties  à  vérifier 
les  équations 

De  ces  formules,  il  résulte 


[   '5i 

'    ^/r         ffr         ff,r  f/\ 
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Cl  par  suite  des  égalités  (i8),  on  a 

Wx         dy  X        J    Ida;   ^        dy       y 

relations  compatibles  avec  les  équations  (âi). 
D'après  cela,  il  vient 


dw X         Vd'^iLi^  d^a'^    I 

rf^~"4(^-'-H^)L  ^-^*  dx  dyY 

^  dtM  _          \         r  f^«Qi  cftl2t"| 

e/^  "*  4(X  -h  {jL)[^ar6Çx  ûÇt*  J' 

et,  en  portant  ces  expressions  dans  les  formules  (12),  on 
peut  leur  substituer  les  suivantes  : 


V  = 


(25) 


X  r  g/«Ui  r/s  lia"]  ^* 

'i  (  X  -+-  |JL  )  L  rfar  dy         dy^  J   ji 


X  r  dilx        d^fi 

-  =  --- — ■'  — +./7j^ 


4(X  +  (xjL  «ir 


!![>..._  iÎLi  (^+ y )K.-K. 


X  -h  2  (Jt      '2  4 

Ces  expressions,  complétées  par  les  valeurs  (ao)  deU 
et  V,  donnent  les  formules  générales  d'intégration  des 
équations  (7)  dans  le  cas  considéré.  En  effet,  la  méthode 
qui  y  a  conduit  est  absolument  indépendante  de  la 
signification  donnée,  conformément  aux  formules  (i), 
aux  quantités  A|,  64  et  X^,,  et  par  suite  n'est  sujette  à 
aucune  restriction.  Néanmoins  rien  n'empêche  d'y 
joindre,  avec  la  si<?nificatîon  donnée  aux  (]uantités  )v,, 
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A|,  B|,  leurs  expressions 


(26) 


€/K       N, , 


5 


en  désignant  par  pi,  p2,  ps  les  trois  composantes  de  ro- 
tation définies  par  les  égalités 


I  /du       dw\ 


\  /  dv        du\ 
2  \  dx        dy  I 


La  dilatation  cubique  B  est  d'ailleurs  donnée  par  Fé- 
galité 

Ida       dv        dw 
0  =  -y-  H-  -^  -  -h  -  - 
dx       dy        dz 
X-t-2fjL    ^"'^  2(X -♦- fji)  L  ûf27        dy  \ 

4.  Problème.  —  f/We  plaque  plane  est  sollicitée  par 
des  forces  de  traction  appliquées  à  son  contour,  de 
manière  que  la  contraction  perpendiculaire  à  ses  faces 
planes  soit  partout  la  même,  tandis  que  chaque  point 
du  périmètre  de  la  section  médiane  éproui^e  un  dé- 
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placement  arbitraire  assigné  d'avance  suivant  la  nor- 
male à  la  surface  latérale  de  la  plaque  :  trouver  pour 
tous  les  points  de  la  plaque  les  composantes  de  défor^ 
mation  et  d' élasticité  (Glebsch,  Théorie  de  l'élasticité 
des  corps  solides,  §  XLI). 

Je  prendrai  pour  plan  des  coordonnées  x^j  la  section 
médiane  de  la  plaque  et,  en  la  supposant  douée  d'un 
centre,  ce  centre  pour  origine  des  coordonnées.  Pour 
que  la  contraction  X|  donnée  par  la  première  des  expres- 
sions (a6)  soit  constante,  il  faut  qu'on  ait 

et^  par  suite  des  égalités  (2a)  et  (a3), 

.      .  rfûj       dùx  __  dv        du  ___  , 

^^^^  'di~  'd^  ~di'^ld^"^    ' 

en  désignant  par  a  et  6  deux  constantes.  Si,  de  plus,  on 
suppose  avec  Glebsch  que  les  composantes  d'élasticité  et 
de  déformation  doivent  être  symétriques  par  rapport  à 
la  section  médiane,  on  aura  de  plus 

K  =  const. 

On  satisfait  généralement  aux  relations  (a8)  et  (29) 
en  posant 

fo   \      i^        ^^       ^  ^  ^^        diî       a  b 

où  û  désigne  une  fonction  de  j:  et  de  y  qui  vérifle  l'é- 
quation 

d^il       d^Q  _ 

et,  par  suite,  on  peut  substituer  aux  formules  (2.5)  les 
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suivantes  : 


w  =  -— 


H(\-hlL)l^dxi  '^^dxdy\ 

5X  H-6{JL  ^Q         X  -i-afA  h 

8(X-+-fi)  ^  "^  8(X-h|i)^-^"*"  ï^' 

X 
ir  =  —  -— T az  —  const. 

Ces  formules  se  simpliflent  encore  si  Ton  prend 
pour  Û  une  fonction  ûy  homogène  de  degré  v,  et  si  l'on 
observe  qu*à  Torigine  des  coordonnées  on  doit  avoir  les 
égalités  suivantes  (Clebsch,  Tliéorie  de  V élasticité  des 
corps  solides,  §  XXII), 

U  =  0,  P  =  (),  (l    =  o, 

dv  dw  dw 

dor  d:r  dy 

il  vient  définitivement 

_   9.(X  H-  2jjl)  —  (3X  -f-  2fx)v   dSl^ 
"  8(Xh-jjl)  dx 

X  H-  2  fJL  b 

-h  — -V ■ — ax y, 

_  2( X  -h  2  |jl)  —  ( 3  X  H-  '/  fx)v    rfiiv 

X  -f-  2  u  h 

8(X -+-{!)    -^        2 

X  ,  X      /  f/ïi2v  \ 

«'  —  —   — r az^  b  =.  r I   -7 j—  I   • 

4(X  -h  jjL)  X  -+-  [JL  \dxdylQ 

0.  Dans  le  cas  particulier  d'une  plaque  circulaire,  If 
moyen  le  plus  simple  de  déterminer  les  composantes  de 
déformation  «,  v,  vv  conformément  aux  données  du  pro- 
blème csl  d'employer  les  coordonnées  semi-polaires.  ÎM 


(32) 
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ion  pose 

(33)        iT  =  p  cos/?,        y  =  ps\npy        p  =  \/x^ -h ^* , 

il  eu  résulte 

rfj7  "^  é/p  p      dp 


dHu  dSly,        cosp  ^12v 

—   cin  r»  '       »_     

et 


é/^  "^  dp  p       rf/> 


^^ '^         é/2r«    "^  ~d^  "f^    dp*    '^  "5^  "^  p  "5^  ■"  ""^ 

d*où,  en  faisant 

(35)  iiv=P^?v, 

où  (pv  désigne  une  fonction  de  p,  il  résulte 

équation  différentielle  du  second  ordre  dont  la  solution 
générale  est 

(37)  cpv=  Ay  sinv/? -i- BvCosv/? 

et 

=pv-i|^vcos/>«py-sin/?-^J, 

D'après  cela  il  vient,  pour  tous  les  points  du  corps, 

2(X -4-2fJL)  — (3X -i-afji)v         r  d'^yl 

«(X-f-{i)  ^       l         ^  •'  ^  dp\ 

X  -f-  a  a  b 

-h  — -:^ ^  ap  co^n p  smp, 

8(X-f-{x)     ^        ^  >/       ^ 

i%^\]   ,.        9-(X-4-95fi)  — (3X-+-a;ji)v    ^    ,r      .  ,  r/'fvl 

<  i8)  /    r  = ^— ^ î —  sv-i    y  sin/î  'vy  4-  oos/;  — /- 

X  -f-  9.  UL  .  ^ 

A 

<«•  —  -     — -; az. 

i(A  -^  \y\ 


dx 
d% 
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el  sur  le  contour  de  la  plaque,  en  désignant  par  /-  le 
rajon  de  sa  section  médiane,  et  par  N  l'expression  en 
fonction  de  p  du  déplacement  normal  à  la  surface  laté- 
rale de  la  plaque, 


/   u  cosp  ■+-  u  sinp 


-N.y 


2(X-+-a|i)  — (3X  -4-2fi)v 


vrv-i 


(39){  ^  8(X  +  f^) 

X  I  Av  smvp  -+-  Bv  cosvi?]  ■+-  rrrz =— -  ar. 

Comme  on  suppose  la  plaque  pleine  et  non  pas  annu- 
laire, les  valeurs  négatives  de  v  doivent  être  exclues,  et 
Ton  déterminera  les  coefficients  A  et  B  suivant  la  mé- 
thode habituelle,  en  posant 


2(X-i-a[ji)— (3X-+-a[x)v  virrv-i  /  ^   ^' 


Bv=  — -ç T TiTT^ ^^ 7  /       Ncosvpdp, 

formules  à  employer  depuis  v  =  i  jusqu'à  v  =  oo.  Quant 
h  la  détermination  de  a,  on  ne  peut  l'obtenir  ainsi,  mais 
elle  est  immédiate,  car,  si  dans  l'égalité  (Sq)  on  fait 
p  =  o,  d'où  il  suit  V  =  o,  il  vient 

(40      No=  57^ ^.ar,         d'où         a  = -^ ^ -y 

en  désignant  par  Nq  le  terme  constant  de  l'expression 
de  N  en  fonction  de  p. 

La  connaissance  des  coefficients  A  et  B  donnera  ^y,  et^ 
à  l'aide  de  cette  fonction,  on  aura  les  valeurs  de  m,  i^,  w 
pour  tous  les  points  du  corps  par  les  formules  (38). 

6.  Pour  arriver  à  la  détermination  des  forces  aptes 
h  produire  ces  déplacements,  il  faut  satisfaire  pour  tous 
les  points  de  la  surface  latérale  de  la  plaque  aux  équa- 


lions 
Or*,  on  a 
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X  =  Nj.  cosp  -h  T-  siny>, 
Y  =  T3  cosp  -h  Ny  sinp. 


^r-  4(X-4-fx)  "./^"^     2(X  +  ix)    ''' 

»,     __   2{l(X  -h  2fJl)  —  (3X  -f-  2(Jl){lV     ^*Ûv 

^  ""  4  (X  -H  (Jl)  ~dx  dy  ' 

et  par  suite  il  vient,  en  ayant  égard  aux  égalités  (33^, 


-.           au(X-f-2;ji)  —  (3XH-2.a)iiv,  . 

A  r  =  — j-^ — i—  (v  —  i) 


dM 


V 


(43) 


4  V  A  -h  [A  )  dx 

(3X  4-  2fJl)tJL 

a(X  -f-  ji) 


a  a?. 


2[l(XH-?.fl)  — (3X-4-2fA){lV       _ 


é/12 


V 


4(X4-[ji)  '  dy 

2(X-+-iJL)      -^^ 
et,  en  passant  aux  coordonnées  semi-polaires, 

X=    ^t^(^-<-^t^)— ^3X-f-2fl)f^V  ^    ^^^^ 

4(X  -r-  [l) 

[flfÇDvl  (3X  -f-  2îJL)lJt 

Y-.  ^f^(>^-^^t^)  — (3X-4-2fi).av 

4(X  +  lx)  ^'       '^'^ 

On  peut  ici  observer  avec  Clebsch  que,  si  Ton  fait  abs- 
traction, dans  les  seconds  membres  des  égalités  (38)  et 
(43),  des  termes  où  figure  a,  on  a 

(40)  ^  =  ^^'       ^  =  ^-d-p 

ce  qui  permet  de  déduire  les  composantes  de  traction  X 
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tît   Y  des  composantes  de  déformation   u   et  w.   On  a 
d'ailleurs 


iD  =  X  cos/>  -+-  Y  s'xnp 


X  1  AvSinvp  -h  Bvcosvpl-H  ^ — r^^ ^-~-a, 

en  désignant  par  D  la  composante  de  traction  normale  à 
la  surface  latérale  de  la  plaque,  et  si  on  la  suppose 
connue  pour  les  points  du  contour,  on  pourra  déter- 
miner les  coefficients  Ay  et  \\  par  les  formules 

R       4(X-4-H^) 1  r^^'j.  . 

Bv=    TT T tÇ^ T ; r --T     /  DcOSSpdp. 

2{i(Â -h  a[x)  — (iX -h  •2|Ji)[Jiv  v(v— i)'iur^-*  Jj^  ^   ' 

il  faut  observer,  relativement  à  ces  formules,  qu'on 
ne  peut  les  employer  que  depdis  v  =  2  jusqu'à  v  =  x. 
On  voit  en  elï'et,  par  les  formules  (43),  que,  pour  v  =  i, 
on  a  A 


(48) 


_,  (3X  -+-Ufx)[Jl  ^  (SX  -+-2fX)jJl 

•2(A-h[l)  ^'  ^(X -h  |JL)  ^ 


et  pour  V  =  o,  il  vient,  par  l'égalité  (44 )i 

^^^^^  ^^-"^(x^rirr  ' 

en  désignant  par  Dq  la  partie  constante  de  la  compo- 
sante normale  de  traction. 
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GÉNÉRALISATION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
POUR  LADIHISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1874; 

Par  m.  Émilr  BOREL, 
Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Niewenglowski). 


On  donne  un  triangle  ABC.  On  sait  f/ue,  par  un 
point  M  de  son  plan,  passent,  en  général,  deux  coniques 
d'excentricité  donnée  e  circonscrites  au  triangle. 

Cela  posé,  trousser  le  lieu  du  point  M  tel  que  les  axes 
homologues  des  deux  coniques  correspondantes  fassent 
entre  eux  un  angle  donné  V. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  ferons  usage  de  la 
transformation  du  second  ordre  qui,  en  prenant  pour 
triangle  de  référence  le  triangle  ABC  et  supposant  les 
coordonnées  trilinéaires  normales,  est  définie  par  les 
formules 

Rappelons-en  sommairement  les  principales  pro- 
priétés. 

A  un  point  correspond  un  point*,  les  droites  qui  joi- 
gnent deux  points  correspondants  au  sommet  d'un  même 
angle  du  triangle  sont  antiparallèles  par  rapport  aux 
côtés  de  cet  angle.  Exception  unique  :  aux  sommets  du 
triangle  correspondent  tous  les  points  des  cotés  opposés. 

Aux  droites  menées  par  le  sommet  d'un  angle  du 
triangle  de  référence  correspondent  les  droites  anlipa- 
rallèles  par  rapport  à  cet  angle ^  aux  autres  droites,  des 
coniques  circonscrites  au  triangle  de  référence  5  à  la 
droite  de  l'infini  correspond  le  cercle  circonscrit. 

A  une  conique  correspond,  en  général,  une  courbe  du 
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quatrième  ordre  ayant  pour  points  doubles  les  trois 
sommets.  Si  la  conique  passe  par  un,  deux  ou  trois 
sommets  du  triangle,  la  transformée  est  une  cubique, 
une  conique  ou  une  droite. 

Aux  coniques  considérées  dans  l*énoncé  correspondent 
donc  des  droites  qui  rencontrent  le  cercle  circonscrit  en 
des  points  qui  correspondent  aux  points  à  Tinfini  de  la 
conique.  Les  droites  qui  joignent  ces  points  d'intersection 
à  Fun  des  sommets  du  triangle  de  référence  fout  donc  uu 
angle  égal  à  celui  des  asymptotes  de  la  conique.  Si  roii 
désigne  cet  angle  par  28,  ces  droites  envelopperont  1111 
cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit  et  de  rayon 

RCOS28.  On  a  d'ailleurs  cos8=  -;  ce  rayon  est  donc 

égal  à  — ^^ — ~ 9  même  lorsque  8  est  imaginaire. 

Aux  deux  coniques  d'excentricité  e  qui  passent  par 
un  point  du  plan  correspondent  les  deux  tangentes  h 
ce  cercle  menées  par  le  point  correspondant.  L'angle  de 
ces  deux  tangentes  est  d'ailleurs  égal  à  2  V.  En  elfet,  les 
parallèles  à  ces  tangentes  menées  par  le  point  A  corres- 
pondent aux  droites  qui  joignent  le  point  A  aux  qua- 
trièmes points  d'intersection  des  coniques  avec  le  cercle 
circonscrit  et,  en  vertu  du  théorème  de  Joachimstahl, 
l'angle  de  ces  deux  droites  est  double  de  celui  des  axes 
des  deux  coniques.  De  plus,  dans  le  cas  où  les  coniques 
sont  des  hyperboles,  on  voit,  par  de  simples  considé- 
rations de  mesures  d'angle,  en  regardant  les  points  d'in- 
tersection des  droites  avec  le  cercle  circonscrit  comme 
transformés  des  points  à  l'infini  des  deux  coniques,  que, 
si  V  est  l'angle  des  axes  homologues  des  coniques,  c'est 
l'angle  des  deux  tangentes,  dans  lequel  n'est  pas  compris 
le  cercle,  qui  est  égal  à  2  V.  Le  lieu  du  point  de  con- 
cours des  tangentes  est  donc  un  cercle  concentrique  au 
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cercle  circonscrit  cl  de  rayon rr—  ou  — ^ tj^  dans 

le  cas  où  l'angle  des  asymptotes  est  imaginaire.  Le  lieu 
demandé  est  donc  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant 
pour  points  doubles  les  trois  sommets  du  triangle  et 
tangente  à  la  droite  de  rinfint  aux  points  cycliques. 
C'est  donc  une  courbe  unicursale  et  fermée.  Sa  forme 
dépend  de  la  grandeur  du  rayon  du  cercle  dont  elle  est 
la  transformée. 

Si  les  coniques  sont  des  ellipses  ou  des  paraboles,  ou 


si  Ton  a  2Ô<^  V,  les  coniques  étant  des  hyperboles,  le 
cercle  est  extérieur  au  cercle  circonscrit.  La  courbe  est 
alors  complètement  extérieure  au  triangle.  On  la  construit 
très  aisément  en  déterminant  dans  quelle  région  par 
rapport  au  triangle  et  au  cercle  circonscrit  se  trouvent 
les  points  correspondant  à  un  arc  déterminé  du  cercle. 
On  a  marqué  d'un  même  numéro  les  arcs  correspon- 
dants de  la  courbe  et  du  cercle.  On  peut  obtenir  les 
tangentes  au  point  A,  par  exemple,  en  prenant  les  droites 
antiparallèles  par  rapport  à  l'angle  A  de  celles  qui  joi- 
gnent le  point  A  aux  points  d'interscclion  du  cercle 
avec  BC 

Ann.  de  Mathémnt.,  3*  série,  t.  VIII  (Novembre  1889).     32 
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Si  Ton  avait  cos\  =  o,  c'est-à-dire  V  ==  ->  le  cercle 

deviendrait  la  droite  de  riniîni,  et  la  courbe  se  réduirait 
au  cercle  circonscrit,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 

Supposons  maintenant  que  les  coniques  soient  des 
hyperboles,  et  soit  d'abord  V  =  a  6.  Ce  cercle  se  confond 
alors  avec  le  cercle  circonscrit,  et  le  lieu  se  réduit  aux 
trois  côtés  du  triangle  et  à  la  droite  de  Tinfini,  ce  qu'on 
pouvait  prévoir  géométriquement. 

Soit  maintenant  V  }>  28,  mais 

COS2O 

=v  >  cos  A  >  cosB  >  cosC. 

cos  V 

On  suppose,  pour  fixer  les  idées,  A  <:^  B  <]  C.  Le  cercle 
est  alors  intérieur  au  cercle  circonscrit,  mais  coupe  les 
trois  côtés  du  triangle.  Les  points  doubles  sont  encore 
réels,  et,  en  étudiant  point  par  point  la  correspondance 
des  deux  courbes,  on  a  la  forme  ci-contre. 

Si v7-  =  cosA.,  un  des  points  doubles  devient  un 

point  de  rebroussement,  et^  si  —^4^  <^cosA,  il  devient 
un  point  double  isolé.  On  peut  avoir  ainsi  successive- 
ment diverses  formes  intermédiaires.  Si  ^•«cr'cosC, 

cos  V    ^ 

on  a  un  anneau  fermé  avec  trois  points  doubles  isolés. 
Dans  le  cas  où  le  triangle  est  équilatéral  et  où 

cos  a  6       I 
COS  V        '1 

le  lieu  est  une  hypocjcloïde  à  trois  rebrouss6ments. 
Enfin,  si  cos29=  o,  le  lieu  se  réduit  au  point  de  con- 
cours des  hauteurs,  quel  que  soit  cos  V.  Les  coniques  sont, 
en  effet,  alors  des  hyperboles  équilatères,*et  il  n'en  passe 
qu'une  par  chaque  point  du  plan,  sauf  par  le  point  de 
concours  des  hauteurs. 
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Pour  avoir  réquation  du  lieu,  formons  l'ëquation  du 
cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit  et  de  rayon  p. 


Fig.  Q. 


Les  équations  de  ces  deux  cercles  rapportés  à  deux  dia- 
mètres rectangulaires  sont  de  la  forme 

R*  —  ûp^ — y^  =  o, 
pi —  ir'— ^*=  o. 

En  coordonnées  trilinéaires,  ces  équations  deviennent 

aYZ-+-6ZX-t-cXY  =  o, 

aYZ  -h  6ZXh-  cXYh-  K(aX  -f-  6Y  -+-  cZ)»=  o, 

a,  &,  c  étant  les  longueurs  des  côtés  du  triangle  de  réfé- 
rence; il  s'agit  de  déterminer  la  constante  K. 

Pour  cela,  remarquons  que  les  formules  par  lesquelles 
on  passe  des  secondes  équations  aux  premières  sont  de 

la  forme 

iX  =  p  — arcosa  — y  sina, 
Y  =  q  —  X  cos  p  — j'  sin  p, 
Z  =  r  —  X  cos  Y  — y  sin  y. 

On  a  identiquement 

aYZ-f-  6ZX+  cXY  =  X(Rï  — a^î-j.»). 

Pour  déterminer  X,  il  suffit  de  remarquer  que,  le  carré 
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S* 
(lu  module  de  la  substitution  (i)  étant  égal  à  ^>  ona, 

le  discriminant  d'une  forme  quadratique  étant  un  in  va- 


riant, 

.abc  S*  _S» 
*'^-    4     R»-R' 

d'où 

On  a  donc  identiquement 


et 


K*— a^«-Kî=  |(aYZ-f^6ZXH-cXY) 


L'équation  du  cercle  est  donc 
abc(a\Z  -f-  hl\  -^  cXY)H-(pî-  Ra;(rtX  -+-  h\  -h  cZ)«=o. 

et  Téquation  du  lieu 

afecXYZ(aX-i-ÔY  +  cZ) 

-h  (p»-  R»)(aYZ  -4-  «»ZX  -f-  cXY)«=  o, 

car  il  suffit  de  remplacer  X,  Y,  Z  par  v»  y'  7  * 

On  peut  remarquer  qu'il  résulte  de  la  solution  précé- 
dente que  Fenveloppe  de  la  famille  de  coniques  consi- 
dérée dans  l'énoncé  est  une  courbe  de  même  forme. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'fiCOLE  POLYTBGIINIQUB  EN  1889. 


Composition  française. 

De  lout  temps  les  progrès  de  la  Science  ont  exercé  sur  la 
civilisation  une  influence  considérable.  Dans  notre  siècle  sur- 
tout, d'importantes  transformations  sociales  ont  été  amenées 
par  des  découvertes  qui,  à  l'origine,  semblaient  être  de  Tordre 
le  plus  abstrait. 

Composition  de  Physique  et  Chimie. 

I.  Détermination  de  l'indice  de  réfraction  d'un  liquide  à 
Taide  du  goniomètre.  (On  ne  décrira  ni  l'instrument  ni  son 
réglage.) 

II.  Densité  des  gaz;  méthode  de  Regnault  pour  la  détermi- 
ner. 

III.  L'acide  phosphorique  et  ses  divers  hydrates. 

Composition  de  Mathématiques. 

Étant  donnés,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires OX  et  OY,  et  deux  séries  de  paraboles  :  les  unes 
(P),  de  paramètre  /?,  tangentes  à  OY  du  côté  des  X  positifs 
et  ayant  leur  axe  parallèle  à  OX;  les  autres  (Q),  de  paramètre 
q^  tangentes  à  OX  du  côté  des  Y  positifs  et  ayant  leur  axe 
parallèle  à  OY;  on  demande  : 

I**  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  d'une  conique  qui 
se  déplace,  sans  changer  de  grandeur,  en  passant  constam- 
ment par  les  points  communs  à  Tune  des  paraboles  (P)  et  à 
l'une  des  paraboles  (Q); 

2**  De  démontrer  que,  quand  on  associe  une  parabole  P  et 
une  parabole  Q,  de  manière  que  la  droite  qui  joint  leurs  fo- 
yers respectifs  reste  constamment  parallèle  à  une  direction 
donnée,  la  somme  des  angles  que  font  les  tangentes  communes 
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à  ces  deux  paraboles  avec  un  axe  fixe,  OX  par  exemple,  de- 
meure constante;  et  de  trouver,  dans  ces  conditions,  le  lieu  du 
point  de  rencontre  des  axes  des  deux  paraboles; 

3^  De  placer  une  parabole  P  et  une  parabole  Q  de  façon 
qu'elles  aient  trois  points  communs  confondus  en  un  seul,  et 
de  calculer,  pour  cette  position  des  deux  courbes,  les  coordon- 
nées de  leur  point  commun  et  le  coefficient  angulaire  de  leur 
tangente  commune  en  ce  point; 

4*^  De  démontrer  que  tout  triangle  circonscrit  à  la  fois  à 
Tune  quelconque  des  paraboles  P  et  à  Tune  quelconque  des  pa- 
raboles Q  est  inscrit  dans  une  conique  fixe,  et  de  trouver 
réquation  de  cette  conique. 

Calcul  trigonométrique. 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 

a  =  M6îà4",86,         b  =  32923",  54,        c  =  28935», gS. 
Calculer  les  trois  angles  et  la  surface. 

Lavis. 

Faire  à  l'encre  de  Chine  et  à  teintes  plates  le  lavis  d'un  cy- 
lindre terminé  par  deux  demi-sphéres. 

La  surface  du  solide  sera  supposée  dépolie. 

On  ne  passera  pas  de  teinte  sur  le  fond. 

Les  traits  du  cadre  et  les  contours  apparents  du  solide 
seront  passés  à  l'encre  avant  de  laver. 

Le  rayon  lumineux  est  le  rayon  ordinaire  à  ^5>^, 

Epure. 

L'axe  vertical  d'un  cône  de  révolution  se  projette  horizon- 
talement en  un  point  situé  à  92*""  du  grand  côté  inférieur  de 
la  feuille  placée  horizontalement  (l'en-téte  à  gauche),  et  a  96"" 
à  droite  du  trait  noir  qui  la  limite;  sa  hauteur  est  de  I09**t 
et  le  rayon  de  son  cercle  de  base  est  de  55"""  :  une  distance 
de  85™™,  comptée  parallèlement  aux  petits  côtés  de  la  feuille, 
sépare  la  projection  horizontale  du  centre  de  ce  cercle  de  s.» 
projection  verticale. 

L'axr  horizontal  d'un  cylindre  de  révolution  de  front  oî»i  •• 
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II"""  de  Taxe  du  cône  :  il  se  projette  horizontalement  entre  le 
pied  de  cet  axe  et  le  grand  côté  inférieur  de  la  feuille,  et  verti- 
calement à  49™™  ^^  la  base  du  cône  du  côté  du  sommet;  son 
rayon  est  tel  qu'il  passe  parle  point  situé  à  la  même  cote  (49"") 
sur  celle  des  génératrices  de  proHl  du  cône  dont  la  trace  est 
la  plus  éloignée  du  grand  côté  inférieur  de  la  feuille. 

On  demande  : 

De  représenter,  par  sa  projection  horizontale,  par  sa  projec- 
tion sur  un  plan  vertical  parallèle  aux  génératrices  du  cylin- 
dre et  par  ses  contours  apparents,  ce  qui  reste,  entre  le  som- 
met et  la  base,  du  cône  solide  entaillé  par  le  cylindre; 

De  développer,  à  droite  et  à  la  partie  supérieure  de  la  feuille, 
la  portion  de  surface  conique  qui  limite  le  corps,  cette  surface 
étant  fendue  suivant  la  génératrice  de  profil  dont  la  trace  est 
la  plus  éloignée  du  grand  côté  inférieur  de  la  feuille; 

D'indiquer  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer  : 
1°  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce 
point;  a**  les  points  situés  sur  les  contours  apparents  du  cône 
et  du  cylindre;  Z°  un  point  quelconque  du  développement  et 
la  tangente  en  ce  point. 

Les  constructions,  les  tangentes  et  les  parties  enlevées  seront 
tracées  en  rouge  continu;  la  représentation  du  corps  sera  seule 
en  noir,  trait  plein  pour  les  parties  vues,  points  ronds  pour 
les  parties  cachées. 


COSiCOURS  D* ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1889; 

Par  m.  J.  LEMAIRE, 

Professeur    au    lycée    de    Lorient. 


I.  Si  nous  désignons  par  b  l'ordonnée  de  l'axe  d'une 
parabole  P,  par  a  Tabscisse  de  Taxe  d'une  parabole  Q, 
les  parabole^  P  auront  pour  équation  générale 

(  P)  (y  —  b)^ —  ipx  =  o 

et  1rs  paraboles  Q 

(Q>  (^  — «)'-—•'.  7/  =  o. 
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Les  paraboles  P  et  Q  ayant  leurs  axes  perpendicu- 
laires, toute  conique  (C)  passant  par  les  points  de  ren- 
contre d'une  des  paraboles  P  et  d'une  des  paraboles  Q 
aura  ses  axes  parallèles  aux  axes  de  ces  paraboles,  c'est- 
à-dire  h  Ox  et  OjK. 

Si  donc  (xo,J^o)  estle  centre  de  C,  l'équation  de  celte 
conique  sera  delà  forme 

A(.r  — :ro)«4-B(7— ^o)*— 1=0. 

Il  s'agit  de  trouver  le  lieu  du  centre  de  celte  conique 
k  la  condition  qu'elle  passe  constamment  par  les  points 
communs  à  Tune  des  paraboles  P  et  à  Tune  des  para- 
boles Q. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les 
points  d'intersection  des  deux  paraboles  P  et  Q  corres- 
pondant k  deux  valeurs  déterminées  de  a  et  i  est 

qui  représentera  la  conique  C  si  Ton  a 

A  _  B  _     Axq     _     B^o     __  Axl-hByl—t 
X  ""   I  "/j-t-Xa^ô-hX^""        6*-+-Xa' 

Eliminant  X,  a,  b  entre  ces  relations,  nous  aurons 
le  lieu  du  centre.  On  tire  sans  difficulté 


x  = 

A 
B' 

/T   — > 

Aaro  — 

^P 

C*   — 

A 

> 

h  — 

Byo- 

A? 

B 

d'où  le  lieu  cherché 


B  l'^--.^\iy  ^  A  iXr,^-^-^  ^  X^i^f^n- 
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ou 

2Bpx-^'AAqy  =  — r^^ 1 -^ — h  I. 

Celle  équalion  représente  une  droile. 
Sî  Ton  fait  tourner  la  conique  C  de  90°  autour  de  son 
rentre,  son  équation  devient 

A  cette  position  delà  conique. correspondra  une  autre 
droite  dont  nous  aurons  l'équation  en  permutant  A 
et  B  dans  la  précédente.  Le  lieu  des  centres  demandé  se 
compose  donc  de  deux  droites. 

IL  L'équation  aux  x  des  points  communs  à  une  para- 
bole P  et  à  une  droite 

(  D  )     ■  y  =1  mx  -h  n 

est 

{mx  -\-  n  —  6)* — 2px  =  o; 

d'où,  pour  la  condition  de  contact  de  cette  courbe  et  de 
cette  droite, 

[/n(/i  — 6)— /?]*— /n«(/i  — 6)»=  o. 

On  lire  de  là 

n  =  b  -h  -^' 

La  tangente  à  P  de  coefficient  angulaire  m  est  donc 

y  =  mx  -f-  6  H-  -^  • 

On  trouve  de  même  pour  la  tangente  à  Q  de  coeffi- 
cient angulaire  m  Téqualion 

m  . 

y  ■=!  mx \ia-\-qm  ). 
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m  sera  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  commune 
si  Ton  a 

b  -H  -^—  = (aa-t-am) 

ou 

y/n'-t-  2a/n'-i-2  6m-+-/>  =o. 

Telle  est  réquation  aux  coefïicients  angulaires  des 
tangentes  communes  à  P  et  Q  :  il  y  a  trois  pareilles  tan- 
gentes. Soient  ai,  aj,  aj  leurs  angles  avec  Ox;tangai, 
tanga2,  tangag  sont  les  racines  de  l'équation  ci-dessus, 
et  Ton  a 

fan.,/^  _u»  -i_^  ^  -  2  tangat-tanga,  langue,  tanga. 


1  — 

£  ta 

ngoti 

tangas 

sa 

-V 

P, 

P  — 

on 

I  — 

ib 
9 

%b 

Soit,  d'autre  part,  a  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  droite 
joignant  les  foyers  de  P  et  Q;  on  a 

•>.  >  o  —  q 

tangx  = = ' 

Par  conséquent, 

tang(ai-h  aj-f-  a8)=:—  cola, 


d'où 


72  étant  un  nombre  entier,  ce  qui  démontre  la  seconde 
partie  delà  question. 

Les  axes  de  P  et  Q  ont  j)our  équations 


Y  =  b. 
X  =  a. 


(  5o7) 
Le  lieu  de  leur  point  commun  est  donc  la  droite 

^y  —  q  =(p  —  2x)  tanga. 

m.  Proposons-nous  de  déterminer  a  et  6  de  manière 
que  les  paraboles  P  et  Q  aient  trois  de  leurs  points  com- 
muns confondus  en  un  seul. 

L'équation  en  7.  du  système  des  coniques 

(y  —  b)^'-^px  =  o, 

(x  —  a)* —  '^çy  =  o 
est 

y*X3-i-a6^X*-+-  a/>aX  +/>«  =  o, 

qu^on  obtient  sans  difficulté  en  annulant  le  discrimi- 
nant du  premier  membre  de  l'équation  (i). 

Les  paraboles  P  et  Q  auront  trois  points  confondus 
en  un  seul  si  cette  équation  a  une  racine  triple.  X  dési- 
gnant cette  racine,  on  a 


d'où  Ton  tire 


3X 

ib 

3X2 

'À  pa 

=  >»' 

X3 

-    9»' 

a  — 

■  -  Vpq^, 

b  = 

-Vp^q, 

1 

=-(f) 


Pour  celte  valeur  de  X,  (i)  représente  un  système  de 
deux  droites  dont  le  centre  est  précisément  le  point  de 
contact  de  P  et  Q.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont 


E 

X 

yi=b-hq'k 


Xi  =  a  -\-   y) 


(  5o8  ) 

ou,  en  remplaçant  a,  i,  A  par  leurs  valeurs  et  sinipli 
fiant, 

Quant  au  coefficient  angulaire  de  la  tangente  com- 
mune en  ce  point,  il  a  pour  valeur 


IV.  Soît  {jc,y)  un  ombilic  des  paraboles  P  et  Q.  L'é- 
quation aux  coeHicients  angulaires  des  tangentes  à  P 
issues  de  ce  point  est 

y  =  mx  -h  h  -h  -^ 

'i/n 

ou 

De  même,  Téquation  aux  coefficients  angulaires  des 
tangentes  issues  du  même  point  à  Q  est 

les  équations  devant  avoir  les  mêmes  racines,  ou  a 

^x  ^  b  — y  _  p 

d'où 

Ce  qui  montre  que  les  points  de  rencontre  des  tan- 
gentes communes  à  une  parabole  P  et  une  parabole  Q 
se  trouvent  tous  sur  Thyperbole  équilatère  représentée 
par  l'équation  ci- dessus. 


(  ^<^9  ) 


SOLITION  GÉOMÉTRIOUE  BE  LA  DEUXIÈME  ET  DE  LA  OUA- 
TRIÈME  PARTIE  DE  LA  OIIESTIO!«  PROPOSÉE  AUX  CANDIDATS 
A  LÉGOLE  POLYTE€H!«I0UE  EN  1889; 

Par  m.  E.  BOREL, 
Élève  de  Sainte-Barbe  et  de  M.  Nie\>'englow»ki. 


On  considère  deux  paraboles  dont  les  langentes  aux 
sommets  sont  deux  droites  rectangulaires  fixes  Ox,  Oj 
et  dont  les  foyers  décrivent  des  parallèles  à  ces  droites.  Il 
s'agît  de  prouver  que  la  somme  des  angles  que  font  les 
trois  tangentes  communes  à  ces  deux  paraboles  n\^ec 
VaxeOx  ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  droit eFF^. 

Considérons  le  triangle  formé  par  les  trois  tangentes 
communes  et  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  On  sait 
que  ce  cercle  passe  par  F  et  F'  et  que  les  droites  de 
Simson,  relatives  aux  points  F,  F'  par  rapport  à  ce 
triangle,  sont  précisément  les  droites  Ox,  Oy,  Comme 
ces  droites  sont  rectangulaires,  les  points  F  et  F'  sont 
diamétralement  opposés.  On  peut  donc,  au  lieu  de  FF', 
considérer  la  droite  coF,  (o  étant  le  centre  du  cercle,  et 
le  théorème  à  démontrer  devient  le  suivant  :  la  somme 
des  angles  que  font  les  trois  côtés  d*un  triangle  auec 
la  droite  de  Simson  relaliv^e  à  un  point  F  ne  dépend 
que  de  l'angle  que  fait  avec  cette  même  droite  le 
rayon  (oF. 

Pour  le  faire  voir,  examinons  ce  qui  se  passe  lorsque 
le  point  F  se  déplace  sur  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  ABC,  ce  dernier  restant  fixe  [Jig*  i).  On 
sait  que,  si  le  point  F  décrit  un  arc  a  a,  la  droite  de  Sim- 
son relative  à  ce  point  subit  une   rotation  égale  à  —  a 


(  5io  ) 

(elle  est,  en  efret,  parallèle  à  la  droite  AG,  G  étanl  le 
symétrique  de  F  par  rapport  à  BC,  et  deux  arcs  symé* 
triques  FF|  etGGi  sont  égaux  et  de  signes  contraires). 
Il  en  résulte  que  Tangle  de  chacun  des  côtés  du  triangle 
avec  cette  droite  augmente  de  a;  leur  somme  augmente 


donc  de  3  a,  Or  Tangle  de  wF  avec  cette  droite  aug- 
mente aussi  de  3  a,  puisque  co F  subit  une  rotation  de  2  a 
et  la  droite  de  Simson  correspond  an  te  ^  une  rotation  de 
—  a.  Il  résulte  delà  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  une 
position  particulière  du  point  F,  il  subsiste  quand  ce 
point  décrit  la  circonférence.  Or,  si  nous  supposons  que 
le  point  F  coïncide  avec  un  sommet  A  du  triangle,  la 
droite  de  Simson  est  la  hauteur  AH,  laquelle  fait  avec 

BC  un  angle  égal  à  -;  la  somme  algébrique  des  angles 

qu'elle  fait  avec  AB  et  AC  est  égale  A  HAC  —  HAB, 

c'est-à-dire  à  HAC  —  CAwou  à  (oAH,  On  voit  donc  que 
la  somme  des  trois  angles  de  la  droite  de  Simson  avec  les 

trois  côtés  surpasse  de  ~  Tangle  de  <»>F  avec  cette  même 

droite  (ces  égalités  ayant  lieu  à  un  multiple  de  "^  près, 
puisque  les  directions  des  droites  ne  sont  pas  détermi- 
nées). 


(5.1  ) 
Donc,  la  somme  des  angles  que  font  les  tangentes 

communes  avec  O  x  surpasse  de  -  F  angle  de  FF'  avec 
Ox. 

Il  s'agit  ensuite  de  trouver  le  lieu  des  points  de 
concours  des  tangentes  communes.  Une  droite  MN 
ijig*  2),  coupant  Oj  en  M  et  Ox  en  N,  est  tangente  aux 
deux  paraboles  si  FM  et  F'N  sont  perpendiculaires  sur 
MN,  et  nous  venons  de  voir  que  les  sommets  du  triangle 

Fîg.  2. 


as/ 


formé  par  les  tangentes  communes  sont  sur  le  cercle 
décrit  sur  FF'  comme  diamètre.  Soit  A  Tun  des  points 
de  rencontre  de  MN  avec  ce  cercle.  Menons  AT,  F'Q 
perpendiculaires  sur  O  x,  AS,  FP  perpendiculaires  sur 
Oy.  Les  couples  de  triangles  rectangles  ATN,  FPM; 
AMS,  F'NQ;  AMF,  F'NA  évidemment  semblables, 
donnent 


AT 

AN 


FP 
FM 


AS 
A  M 


FQ 
F'N 


AM 
FM 


F'N 
AN 


En   multipliant  membre  à  membre  et  supprimant  les 
facteurs  communs,  on  obtient 


AT.AS  =  FP.F'Q. 


(5.a) 

Le  lieu  du  point  Â  est  donc  Tliyperbole  équîlatèrc  qui 
a  pour  asymptotes  Ox,  Oy  et  qui  passe  par  le  point  de 
concours  C  des  droites  que  décrivent  les  foyers.  On  peut 
se  demander  pourquoi  il  y  a  un  lieu,  alors  qu'il  semble 
que  renoncé  contienne  une  condition  de  trop.  Il  en  ré- 
sulte évidemment  que  chaque  point  du  lieu  est  obtenu 
une  infinité  de  fois.  On  voit  en  eifet  que,  étant  donné 
un  point  A  du  lieu  trouvé,  pour  que  ce  point  soit  un 
point  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  deux 
paraboles  de  foyers.  F  et  F',  il  faut  et  il  suffit  que  l'angle 
FAF'  soit  droit.  On  obtient  ainsi  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  deux  paraboles  pour  lesquelles  le  point  A  est 
obtenu  comme  point  du  lieu.  Ces  paraboles  sont  carac- 
térisées géométriquement  par  ce  fait  que  lelieudu  point 
de  rencontre  de  leurs  axes  est  une  droite.  Soit,  en  eifet, 
D  le  point  de  rencontre  des  axes  :  CD  passant  par  le  mi- 
lieu co  de  FF',  centre  du  cercle,  Tangle  CAD  est 
droit;  la  droite  AD  a  donc  une  direction  fixe. 


GÉOMÉTRIE  BU  COMPAS; 

Pau  m.  J.  COLETTE, 

Ancien  répétiteur  de  Mathématiques. 


L*attention  a  été  réc*<;mmeiit  appelée,  dans  divers 
Cours  préparatoires,  sur  certains  problèmes  très  inté- 
ressants de  la  Géométrie  du  compas  (*).  Cette  Géomé- 
trie spéciale  est  particulièrement  nécessaire,  indispen- 


(')  En  1797,  le  niathématicirn  italien  Mascheroni  publia,  sous  ce 
même  titre  :  Geometria  ciel  compasso,  un  Livre  tivs  savant  et  très 
élémentaire  aussi,  dont  le  capitaine  Carctto.  du  Génie,  publia,  Tan- 
née suivante,  une  exccilenlr  traduction. 


(  5.3  ) 
sable  même,  pour  la  construction  des  épures  géodésiques 
et  géographiques  (canevas  des  Cartes,  tracé  des  méri- 
diens et  des  parallèles).  Nous  nous  bornerons,  ici,  à  en 
marquer  quelques  points  importants. 

De  cette  géométrie  du  compas,  qui,  <c  par  le  secours 
du  compas  seulement,  détermine  la  position  des  points  », 
nous  citerons  d'abord  les  deux  problèmes  suivants  : 

1°  Troui^er,  au  moyen  du  compas  seulement,  le 
point  milieu  d'un  arc  AB,  dont  le  centre  est  en  O. 

Solution.  —  Des  deux  points  A  et  B  comme  centres 
{/îg»  i),  avec  le  rayon  R  de  Tare  donné,  je  trace  deux 

Fig.  ,. 


arcs  sur  lesquels  je  prends  DO  =  OE  =  AB;  puis,  des 
points  D  et  E  comme  centres,  avec  DB  et  EA  pour 
rayons,  je  trace  deux  arcs  qui  se  coupent  en  F;  enfin, 
du  point  D  comme  centre,  avec  OF  pour  rayon,  je  trace 
un  arc  qui  coupe  l'arc  donné  AB  en  un  point  G  qui  est 
le  point  cherché. 
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(5,4) 

Supposons  le  point  G  déterminé  d'avance  et  traçons 
toutes  les  lignes  pointillées  de  la  figure^  on  a 

DB  =  DF, 
donc 

Df' =  DM* -4- Bm' ; 

en  prenant  OM  =  ME,  on  aura 

D0  =  20M; 
par  conséquent, 

DF*=9xÔM-hR»-ÔM 
=  8  X  OM*-i-  R«. 


Mais,  d'autre  part,  on  a  aussi 


5f*=df'— DÔ' 

=  Db'— DÔ' 

=  8  X  ÔM  V  R«  -  4  X  Ôm' 

=  4  X  Ôm'  -h  R«  ; 


or,  dans  le  triangle  DOG,  on  a 

DG*=R»-4-DÔ' 

=  R>-+-4ÔM*; 
donc  DG  =  OF.  c.  q.  f.  d. 

2®  Inscrire  un  carré  dans  un  cercle^  aueé  le  seul 
emploi  du  compas, 

La  solution  est  simple;  car,  en  prenant,  sur  la  demi- 
circonférence  ACDB  {fg.  2),  AC  =  CD  =  DB  -R,  la 


(  5i3  ) 
question  revient  à  trouver  le  milieu  de  Tare  CD,  comme 
ci-dessus,  et  AG  est  le  côté  du  carré  inscrit. 

Fig.  2. 


La  place  ne  nous  permet  pas  de  mentionner  la  solu- 
tion générale  du  joli  problème  suivant  : 

Étant  donnés  deux  points ,  trouver,  au  moyen  du 
compas  seul,  le  point  ou  les  points  qui  divisent  en  a,  3, 
4,  . . .  parties  la  ligne  qui  joindrait  ces  deux  points. 

Nous  n'insisterons  pas  non  plus  sur  les  difierents 
problèmes  qui  ont  trait  aux  opérations  suivantes,  par 
le  compas  seul  : 

Addition  et  soustraction  de  droites  dont  on  ne  con- 
naît que  les  points  extrêmes  ; 

Tracé  des  droites  indéfinies  ; 

Tracé  des  droites  parallèles; 

Recherche  des  quatrièmes  proportionnelles,  des 
moyennes  proportionnelles,  des  points  qui  divisent  une 
droite  en  moyenne  et  extrême  raison,  etc. 

Nous  donnerons  seulement  deux  belles  solutions  du 
problème  suivant,  que  nous  ferons  suivre  de  quelques 
remarques  importantes  : 

Etant  donné  un  cercle  dont  on  ne  connaît  pas  le 
centre,  trouver  ce  centre  en  n  employant  que  le  compas. 


(  5i6  ) 
Première  solution,  —  D'un  point  C  {fig-  3),  pris  arbi- 
trairement sur  le  cercle,  comme  centre,  avec  un  rayon 
quelconque,  je  trace  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  cir- 
conférence donnée  en  deux  points  A  et  B.  De  chacun  de 

FiK.  3. 


V 


ces  points,  avec  le  même  rayon,  je  trace  deux  arcs  qui 
se  coupent  en  C  et  en  H.  Je  trace  le  cercle  qui  a  H  pour 
centre  et  HC  pour  rayon.  Ce  cercle  coupe  le  premier 
arc  décrit  en  deux  points  E  et  F;  de  ces  deux  points  je 
décris  deux  arcs  avec  rayons  EC  et  FC;  ces  deux  nou- 
veaux arcs  se  coupent  en  un  point  O,  centre  cherché. 
En  effet,  traçons  les  ligties  pointillées;  nous  avons 
dans  le  cercle  donné 

ÂG^  =  CG  X  CL. 

En  appelant  R  et  /•  les  rayons  des  cercles  entièrement 
tracés,  on  a 


CG  =  -, 

2 


CL  =  2  R  ; 


(  5i7  ) 
doue 

•À 
Mais,  dans  le  petit  cercle,  on  a 

ËG^  =  CIxCM, 

et,  comme  AC  ==  EC,  on  aura 

Rr  =  CIxCM. 
Mais  CM  =  2/*,  donc 

Rr  =  GI  xar; 
donc 

R  =  aCE  =  CO.  c.  Q.  p.  D 

Cette  élégante  solution,  il  faut  bien  le  dire,  a  pourtant 
un  inconvénient  considérable  :  les  deux  arcs  décrits  des 
points  A  et  B  comme  centres,  avec  AC  pour  rayon,  se 
coupent  sous  un  angle  aigu.  La  solution  de  Mascheroni 
n'a  pas  ce  défaut,  tout  en  offrant  aussi  une  élégante 
simplicité. 

Seconde  solution.  —  Prenons  un  cercle  et  une  corde 
auxiliaire  de  même  grandeur  que  ci-dessus.  Menons  du 
point  C  {Jig'  4)  deux  cordes  égales  CA  et  CB  et,  en  dé- 
crivant le  cercle  C12B,  arrètoiis-le  au  point  D,  extré- 
mité du  diamètre  ACD.  Soit  B  le  point  où  ce  cercle 
coupe  le  cercle  donné  *,  du  point  I)  comme  centre,  avec  DB 
pour  rayon,  je  trace  un  arc  qui  coupe  en  L  un  arc  de 
même  rayon  décrit  du  point  C;  puis,  du  point  L  comme 
centre,  avec  le  même  rayon  LC,  je  décris  un  arc  qui 
coupe  en  Q'  le  cercle  AC  :  AQ  est  le  rayon  du  cercle 
donné  dont  le  centre  sera  déterminé  par  deux  arcs  dé- 
crits des  points  A  et  C  avec  ce  rayon. 

Démonstralion,  —  On  voit  clairement  par  la  figure 


(  5.8) 
que  les  deux  triangles  isoscèles  LCD,  LCQ  sont  égaux; 
que  le  triangle  isoscèle  CQA  a  son  angle  C  supplémen- 
taire du  double  de  l'angle  LCD,  c'est-à-dire  égal  à  l'angle 

Fig.  4. 


CLD;  les  deux  triangles  CQA  et  LCD  sont  donc  sembla- 
bles, et  Ton  a 

QA:AG::GD:CL 

ou  bien,  d'après  la  construction, 

AO:AG::GD:DB. 

On  en  déduit  que  les  triangles  OAC  etCBD  sont  sem- 
blables, et,  comme  ils  sont  isoscèles,  on  voit  que  l'angle 
ACO  est  la  moitié  de  l'angle  ACB.  Les  deux  triangles 
ACO  et  OCB  sont  donc  égaux  ;  il  s'ensuit  que 

AO  =  OB  =  OG  : 

donc  O  est  le  centre  cherché.  c.  q.  F.  d. 

C'est  la  solution  de  Mascheroni.  La  première  solution 

a  été  communiquée  par  M.  de  Longchamps  au  Jownal 

de  Mathématiques  élémentaires  (année  1878).  Nous 


(5.9) 
allons  voir  que  ces  deux  solutions,  en  apparence  si  dis- 
semblables, ne  sont  qu'une  seule  et  même  solution. 

D'abord  il  sufBt  d'un  peu  d'attention  pour  constater 
que  la  longueur  du  rayon  HC  de  la  première  solution 
n'est  autre  que  le  côté  BD  de  la  deuxième.  Quant  à 
la  similitude  des  deux  triangles  OAC  et  CBD  de  la 
deuxième  solution,  elle  est  presque  une  évidence  que 
Mascheroni  démontre  un  peu  péniblement.  En  somme, 
le  rayon  cherché  du  cercle  donné  n'est  pas  autre  chose 
que  la  troisième  proportionnelle  de  deux  longueurs  con- 
nues :  CA  et  CH  de  la  première  solution,  et  les  mêmes 
longueurs  CD  et  DB  de  la  seconde. 

Quant  à  la  construction  d'une  troisième  proportion- 
nelle, il  est  intéressant  de  voir  la  solution  que  donne 
Mascheroni,  en  employant  le  seul  compas. 

Traçons  le  cercle  qui  a  HC  pour  rayon  (^^.5),  et 

Fig.  5. 


d*un  point  C  de  ce  cercle  décrivons  un  arc  indéfini  avec 
CE  pour  rayon  ;  les  deux  cercles  se  coupent  en  E  et  en  F. 
Du  point  F,  je  vais  avec  le  compas,  par  trois  rayons 
successifs,  jusqu'en  E'.  Alors  FE'  est  un  diamètre.  Sans 
entrer  dans  les  détails,  on  voit  que  les  triangles  CEE' 
et  CHF  sont  semblables^  on  a  donc 

CIIrCF::  GE:EE': 


(    520    ) 

donc  EE'  est  la   troisièuie   proportionnelle  cherchée. 

Il  suffit  de  regarder  la  figure  de  la  première  solution 
ci-dessus  {fig.  3)  pour  voir  que  la  ligne  EE'  de  cette 
figure  est  le  rajon  cherché,  d'ailleurs  égal  à  CO  par 
construction. 

Quant  à  la  figure  de  la  deuxième  solution  {fig-  4)  ^He 
est  tout  aussi  évidente  :  par  le  point  C  passe  le  cercle 
dont  le  rayon  CL  est  égal  à  BD.  Du  point  C,  avec  CA 
pour  rayon,  nous  avons  tracé  le  cercle  qui  coupe  le  petit 
cercle  en  Q  et  D;  or,  DA  étant  un  diamètre,  QA  est  la 
troisième  proportionnelle,  c'est-à-dire  le  rayon  cherché. 

Les  deux  solutions  sont  donc  identiques.       c.q.  f.d. 


SUR  LES   GUBIOUES   GAUCHES; 

Par  m.  BALITRAND, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 


Nous  nous  proposons  d^appliquer  à  l'étude  des  groupes 
de  points  sur  une  cubique  gauche  une  méthode  identique 
à  celle  que  M.  Appell  a  appliquée  dans  le  cas  des  coni- 
ques {Nouvelles  A  anales  y  janvier  1 889  )  ;  et  d'en  déduire 
quelques  conséquences  pour  la  théorie  de  ces  courbes 
et  pour  celles  des  courbes  planes  du  troisième  ordre 
ayant  un  point  double. 

Nous  commencerons  par  donner  une  démonstration 
très  simple  du  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  cubique  gauche ^  par  tout  point  de 
l'espace,  on  peut  mener  une  droite  gui  rencontre  cette 
courbe  en  deux  points  réels  ou  imaginaires  conjugués. 

Soit  P  le  point  donné.  La  cubique  considérée  est  à 
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l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant 
une  génératrice  commune.  Les  plans  polaires  du  point 
P,  par  rapport  à  ces  deux  surfaces,  se  coupent  suivant 
une  droite,  et  le  plan  mené  par  cette  droite  et  ie  point 
P  coupe  ces  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  dont 
les  quatre  points  d'intersection  sont  réels,  ou  dont  deux 
sont  réels  et  deux  imaginaires  conjugués.  Le  point  P, 
réel  par  hypothèse,  a  même  polaire  par  rapport  à  ces 
deux  coniques.  Donc  il  est  à  l'intersection  de  deux  sé- 
cantes communes  réelles;  et  Tune  de  ces  sécantes  ren- 
contrant la  cubique  gauche  en  deux  points  réels  ou  ima- 
ginaires conjugués,  le  théorème  est  démontré. 

Cela  posé,  rappelons  que  les  cubiques  gauches  sont 
des  courbes  unicursales  et  proposons-nous  de  trouver  la 
relation  qui  lie  les  paramètres  de  trois  points  de  la  cu- 
bique situés  dans  un  plan  variable  passant  par  un  point 
fixe. 

Soient 

~      a/'-f- p^*-h  yr-^  ô       ~   o[t)  ' 

^  ^  a^t^-^b^t^-\-C:,t-^  d^  ^  Mt) 
a/3_f.  p^2_l- Y^-r- 0  ^{t 

les  équations  de  la  cubique. 

Soient  P  le  point  iixe  et  a  et  6  les  valeurs  du  paramètre 
t  pour  les  points  A  et  B  en  ligne  droite  avec  P. 

Soient 

R   =r  O,  S  =  O 

les  équations  de  la  droite  PAB. 

Q  =  o  étant  l'équation  d'un  plan  passant  parle  point 
P,  l'équation 
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est  l'équation  la  plus  générale  des  plans  passant  par  ce 
point. 

Dans  l'expression  Q  h-  XR  -h  fxS,  je  substitue  à  x,  y  y 
z  leurs  valeurs  (  i  )  en  2,  et  je  décompose  le  numérateur 
en  facteurs  du  premier  degré;  j'obtiens  ainsi  l'identité 

où  h  est  indépendant  de  t. 

Dans  cette  identité,  je  donne  successivement  à  t  les 
valeurs  £  =  a,  f  =  Z»,  et  je  désigne  par  Qi  et  Q^  ce  que 
devient  Q  pour  ces  valeurs^  j'ai 

o       ^(g  — <i)(a-^)U~<>) 
^'^'^ ^) 


^{b~-t{){b--t^){b-t^)^ 

^•=^ W) ' 


en  divisant, 


y(g)Qi  ^  (<t  — a)(<>-a)(<»  — g) 

ou 

/^x  (ft  — q)(^a— g)(/|— g)  ^  ^ 

^    ^  {ti-b)(t^-b)(t^-b) 

C  désignant  une  constante. 

Telle  est  la  relation  cherchée.  Nous  allons  indiquer 
très  rapidement  les  formes  sous  lesquelles  on  peut  la 
mettre  et  les  théorèmes  qui  en  découlent.  (Pour  les  dé- 
tails, se  reporter  à  l'article  de  M.  Appell.) 

I**  a  et  b  sont  réels.  —  Par  la  substitution 

^  =  «; 

t  —  b         ' 
la  relation  (2)  devient 

(3)  o,e,es  =  c. 
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2®  a  et  b  sont  imaginaires  conjugués 

a  =  a  -4-  3  *,         ^ 

,  U.  G  =  cosco-f- ismo). 

6  =  a  —  p  ï, 

Pour  simplifier  la  relation  (2)  et  n'y  introduire  que 
des  éléments  réels,  nous  poserons 

la  relation  (2)  deviendra 

Ti  -+-  tj  -t-  Tj  =  làkn. 

3"  a=:  b.  —  La  droite  PABest  tangente  a  la  cubique. 
On  trouve  une  relation  de  la  forme 


_i _f. 


a  —  /]        et  —  tf 
d'où,  en  posant 


a  —  ti         ' 


I  h 

=   S-^  -y 


a  —  t  3 

5l -+- 5t -1- 5a  =  o. 

De  ces  relations  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  cubique  gauche, 
par  un  point  P  {non  situé  sur  une  fie  ses  tangentes)  on 
peut  mener  trois  plans  osculateurs  à  la  courbe.  Les  points 
de  contact  sont  réels  si  les  points  A  ef  B  sont  imagi^ 
naires;  si  les  points  A  e^  B  sont  réelsy  un  point  de  con- 
tact est  réel  et  les  deux  autres  sont  imag  inaires  con- 
jugués. 

Théorème  II.  —  Les  points  de  contact  des  plans  oscu- 
lateurs et  le  point  d'oii  on  les  mène  sont  dans  un  même 
plan. 

Théorème  III.  —  Par  le  point  P  et  un  deuxième 
point  pris  sur  la  cubique,  c'est-à-dire  par  une  droite 
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qui  rencontre  la  cubique,  on  peut  mener  deux  plans  tan- 
gents à  cette  courbe;  les  points  de  contact  ne  sont 
jamais  dans  un  même  plan  avec  la  droite  intersection 
des  plans  tangents. 

Théorème  IV.  —  L'enveloppe  des  traces  des  plans 
osculateurs  à  la  cubique  gauche  sur  un  de  ses  plans 
osculateurs  est  une  conique. 

En  effet,  par  un  point  quelconque  d'un  plan  oscula- 
teur  à  la  cubique  passent  deux  plans  osculateurs  seule- 
ment, c'est-à-dire  deux  tangentes  à  la  courbe  enveloppe 
des  traces  des  plans  osculateurs  à  la  cubique.  Cette 
courbe  est  donc  une  conique. 

Théorème  V.  —  Les  plans  osculateurs  à  la  cubique, 
aux  points  où  elle  est  rencontrée  par  un  plan,  se  cou- 
peut  en  un  point  situé  dans  ce  plan. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  presque  immédiate 
du  théorème  I. 

D'après  le  théorème  préliminaire,  la  perspective  d'une 
cubique  gauche  est  une  courbe  plane  du  troisième  degré 
ayant  un  point  double. 

D'ailleurs,  étant  donné  un  point  S  et  une  cubique 
plane  à  point  double,  on  peut,  d'une  infinité  de  façons, 
considérer  celle-ci  comme  la  perspective  d'une  cubique 
gauche,  le  point  de  vue  étant  au  point  S.  Il  suflît,  en  effet, 
de  tracer  une  conique  qui  passe  au  point  double  et  y 
touche  une  des  tangentes  à  la  cubique,  et  de  la  prendre 
comme  directrice  d'un  cône  dont  le  sommet  S'  est  sur  la 
droite  qui  joint  le  point  S  au  point  double.  Les  cônes  S 
et  S'  ont  en  commun  la  génératrice  triple  SS'.  Le  reste 
de  rinterscction  est  une  cubique  gauche  qui  se  projette 
suivant  la  cubique  plane  considérée. 

Dès  lors,  des  propriétés  des  cubiques  gauches  on  peut 
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déduire  les  propriétés  des  cubiques  planes  unicursales, 
et  réciproquement. 

Commençons  par  rappeler  que,  si  le  sommet  du  cône 
projetant  une  courbe  gauche  est  dans  Tun  des  plans  os- 
culateurs  de  la  courbe,  la  projection  présente  un  point 
d'inilexion  correspondant  au  point  de  contact  du  plan 
osculateur. 

Le  théorème  I  nous  donne  alors  : 

Une  cubique  plane  à  point  double  présente  trois 
points  d'inflexion  en  ligne  droite.  Parmi  les  trois 
points  d'injlexion^  deux  sont  imaginaires  conjugués 
et  un  réel,  si  les  tangentes  du  point  double  sont  imagi- 
naires, c'est-à-dire  si  ce  dernier  est  un  point  isolé. 

Le  théorème  III  nous  montre  que,  par  un  point  d'une 
cubique  plane  unicursale,  on  peut  mener  deux  tangentes 
à  la  courbe. 

Inversement,  ce  théorème  bien  connu,  que  les  tan- 
gentes à  une  cubique,  en  trois  points  en  ligne  droite, 
rencontrent  la  courbe  en  trois  points  également  en  ligne 
droite,  nous  donne,  pour  les  cubiques  gauches,  le  résul- 
tat suivant  : 

Par  un  point  M,  on  mène  trois  plans  tangents  à  une 
cubique  gauche,  tels  que  les  points  de  contact  soient 
dans  un  plan  passant  par  M;  les  troisièmes  points 
d'intersection  de  ces  plans  avec  la  courbe  et  le  point  M 
sont  dans  un  même  plan. 
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SUR  LB  DÉPLACEMENT  DUNE  DROITE; 

Par  m.  BALITRAND, 

Élève  à  l'École  Polytechnique. 


M.  Genty  a  considéré  (3*  série,  t.  VII,  p.  35o)  le 
déplacement  d*une  droite  de  longueur  constante,  dont 
les  extrémités  A|  et  A2  glissent  sur  deux  surfaces  (S|) 
et  (82))  de  telle  sorte  que  les  normales  aux  points  Af, 
Aa  à  ces  surfaces  se  rencontrent  en  un  point  N.La  droite 
étant  assujettie  à  trois  conditions,  chacun  de  ses  points, 
A,  décrit  une  surface  (S),  et  M.  Genty  a  démontré  que 
la  normale  au  point  A  à  la  surface  S  passe  en  N.  Nous 
nous  proposons  de  donner  une  démonstration  géomé- 
trique de  ce  théorème,  puis  de  le  généraliser  un  peu. 

Donnons  à  la  droite  un  déplacement  infiniment  petit  à 
partir  de  sa  position  initiale.  Les  plans  normaux  aux  tra- 
jectoires de  ses  différents  points  se  coupent  suivant  une 
droite  qui  passe  par  le  point  IV,  puisque  ce  point  appar- 
tient à  l'intersection  des  plans  normaux  aux  trajectoires 
des  points  At  et  Aa*  Supposons  que  Ton  communique  n 
la  droite  un  second  déplacement  infiniment  petit.  Les 
plans  normaux  aux  nouvelles  trajectoires  de  ses  diffé- 
rents points  se  coupent  encore  suivant  une  droite,  qui 
passe  également  au  point  N.  La  normale  au  point  A  à 
la  surface  (S)  est  normale  aux  trajectoires  du  point  A 
dans  ces  deux  déplacements;  donc  elle  passe  en  N. 

Imaginons  un  solide  invariablement  lié  à  la  droite, 
c'est-à-dire  ne  pouvant  pas  tourner  autour  de  cette  droite. 
Chaque  point  de  ce  corps  décrira  une  surface,  et  l'on 
sait  que,  pour  un  pareil  déplacement,  il  existe  deux 
droites  qui  rencontrent  les  normales  aux  surfaces  tra- 
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jectoires  de  tous  les  poiuts  du  solide.  Dans  le  cas  présent, 
ces  deux  droites  se  croisent  évidemment  au  point  N  5  par 
suite,  la  normale  A  la  trajectoire  d'un  point  quelconque 
du  solide  passe  au  point  ]N . 

Comme  cas  particulier,  considérons  le  cas  où  les  sur- 
faces (Si)  et  (Sj)  sont  deux  plans,  et  soit  L  leur  inter- 
section. Le  plan  Âi  AjN  est  perpendiculaire  à  L,  et  la 
normale  AN,  étant  située  dans  ce  plan,  reste  constam- 
ment parallèle  à  un  plan  perpendiculaire  à  L.  La  surface 
(S)  est  donc  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  L.  Pour  avoir  le  degré  de  ce  cylindi^,  il  suffit  de 
considérer  le  déplacement  de  la  droite  dans  un  plan  fixe 
perpendiculaire  à  L,  le  plan  A|  A2N  par  exemple.  On  a 
une  droite  de  longueur  constante,  dont  les  extrémités 
glissent  sur  deux  droites  fixes.  Dès  lors  le  point  A  décrit, 
dans  ce  plan,  une  conique  dont  le  centre  est  au  point  de 
rencontre  des  deux  droites.  Donc,  lorsquunc  droite  de 
longueur  constante^  dont  les  extrémités  A|  et  Aa  gUs" 
sent  sur  deux  plans,  se  déplace  de  telle  sorte  que  les 
perpendiculaires  à  ces  plans,  aux  points  A<  c^  A2,  5e 
coupent  constamment^  un  point  quelconque  de  la  droite 
décrit  un  cylindre  du  second  degré,  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans,  et  dont  l'axe  coïncide  av^ec  cette  droite» 


TANGENTE  EN  UN  POINT  DUNE  COURBE  REMARQUABLE; 

Par  m.  J.  POMEY. 


Soient  n  courbes  fixes  Cf,  Ct,. .  .,Cn,  dans  un  plan;  M 
un  point  de  ce  plan-,  T^j  T,,  ..  .,T;,  les  longueurs  des 
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tangentes  menées  du  point  M  à  ces  courbes;  posons 


y(^i,  /2>  •  •  ■  I  ^n)  =  const. 


et 


En  vertu  de  cette  relation,  le  point  M  est  assujetti  à 

rester  sur  une  courbe.  Je  dis  que  la  normale  à  cette 

courbe  au  point  M  passe  par  le  centre  de  masse  G  des 

àf     àf  àf  .  ,  /■       ' 

masses  3^^'  37  »  •  '  •  '  17"  respect wement  appliquées  aux 

centres  de  courbure  des  courbes  C| ,  Co, .  . . .  C„,  corres- 
pondant aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
point  M. 

Soient  ai,  &i,  a«2,  ^29  -m  ^r^  bn  les  coordonnées  de  ces 
centres  de  courbure  par  rapport  à  des  axes  rectangu- 
laires ;  R| ,  R2,  R/i  les  rayons  de  courbure  correspondants  ; 
x,  y  les  coordonnées  du  point  M.  R| ,  R2, . .  • ,  R/i  restent 
constants  quand  x  ety  deviennent  x  -h  dx,  y  -h  dy. 

On  a  alors 

dt^  =  [x  —  a{)dx-\-{y  —  b{)dy^         .... 
Les  coordonnées  X  et  Y  de  G  sont 

et  l'équation  (i)  devient,  en  supprimant  le  facteur  com- 

(x  —  X)dx-^(y^Y)dy=zo, 
qui  représente  bien  Téquation  de  la  normale,  si  X  et  Y 
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y  sont  considérées  comme  des  coordonnées  courantes.  Le 
point  (X,  Y)  est  donc  situé  sur  la  normale,  c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  En  ce  qui  concerne  le  rayon  de  courbure  p 
de  la  courbe,  lieu  du  point  M,  soient  dt^d^^ . . . ,  J»  les 
projections  sur  la  normale  des  droites  qui  joignentlepoint 
M  aux  centres  de  courbure  de  C| ,  Ca,  •  •  •  i  Cn  ;  soient  R'^ 
R'j,  ...  les  rayons  de  courbure  des  développées  de  ces 
courbes  ;  soit  N  la  distance  GM ,  on  trouve  la  formule  sui- 
vante, peu  susceptible  d^une  interprétation  simple. 


SUR  UNE  GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  DE  PASCAL 
DONNANT  NEUF  POINTS  EN  LIGNE  DROITE; 

Par  m.  AUBERT, 
Professeur  au  lycée  de  RoY:hefort. 


1 .  Théorème.  —  On  considère  tous  les  cercles  a-  pas- 
sant  par  deux  points  fixes,  dont  l'un  c.  est  sur  la  cir- 
conférence d'un  cercle  donné  5,  et  l'autre  d  sur  une 
droite  donnée  L  Chacun  des  cercles  tr  rencontre  la 
droite  l  en  un  second  point  d^  et  la  circonférence  s  en 
un  second  point  d,  La  droite  c'd^  passe  par  un  pçint 
fixe  i  de  la  circonférence  j,  quel  que  soit  le  cercle  or 
considéré,   . 

Nous  pouvons,  en  effet,  définir  tous  les  cercles  or  au 
moyen  d'un  troisième  point  ^qui  décrirait  la  circonfé- 
rence s.  Or,  quelle  que  soit  la  position  d  de  ce  point,  la 
droite  indéfinie  c/^' forme  avec  ce/  un  anglequi,  compté 
à  partir  de  cd  dans  un  sens  déterminé,  celui  des  ''ai- 

4/1/1.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VIII.  (Novembre  1889.)      34 
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guilles  d'une  montre,  par  exemple,  a  toujours  la  même 
valeur  :  c'est  l'angle  cdd'  si  le  point  d  est  extérieur  au 
cercle  s^  c'est  son  supplément  si  le  point  d  est  inté- 
rieur à  ce  cercle. 

D'ailleurs,  le  sommet  d  de  cet  angle  est  sur  la  cir- 
conférence Sy  et  son  côté  ce'  passe  par  un  point  fixe  de 
cette  circonférence;  donc  l'autre  côté  d  d  rencontre 
bien  la  circonférence  en  un  point  fixe  î. 

Si  Ton  mène  par  le  point  g  où  la  droite  cd  rencontre 
la  circonférences  une  parallèle  à  la  droite  /,  elle  passera 
manifestement  par  le  point  /,  car  on  petit  considérer  la 
droite  indéfinie  cd  comme  la  circonférence  de  rayon 
infini  à  laquelle  correspond  un  point  d' infiniment  éloi- 
gné sur  la  droite  /;  gi  est  donc  une  position  particulière 
de  la  droite  mobile  dd'.  Ceci  permet  de  construire  im- 
médiatement le  point  i. 

Cela  posé,  faisons  subir  à  la  figure  une  transforma- 
tion projective. 

Le  cercle  s  deviendra  une  conique  S,  les  celrcles  <t 
donneront  le  faisceau  des  coniques  S  passant  par  quatre 
points  fixes  A,  B,  C,  D  dont  les  trois  premiers  sont  sur 
la  conique  S,  la  droite  AB  provenant  de  la  droite  de  l'in- 
fini de  la  première  figure. 

La  droite  /  donnera  une  droite  L  passant  par  le 
point  D. 

La  propriété  démontrée  précédemment  sera  conser- 
vée :  la  droite  CD',  qui  joint  le  second  point  d'intersec- 
tion D'  de  chaque  conique  S  avec  la  droite  L  au  qua- 
trième point  C  commun  aux  deux  coniques  S  et  S, 
coupera  la  conique  S  en  un  point  fixe  L 

Voyons  ce  que  devient  la  construction  qui  donnait  le 
point  1.  A  la  droite  gi  parallèle  à  /  correspond  une 
droite  rencontrant  L  sur  la  droite  AB.  Il  suffira  donc  de 
joindre  le  point  d'intersection  de  L  et  de  AB  au  point  G, 
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OÙ  la  droite  CD  coupe  la  conique  S,  pour  oblenir  le 
point  I  de  cette  conique. 

Actuellement,  rien  ne  distingue  le  point  C  des  points 
A  et  B.  On  pourrait,  par  une  nouvelle  transformation 
homographique,  projeter  la  conique  S  suivant  un  cercle, 
en  rejetant  à  Tinfini  soit  AB,  soit  BC,  soit  CA.  Si, 
chaque  fois,  on  détermine  la  position  du  point  i  sur 
chaque  circonférence,  comme  on  Ta  indiqué  plus  haut, 
pour  qu'on  fasse  la  transformation  inverse  qui  reproduit 
la  conique  S,  ou  obtiendra  nécessairement  le  même 
point  I  de  cette  conique,  au  moyen  des  constructions 
transformées. 

On  est  ainsi  conduit  au  résultat  suivant  : 

On  donne  trois  points  A,  B,  C  sur  une  conique  S,  et 
un  point  D  sur  une  droite  L.  Soient  a,  p,  y  ^^^  points 
d* intersection  des  droites  BC^  CA,  ABa^^ecla  droite  L^ 
et  A',  B',  C  les  seconds  points  de  rencontre  des  droites 
AD,  BD  et  CD  avec  la  conique  S.  Les  trois  droites  a  A', 
PB'  et  yC  se  coupent  en  un  même  point  I  situé  sur  la 
conique  S. 

Nous  voyons  ainsi  qu'à  un  système  de  quatre  points, 
définis  comme  lious  Tavons  fait  par  rapport  h  une  co- 
nique S,  et  à  une  droite  L  correspond  un  point  I  parfai- 
tement déterminé  de  la  conique.  Si  donc,  inversement, 
au  lieu  de  se  donner  laxlroite  L,  on  se  donne  le  point  I, 
la  droite  L  sera  parfaitement  déterminée  et  passera  par 
les  quatre  points  a,  p,  y  et  D. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Par  un  point  D  du  plan  d'une  conique, 
on  mène  trois  sécantes  A  A',  BB',  CC,  et  Von  prend  un 
point  I  sur  la  courbe.  Si  Von  prolonge  chacun  des 
côtés  du  triangle  ABC  jusqu'à  son  intersection  avec  la 
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droite  qui  joint  le  point  l  àla  deuxième  extrémité  de 
la  sécante  aboutissant  au  sommet  opposé,  on  obtient 
trois  points  situés  sur  une  même  ligne  droite  qui  passe 
par  le  point  D. 

2.  Ce  tliëorème  conduit  à  de  nombreuses  consé- 
quences. 

Construction  d'une  conique  par  points.  —  Tout 
d^abord,  il  donne  une  construction  par  points  d'une  co- 
nique définie  par  cinq  points,  avec  cette  particularité 
qu'on  détermine  à  la  fois  deux  nouveaux  points  de  la 
courbe. 

Considérons,  par  exemple,  cinq  points  I,  A,  B,  A',  B'. 
Joignons  AA'  et  BB'  qui  se  coupent  au  point  D,  puis 
menons  par  le  point  I  une  droite  quelconque  qui  coupe 
la  conique  en  un  point  inconnu  C.  Soit  yle  point  d'inter- 
section de  cette  droite  et  de  A'B'.  La  droite  Dy  définit 
la  droite  L  du  théorème.  Si  donc  nous  prolongeons  lA 
et  IB  jusqu'aux  points  a  et  ^  où  ces  droites  rencontrent  L, 
il  suffira  de  joindre  aB'  et  ^  A'  pour  obtenir  à  leur  inter- 
section le  point  G.  Le  point  C  sera  par  suite  sur  CD. 

On  a  ainsi  autant  de  couples  de  points  que  l'on  veut. 

Tangente.  —  Il  est  facile  de  construire  la  tangente  i 
la  courbe  en  l'un  des  cinq  points  donnés.  A  cet  efict, 
imaginons  que  deux  points  de  la  conique  sont  confondus 
au  point  considéré,  que  nous  désignerons  pour  cette 
raison  par  (A'B').  Associons-lui  l'un  des  autres  points 
donnés,  où  nous  supposerons  les  deux  points  A  et  B  con- 
fondus en  (AB).  Les  droites  (  AB),  (A'B')  et  CC  se  cou- 
pent en  D,  I(AB)  et  C'(A'B')se  coupent  au  point  (a^). 
La  droite  Lest  ainsi  déterminée.  Si  l'on  joint  le  point  y 
où  IC  rencontre  cette  droite  au  point  (A'B'),  on  a  la 
tangente  cherchée. 
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3.  Avant  de  donner  d'autres  applications,  remarquons 
que  le  théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  à  une 
conique  est  une  conséquence  directe  du  théorème  pré- 
cédent. 

Considérons  en  effet  l'hexagone  inscrit  dont  les  som« 
mets  consécutifs  sont  A,  C,  C\  I,  W^  B.  Les  côlés  op- 
posés se  coupent  aux  points  D,  ^  et  y  sur  la  droite  L. 
L'hexagone  peut  être  concave  ou  convexe. 

Ici  se  présente  une  extension  remarquable  du  théo- 
rème. Nous  avons  fait  abstraction  de  la  droite  DAk' 
qui  joint  le  point  D  au  sommet  A  de  l'hexagone  compris 
entre  B  et  C.  Mais  rien  ne  distingue,  au  point  de  vue 
projectif,  ce  sommet  du  sommet  I  compris  entre  B'  et  C 
Si  donc  on  mène  la  droite  DI  qui  rencontre  la  conique 
en  un  second  point  F,  les  droites  AF  et  B'C  vont  aussi 
se  couper  sur  la  droite  L  en  8. 

Observons  maintenant  que  le  point  D  peut  être  sim- 
plement défini  comme  le  point  de  rencontre  de  deux 
côtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit  à  la  conique.  On 
peut  donc  appliquer  sans  modification  le  résultat  précé- 
dent aux  deux  autres  points  ^  et  y^  ce  qui  donnera  quatre 
nouveaux  points  situés  sur  la  droite  L. 

En  résumé,  nous  obtenons  neuf  points  en  ligne  droite, 
parmi  lesquels  se  trouvent  les  trois  points  du  théorème 
de  Pascal. 

4.  Il  suffit  de  particulariser  les  conditions  du  théo^ 
rème  pour  en  déduire  autant  d'énoncés  nouveaux. 

Considérons,  par  exemple,  une  hyperbole,  et  suppo- 
sons que  le  point  I  du  théorème  soit  à  l'infini  sur  la 
courbe,  le  point  D  étant  lui-même  à  l'infini  dans  une 
direction  déterminée.  Si  de  plus  nous  imaginons  que  le 
point  A  se  confonde  avec  le  point  I,  la  droite  lA  devient 
une  des  asymptotes  de  la  courbe;  la  droite  A  A' est  rejetée 
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à  Tiafini,  et  rapplication  du  théorème  conduit  à  la  pro- 
priété suivante  : 

Soient  deux  sécantes  parallèles  rencontrant  Thypcr- 
bole  aux  points  6,  B'  et  C,  C.  Les  cordes  BC  et  B'C  vont 
couper  les  asymptotes  de  la  courbe  en  des  points  situés 
deux  à  deux  sur  deux  droites  parallèles  aux  sécantes 
données. 

Chacune  de  ces  droites  passe  aussi  par  un  des  points 
d^ntersection  des  parallèles  aux  asymptotes  menées  par 
I^s  extrémités  de  chacune  des  cordes  CB'  et  BC. 

Cette  propriété  peut  servir  à  la  construction  d^une 
hyperbole. 

La  méthode  de  transformation  par  polaires  récipro- 
ques permet  de  déduire  des  théorèmes  précédents  autant 
de  propriétés  relatives  aux  tangentes  aux  coniques. 

5.  Nous  avons  montré  plus  haut  comment  le  théorème 
de  Pascal  résulte  du  théorème  que  nous  venons  d*éta* 
blir. 

11  est  naturel  de  chercher  si,  réciproquement,  le  théo- 
rème de  Pascal  pourrait  conduire  i  celui-ci. 

Les  travaux  de  Plûckcr,  Cayley,  Kirkman  et  autres 
géomètres  contemporains  ont  établi  un  grand  nombre 
de  résultats  relatifs  aux  hexagones  obtenus  en  joignant 
de  toutes  les  manières  possibles  six  points  d'une  co- 
nique, et  aux  droites  de  Pascal  correspondantes.  Mais 
toutes  ces  recherches  ont  pour  point  de  départ  la  figure 
formée  par  six  points  déterminés  de  la  courbe,  et  six 
seulement.  Nous  n'y  voyons  pas  de  propositions  rela- 
tives à  ce  septième  point  de  la  conique,  dont  Tintroduc- 
tion  forme  en  quelque  sorte  le  caractère  du  théorème 
précédent. 

Toutefois,  il  est  facile  d'obtenir  ce  théorème  par  l'ap- 
plication répétée  du  théorème  de  Pascal  à   différents 
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hexagones  ayant  pour  sommets  six  des  sept  points  con- 
sidérés. Voici  Tune  des  manières  les  plus  simples.  Con- 
sidérons les  trois  hexagones 

(i)  lA'ABCC, 

(2)  IB'BGAA', 

(3)  IG'CABB'. 

Ils  ont  un  sommet  commun  I,  et  chacun  des  autres 
se  déduit  de  ceux  de  l'hexagone  précédent  par  une  per- 
mutation circulaire  efTectuéç  sur  les  lettres. 

En  prenant  la  notation  habituelle,  nous  avons  les 
trois  pascales  correspondantes  : 

Pour  l'hexagone  (i) 


j  lA'    A'A    AB  ( 

(  BC     ce     IC  \' 


pour  rhexagone  (2) 


IB'    B'B    BC 

GA    AA'     lA' 


pour  rhexagone  (3) 


IG'     ce    GA 
AB     BB'    IB'  ^' 


ce  sont  les  trois  droites 

«Dy,        ?Da,       ^jy^. 

Chacune  d'elles  a  deux  points  communs  avec  chacune 
des  deux  autres.  Elles  coïncident  donc,  et  les  points 
a,  ^,  Y,  D  sont  bien  en  ligne  droite. 
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SUR  LE  PLAN  ASYMPTOTE  ET  LES  CYLINDRES  ASYMPTOTES 

mm  SURFACE; 

Par  m.  Gh.  BIEHLER. 


1.  Soit 

?(^, ^1  -) -»- 'K^, ^1  -) ^- x(^» yy  ^) -+-  î(^»  y,z)'^...  =  o 

réquation  d^une  surface  algébrique  d'ordre  m,  ordonnée 

par  groupes  homogènes  de  degrés  m  y  m  —  i^m-— a, 

Coupons  cette  surface  par  la  droite 

a?  =  a?o  "+"  *P» 

réquation  qui  donne  les  valeurs  de  p  correspondant  aux 
points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  surface  est 


jn-t 


i.a 


[(a^o?a  +  ro?gH--o?y) 


(î) 


^  [(^0 ?a •+•  yo ?6 -H  ^0  ?V)^*^ 


-h =  O. 

Nous  écrirons  cette  équation  sous  la  forme  suivante 

p'«  ^(a,  6,  Y)  -h  p'«-i  n(a-o,7o.  -o) 

pm-2  pm-ï 

I  ■  ^  o  • 
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en  posant,  pour  abréger, 


Si  la  direction  a,  6,  y  est  choisie  de  telle  sorte  que 
et  si  les  coordonnées  Xo^fo^  Zq  satisfont  à  la  relation 

la  droite  rencontrera  la  surface  en  deux  points  à  Fin- 
fini. 

Le  plan  U^x^j-^  z)z=io  est  parallèle  à  la  sécante,  et 
comme,  dans  l'hypothèse  de  n(xo,  yoy  ^o)  =  o?  le  point 
Xo,jKof  ^0  de  cette  sécante  se  trouve  dans  le  plan,  elle  y 
est  contenue  tout  entière. 

Le  plan  U(xyj^  2)  =  o  est  donc  le  lieu  des  droites 
parallèles  à  la  direction  a,  6,  y  qui  rencontrent  la  surface 
en  deux  points  au  moins  à  Tinfini^  ce  plan  est  dit  un 
plan  asymptote  de  la  surface. 

Ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  d'ordre  m, 
qui  a  un  point  double  a  l'infini  dans  la  direction  a,  ê,  y, 
et  les  tangentes  en  ce  point  double  sont  les  droites  d'inter- 
section du  plan  n(a:,  j*,  z)  =  o  et  de  la  surface  du  second 
ordre  ^(Xjy^z)  =  o, 

En  ellet,  considérons  un  point  Xo^yo^  ^0  commun  à  la 
surface  ^(x,y^  r)=  o  et  au  plan  U(x^y,  z)  =  o.  Me- 
nons par  ce  point  une  droite  parallèle  à  la  direction  a, 
6,  y,  nous  allons  démontrer  que  cette  droite  est  tout  en- 
tière sur  la  surface  0(x,j^,  z)  =  o. 

Nous  allons  faire  voir  pour  cela  que  l'équation  du 
second  degré  qui  donne  les  valeurs  de  p  correspondant 
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aux  points  d'intersections  de  la  droite  en  question  et  de 
la  surface  O  est  une  identité. 
Posons,  pour  abréger, 

^(Xy  y,z)=f{Xy  y,  z)  +  g{x,  y,  z)  4-  A, 

fi^ty^  c)  étant  l'ensemble  homogène  des  termes  du 
second  degré,  g{x^jj  z)  les  termes  du  premier  degré, 
et  h  le  terme  indépendant  des  variables  de  la  fonc- 
tion 0. 

L'équation  en  p  sera 

Or  on  a 
donc 

/6=2(a(pgoiH-6og,-f-YOgY)  =2(/n  — i)fg, 

par  suite, 

=  !2(/n  — l)[a:oOa^-yo?'ê^-^o?Y■*"4'KS»ï)]• 
Le  coefficient  de  p  et  le  terme  indépendant  dans  l'équa- 
tion du  second  degré  sont  aussi  nuls  :  elle  se  réduit  donc 
à  une  identité  ;  la  droite  fait  dès  lors  partie  de  la  surface. 
Le  plan  asymptote  coupe  donc  la  quadrique 

suivant  une  seconde  droite,  et  si  Ton  mène  par  un  point 
de  cette  seconde  droite  une  sécante  parallèle  à  la  direc- 
tion a,  Ç,  y,  le  calcul  précédent  nous  montre  que  celte 
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sécaule  est  tout  entière  sur  la  surface.  Le  plan  asymptote 
coupe  donc  la  surface  <I>(x,  ^,  z)  =  o  suivant  un  système 
de  deux  droites  parallèles,  et  chacune  de  ces  droites  ne 
rencontre  plus  la  surface  d'ordre  m  qu^en  m  —  3  points 
à  distance  finie;  ces  deux  droites  sont  deux  asymptotes 
de  la  courbe  d'intersection  du  plan  asymptote  et  de  la 
surface  d'ordre  m. 

2.  Ceci  a  lieu  tant  que  les  quantités  ^'g^,  f^,  (py  ^^  ^^^^ 
pas  toutes  nulles.  Supposons  que  ces  quantités  soient 
nulles  à  la  fois  et  que  ^(a,  ê,  y)  soit  aussi  nul;  l'é* 
quation  en  p  s'abaisse  au  degré  m  —  2  et  devient 

Nous  allons  démontrer  que,  dans  cette  hypothèse,  la 
quadrique  ^{x^y^  z)  =  o  devient  un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  6,  y* 

En  effet, 

*(^>  yi^)  =/(^»  7»  -5)  H-  g(x,y,  z)  -*-  h. 
On  en  tire 

par  suite, 

D'après  les  hypothèses  faites,  le  second  membre  est  nul, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  x,y,  ^;  par  suite, 

quels  que  soient  x, ^,  z;  la  surface  est  donc  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  ê,  y* 
Nous  dirons  que  c'est  un  cylindre  asymptote.  Cette  dé- 
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nomination  est  justifiée  par  la  propriété  suivante  de  ce 
cylindre,  c^est  le  lieu  des  droites  parallèles  à  la  direc^ 
tion  a,  ê)  Y  f  ^  rencontrent  la  surface  en  trois  points  à 
l'infini. 

Tout  plan  parallèle  aux  génératrices  de  ce  cylindre 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  d'ordre  m,  et  les 
génératrices  d'intersection  du  cylindre  et  du  plan  sont 
deux  asymptotes  parallèles  de  cette  courbe. 

On  peut  montrer,  de  plus,  que  les  deux  surfaces 

se  coupent  suivant  six  droites  qui  rencontrent  la  surface 
en  quatre  points  à  l'infini. 

II  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  considérer  un  point 
commun  aux  deux  surfaces  4>  et  ^,  et  de  mener  par  ce 
point  une  parallèle  à  la  direction  a,  6,  y;  cette  parallèle 
est  tout  entière  sur  chacune  des  deux  surfaces.  Si  l'on 
forme,  en  effet,  Téquation  en  p  correspondant  aux  inter- 
sections de  la  droite  et  de  la  surface  V(^î j^,  z)  =  o, 
cette  équation  est  une  identité,  en  vertu  des  propriétés 
des  fonctions  homogènes;  l'intersection  des  deux  sur- 
faces O  et^  ne  peut  donc  être  qu'un  système  de  droites 
parallèles  à  la  direction  a,  ê,  y.  Comme  4>  est  du  deu- 
xième degré  et  ^  du  troisième  degré,  cette  intersection 
est  un  système  de  six  droites. 

Si  Ton  coupe  la  surface  d'ordre  m  par  un  plan  passant 
par  l'une  de  ces  six  droites,  la  section  sera  une  courbe 
d'ordre  m  qui  admet  cette  droite  comme  asymptote  d'in- 
flexion, et  la  seconde  droite  d'intersection  du  cylindre  O 
avec  le  plan  sécant,  comme  asymptote  ordinaire  ;  deux 
des  asymptotes  parallèles  de  la  section  obtenue  en  cou- 
pant la  surface  d'ordre  m  par  un  plan  passant  par  deux 
des  six  droites  sont  d'Inflexion. 
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3.  Si  la  fonction  ^{jc^j^  z)  est  idenliquement  nulle 
pour  toute  valeur  des  variables  x,  y^  z^  on  montrerait 
de  même  que  la  surface  ^(x,  j^,  z)  =  o  est  un  cylindre 
du  troisième  ordre,  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
à  la  direction  a,  6,  y  î  ce  cylindre  est  alors  le  lieu  des 
droites  parallèles  à  la  direction  a,  6, y  qui  rencontrent  la 
surface  d'ordre  m  en  quatre  points  à  l'infini  :  c'est  le 
cylindre  asymptote  du  troisième  ordre,  ainsi  de  suite. 
On  établirait  pour  cela  la  relation  identique 

comme  nous  avons  établi  la  précédente,  et  cette  relation 
exprime  que  la  surface  ^{^x^jy  z)  =  o  est  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  6,  y. 
Ces  calculs  n'oifrent  aucune  difficulté. 
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PRÉFACE. 

Cette  nouvelle  édition  est  conforme  au  dernier  programme 
d'admission  à  l'École  Polytechnique.  Pour  ce  motif,  la  pre- 
mière édition,  écrite  en  vue  d'un  programme  différent,  a  dû  être 
remaniée  en  certains  points.  Nous  avons  aussi  tenu  compte,  en 
plusieurs  cas,  des  conseils  qu'on  a  bien  voulu  nous  adresser. 
Dans  ces  conditions,  le  Livre  que  nous  présentons  aujourd'hui 
aux  élèves  du  Cours  de  Mathématiques  spéciales  pourra,  nous 
l'espérons,  leur  être  de  quelque  utilité  pour  la  préparation  de 
leurs  examens.  Nous  avons  placé  dans  le  corps  de  l'Ouvrage, 
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ainsi  qu'au  Chapitre  final,  un  grand  nombre  d'exercices,  accom- 
pagnés d'un  aperçu  des  solutions  qu'ils  comportent.  En  travail- 
lant CCS  exercices,  les  candidats  à  FËcole  Polytechnique  et  à 
l'École  Normale  se  perfectionneront  dans  la  connaissance  de 
leurs  cours.  En  même  temps,  ils  s^habitueront  à  résoudre  les 
questions,  si  diverses,  qu'on  leur  propose  dans  les  examens 
auxquels  ils  se  destinent. 

M.  Neuberg,  professeur  à  l'Université  de  Liège,  a  eu  la 
grande  obligeance  de  relire  avec  moi  les  épreuves  de  cette 
édition.  Il  a  bien  voulu,  à  ce  propos,  me  communiquer  de 
nombreuses  et  utiles  observations.  Qu'il  me  permette  de  lui 
adresser  ici,  pour  toute  la  peine  qu'il  s'est  ainsi  donnée,  Tex- 
pression  de  ma  bien  vive  et  très  affectueuse  reconnaissance. 


Leçons  d'Algèbre,  à  Tusage  des  élèves  de  la  classe  de 
Mathématiques  spéciales  et  des  candidats  aux  Ecoles  du 
Gouvernement^  par  M.  E,  Amigues,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Normale  supérieure,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  et  chargé  d'un  Cours  complé- 
mentaire à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille.  Paris, 
Félix  Âlcan^  1890.  Prix  :  lo'^'. 

PRÉFACE. 

Ce  Livre  s'adresse  surtout  aux  candidats  à  l'École  Polytech- 
nique et  à  l'École  Normale  supérieure.  C'est  indiquer  claire- 
ment les  matières  qu'on  y  traite.  Reste  à  expliquer  comment 
on  les  a  traitées. 

Nous  n'avons  jamais  perdu  de  vue  qu'il  importe  d'étudier  les 
procédés  et  d'en  pénétrer  l'esprit,  et  non  d'apprendre  beau- 
coup de  résultats,  le  nombre  des  théorèmes  fondamentaux 
étant,  après  tout,  fort  restreint.  Pour  s'en  assurer,  le  lecteur 
n'a  qu'à  examiner  le  Chapitre  des  séries,  ou  bien  encore  la  fin 
du  Chapitre  relatif  au  théorème  de  Descartes. 

Nous  avons  adopté  sans  réserve  les  habitudes  de  rigueur  qui 
ont  enfin  prévalu  dans  l'enseignement,  et  dont  Cauchy  a  donné 
le  premier  exemple;  mais  nous  avons  fait  tous  nos  efforts  pour 
demeurer  clair  et  simple. 

Nous  n'avons  pas  hésité,  pour  certaines  démonstrations,  à 
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opérer  sur  des  exemples  particuliers;  mais  nous  ne  l'avons  fait 
que  dans  les  cas  où  la  généralité  du  théorème  est  absolument 
manifeste.  Cette  méthode,  qui  est  sans  inconvénient  dans  les 
cas  que  nous  signalons,  a  l'immense  avantage  de  rendre  inutiles 
ces  notations  surchargées  dont  Teffet  le  plus  clair  est  de  dé- 
tourner de  Tobjet  principal  l'attention  de  l'esprit,  et  par  là 
même  de  lui  masquer  le  point  décisif  de  la  question.  « 

Toute  considération  géométrique  a  été  rigoureusement  exclue 
des  démonstrations.  Nous  avons  donné,  il  est  vrai,  quelques 
interprétations  géométriques;  mais  elles  ne  figurent  qu'à  titre 
d'éclaircissement,  et  le  lecteur  peu  familier  avec  la  Géométrie 
analytique  pourra  les  négliger. 

Enfin,  si  nous  avons  indiqué  à  la  fin  de  certains  Chapitres 
un  grand  nombre  d'exercices,  en  revanche,  dans  le  corps  de 
l'Ouvrage,  nous  n'avons  donné  d'applications  et  d'exemples 
numériques  que  lorsque  la  clarté  l'exigeait.  Mais,  dans  ces  cas, 
fort  rares  d'ailleurs,  nous  avons  beaucoup  insisté.  Le  lecteur 
pourra  s'en  convaincre  en  examinant,  par  exemple,  la  défini- 
tion de  la  dérivée. 

Dans  la  partie  la  plus  difficile  de  notre  tâche,  c'est-à-dire 
dans  le  Livre  II,  nous  nous  sommes  souvent  inspiré  de  l'excel- 
lent Ouvrage  de  M.  Tannery  (>).  Pourtant,  dans  la  question 
si  délicate  des  nombres  incommensurables,  nous  avons  cru 
devoir  adopter  la  méthode  de  M.  Heine,  qui  consiste  à  partir 
d'une  suite  illimitée  de  nombres  et  de  la  définition  de  la  limite 
donnée  par  Cauchy  (*). 


Cours  d'Algèbre ^  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de 
Malhématiqucs  spéciales  et  des  candidats  à  TÉcole  Nor- 
male supérieure  et  à  l'École  Polytechnique^  par  M.  B. 
Niewenglowski,  docteur  es  sciences,  ancien  élève  de 
rÉcole  Normale  supérieure,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand,  membre  du 


(»)  Introduction  à  la  tliéorie  des  fonctions  d'une  variable. 
Paris,  1886. 

C)  Cours  d'Analyse  de  V École  royale  Polytechnique.  Paris, 
1821. 
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Conseil  supérieur  de  Tlnslruction  publique.  Tomes  I 
et  II.  Paris,  Armand  Colin  et  C*®;  1890.  Prix  :  12*'. 

PRÉFACE. 

La  partie  du  programme  des  connaissances  exigées  des  can- 
didats à  rÉcole  Polytechnique  qui  porte  le  titre  :  Algèbre, 
contient  des  compléments  de  TAlgèbre  élémentaire,  de  TAlgèbre 
supérieure,  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral.  Le  pré- 
sent Ouvrage  est  le  développement  de  ce  programme. 

La  théorie  générale  des  fonctions  a  fait,  dans  ces  derniers 
temps,  des  progrès  considérables  ;  on  ne  peut  se  dispenser  d'en 
tenir  compte  dans  l'enseignement,  d'où  la  nécessité  de  modifier 
un  certain  nombre  de  démonstrations. 

Je  me  suis  préoccupé  avant  tout  de  la  rigueur  des  raison- 
nements; mais,  dans  l'enseignement,  ce  que  l'on  gagne  en 
rigueur,  on  risque  souvent  de  le  perdre  en  simplicité;  je  sais 
aujourd'hui  combien  était  périlleuse  la  prétention  de  réunir 
ces  deux  qualités,  la  tâche  étant  peut-être  au-dessus  de  mes 
forces.  Aussi  accueillerai-je  avec  la  plus  vive  reconnaissance 
les  critiques  que  les  lecteurs  voudront  bien  m'adresser,  et  je 
m'efforcerai  d'améliorer,  s'il  y  a  lieu,  dans  une  nouvelle  édi- 
tion, les  parties  qui  m'auront  été  signalées  comme  étant  défec- 
tueuses. 

Je  n'ai  tracé  aucune  courbe  pour  représenter  la  variation 
des  fonctions.  Dans  le  Cours  d'Algèbre,  on  ne  peut  indiquer 
pour  cet  objet  qu'un  graphique  fort  incomplet,  attendu  qu'on 
ne  peut  encore  déterminer  le  sens  de  la  concavité  ni  tracer  les 
asymptotes;  d'autre  part,  si  le  professeur  a  besoin  de  con- 
struire, dans  le  Cours  de  Géométrie  analytique,  les  courbes 
représentant  les  fonctions  étudiées  en  Algèbre,  la  solution  de 
cette  question  importante  pourra  être  donnée  complètement, 
et  les  élèves  auront,  par  surcroit,  l'occasion  de  repasser  des 
matières  déjà  étudiées. 

Le  texte  a  été  imprimé  avec  deux  caractères  différents,  les 
plus  petits  ayant  été  réservés  à  des  compléments  ou  à  des 
questions  qui  ne  figurent  pas  explicitement  dans  les  pro- 
grammes, mais  dont  la  lecture  pourra  être  utile  aux  bons 
élèves. 
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NOTE  SUR  L'ÉQUATION  DEULER  ET  DE  POISSON; 

Par  m.  Lucien  LÉVY. 


M.  Darboux  a  démontré  {Comptes  rendus,  t.  XCV, 
p.  69)  pour  les  équations  de  la  forme 

,  ,                                    ô'^z         m(\  —  ni)z 
(I)  . =  — 2 '-^. 

'  dxdy         (x  —  y)^ 

et  M.  Appel I  a  étendu  [Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiqueSj  2*  série,  t.  VI,  p.  3i4)  aux  équations 

Jl±-^-ï—.îl  P       dz  _ 

^    '  Ox  dy       X  —  y  dx        x  —  y  ày 

uu  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  Von  a  obtenu  une  solution  quelconque 

de  V équation  (2),  on  pourra  en  déduire  la  solution 
plus  générale 

a,  6,  c,  d  désignant  des  constantes  quelconques. 

Je  dis  que  cette  propriété  est  caractéristique  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  qui  peu- 
vent se  ramener. à  la  forme  (2).  En  d'autres  termes,  si 
Von  a  constaté  qu  une  équation  aux  dérivées  par-  ' 
tielles  du  deuxième  ordre  admet  en  même  temps  que 
la  solution  ^{x^j)  la  solution 

(ax-\-b)-?{ay-h  b)-?'o[ -,  ,  -^ j     , 

Ann,de  Afathémat.,  3« série,  t.  VÏII.  (Décembre  1889.)      35 
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oii    a^  b^  Cj  d   désignent  des   constantes  quelconques, 
cette  équation  a  nécessairement  la  forme 

d^z  S'      ()z  3       dz 

•^  '        ^       — -  =  o. 


dx  ôy        X  —  y  àx        X  —  y  ày 
Soit,  eneflet,  réqualiou 

dx*  ox  Oy  oy* 

fi"  fi" 

Ox  oy 

i®  Je  vais  exprimer  qu'elle  admet,  en  même  temps 

que  la  solution 

z  =  o{x,y), 

toutes  les  solutions  comprises  dans  la  formule 

où  x'=x — A  et  y  =  j'  —  X,  A  étant   une   constante 
quelconque.  Remarquoni  pour  cela  que 

â^-^^Zi   __    (n-^^Zj 
ôx^'ôy?  ~~  dx'^  ây"^  ' 

Je  puis  donc,  pour  exprimer  que  Zt  est  solution  de 
l'équation  (3),  me  borner  à  remplacer  dans  cette  équa- 
tion X  par  A-f-x',  y  par  )x+jk'i  enlacer  les  accents 
donnés  aux  variables  et  l'indice  de  S|,  et  exprimer  que 
l'équation  ainsi  obtenue  admet  les  mêmes  solutions  que 
l'équation  (3).  Désignons  par  A',  B',  C,  ...  ce  que  de- 
viennent les  coefiîcients  A,  B,  C,  ...  quand  on  y  rem- 
place X  par  "k  -\-  X  cl  y  par  X  -+- r.  La  nouvelle  équation 
sera 

-H  D'  ^  -r-  !•:'     -  -^-  V'z  -h  G'  r=  o. 

I  (J.r  (iy 

Pour  que  cette  équation  ait  les  mûmes  solutions  que 
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l'équalion  (3),  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  coefficients 
soient  proportionnels  5  nous  laissons  de  côté  le  cas  où  la 
solution  d'où  Ton  part  serait  fonction  de  x — y  seule- 
ment, ce  qui  peut  arriver  pour  un  groupe  de  solutions, 
mais  non  pour  toutes  les  solutions  de  l'équation  (3).  On 
aura  donc 

ir  _  H  C       G  12'  _  ï^ 

V  ~  Â'         A '  ~  Â'  V  ~  \' 

.  B     (^ 

Je  dis  qu'il  en  résulte  que  tous  les  quotients  -r^  -^^  *" 

hont  des  fonctions  de  x  — y.  Posons  en  elfet 

on  devra  avoir 

ou,  en  supposant  que  la  fonction  /{oc^j)  soit  dévelop- 
pable  par  la  formule  de  Taylor, 

Cette  égalité  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  valeur 
de  ).,  il  en  résulte 


o.r        a  Y 


et,  par  suite, 


df  —  ~-  dx   i-  ---  dv  —  -  —  (  dx  —  dy)=  -;-  d\  x  —  r  K 
•^        ôx  ôy    '         ôx  '    '       dx 

f{oc,y)  est  donc  bien  une  fonction  de  x — y. 

2"  jNous  pouvons  donc  supposer  que  les  coefficients 
A,  B,  C,  .  . .  de  l'équation  (3)  sont  tous  des  fonctions 
de  X  — y.  Je  vais  exprimer  que  cette  é(|uation  admet,  en 
même  temps  que  la  solution 
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toutes  les  solutions  cont(*nucs  dans  la  formule 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire.  Nous  poserons 


encore 


X  =  ax, 


Nous  aurons  ici 


On  en  conclut,  par  un  raisonnement  analogue  au  pré- 
cédent, que  les  deux  équations  suivantes  devront  être 
vérifiées  en  môme  temps 

,   d^z       „    d^z         ^d^z       -^dz        ^  dz        „  ^ 

A^  T-:  -^-  B  -7 — -  -f-C^---+-D3-H-E-r i-Fi;-+-G  =  o, 

âx^  dxoy  cj/  ox  oy 

a*  A  - — -  -i-  a^  li  —  H-  a*  Ci   -7 — : 

dx^  dxày  dy^ 

_^rtD'^-+-a'E'^  -4-F';:-t-G'  =  o, 
àx  oy 

en   désignant  par  A',  B',  C,  ...  les  valeurs  prises  par 
les  fonctions  A,  B,  C,  ...  quand  on  y  remplace  x  al  y 


X        y 
par  -  et  —  • 
*^       a       a 

On  déduit 

de 

là 

A 

A' 

A 

A 

f/*A' 

H        G 
B'        C  ' 

D         M 
\y      E'  ' 

F        G 
F'        fV 

Posons 

•M^- 

-..-,= Il 

et,  par  suile, 

.-r- 

..V\_H' 

) Kl 
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Nous  devons  avoir,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée 


a  <t, 


^C^-^)=H^-y)- 


Il  faut  donc  que  ^  (^)  soit  indépendante  de  a, 

c*est-à-dire  constante. 
Soit  de  même 


on  devra  avoir 

Faisons 
il  vient 


De  même, 

E  A' 


A        x—y 

F         G 
Un  raisonnement  analogue  montre  que  t  ^^  T  ^^'^' 

des  fonctions  de  la  forme  —  :  Téquation  proposée 

devient  donc 

^    d'^Z          ^     ÔiZ  ^  0^'Z  D         ôz 

A  -r-r  -4-  B  ^ : h  G 


;       ^*^*  Ox  ôy  ôy"^       x — y  àx 

^^        ^  E       ()s  F  G 

H h  Z  -h   =  o  : 

les  lettres  A,  B,  C,  ...  désignent  maintenant  des  quan- 
tités constantes. 

3**  Je   vais  enûii  exprimer  que   Téquation  ci-dessus 

admet,  avec  la  solulion 

z  =  o{x,y), 
la  solution 

zi  =  ^'^  r^'c&i  (  - ,  -  ). 
*     '    \^  y/ 
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Posons  encore 


nous  aurons 


vit' 


'^*-.      ,*-.  ^*'-,  _^!ii. 


^«^ — Z  y* 


dx  ày       ~        *^  dj^'  dj'' 

•^  dy  -^  dy  *^  * 

d*5,  /     ,,    .  à^^x 

dr-  "^        dr'2 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  écrivons 

—,  et  —,  au  lieu  de  .r  et  de  r,  efiacons  les  accents  et  écrî- 

X        y  j  T  . 

vous  ::  au  lieu  de  0\  ;  nous  ol)Lenons  la  nouvelle  équa> 
tion 

ôx^  "^  t)xôy 

« 

d*  ::  r-  v^ 

+  Cx-*K*-«-'^-f-...-+-G  -     ■      ^,  =o. 

Cette  équation  doit  admettre  les  mûmes  solutions  que 
la  proposée  :  il  faut  donc  que 

A  "'  15  "  f^  "" (j 

Ces  quatre  rapports  ne  peuvent  être  égaux  sans  que 
trois  des  quatre    coefficients   soient   nuls  :     d'où    deux 
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hypothèses  possibles,  puisqu'on  ne  peut  évidemment 
annuler  en  même  temps  A,  R  et  C. 

i»  B  =  C  =  G=o,  A  =  i. 

L'équation  transformée  ne  peut  dans  ce  cas  être  iden- 
tifiée avec  l'équation  j)roposée. 

a«  A  =  C  =  G  =  o,  B=i. 

L'équation  transformée  devient 

\      x—y  ^        J  ôY 

(J-— ^)*  x—y 

En  l'identifiant  avec  Téquation  (5),  nous  obtenons 
les  trois  identités  suivantes  : 


E  Ev 


— /.r-». 


^  —  K  X^X  —  )'  ) 

F  Fx^>'/'  AL)  A'E 


(>— ^)-        Kx — )')■-        yKx—Y)        x{x—y) 

On  déduit  de  là 

/  D  =  A\ 

'   F  =  o, 


T-U'-c  »  )-» 


ou 

/'  =  D  =  o. 
—  A-  =  M  =  o, 
F  indélerminé, 
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d'où  les  deux  équations 


d^z  k      àz  k       dz^  _ 


dxày       X — y  dx       x — y  ày 

ou 

d^z  F 

r 1 -5  =  0. 

ox  oy       (37 — y  y 

La  dernière  équation  se  déduit  de  la  précédente  si  Vovl 
y  suppose  k=z  V  (voir  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie 
des  surfaces  y  t.  II,  p.  56).  On  trouve  donc  dans  tous 
les  cas  une  équation  d'Euler  et  de  Poisson,     c.  q.  f.  d. 


SUR  LES  ÉQUATIOIVS  AUXQUELLES  CONDUIT  LE  PROBLÈME 
DE  LA  DIVISION  DES  ARCS  EN  TRIGONOMÉTRIE; 

Par  m.  Cii.  BIEHLER. 


1 .  Nous  nous  proposons  de  démontrer,  par  voie  pure- 
ment analytique,  la  réalité  de  toutes  les  racines    des 

quatre  équations  dont  dépendent  cos  —  et  sîn  —  quand 

Qosa  ou  ûna  sont  donnés. 

Nous  ferons  usage,  pour  cela,  de  la  proposition  sui- 
vante : 

L' équation  de  degré  m 

V,„  =  (a: -4- v/;^^^)"' -f- (^  — /^«^  i)*"  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  —  \   et 
-f-i. 

Cette  propriété  résulte  immédiatement  de   la   rela- 
tion 
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qui  lie  trois  fonctions  V;  elle  montre  que  la  suite  V^, 
V;„_,,  ...,  Vo  constitue  une  suite  de  Sturm;  pour 
x-= —  1 ,  cette  suite  ne  présente  que  des  variations,  ei, 
pour  a:  =  H- 1 ,  que  des  permanences. 

Cela  posé,  étudions  T équation  qui  donne  cos  —  >  quand 

on  connaît  cos  a. 

I.  —  Equation  qui  donive  cos— >  étaht  donné  cos  a. 


2.  Nous  partirons,  pour  la  former,  de  la  relation 

/        a        .  .    aX^f*      /        a        .  .     a\'« 

2C0sa  =  (  cos h  t  sin  —  )    -f-  (  cos i  sin  —  )    • 

\        m  m/         \       m  m/ 

En  posant 


cosa  =  A,         cos —  =  X, 

m 


elle  devient 
OU  bien 

\m —  îA  =  G. 

Soit  ^(x)  le  premier  membre  de  cette  équation 

*(a7)=V,„-2A, 
d'où,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

Désignons  par  ai,  aj,  . . . ,  a/^i  les  m  racines  réelles  et 
inégales  de  Téquation  Vto=  o  et  par  6|,  6t,  . .  -,  6^-1 
les  m — I  racines  de  Téquation  dérivée  V',^=o',  ces 
racines  sont  aussi  réelles  et  nous  les  supposerons  rangées 
dans  l'ordre  croissant  de  grandeur.  Nous  allons  établir 
que  ces  quantités,  qui  sont  aussi  les  racines  de  ^'(x)  =  o, 
substituées  dans  ^(.r),  donnent  des  résultats  alternati- 
vement de  signes  contraires;  d'après  un  théorème,  con- 
séquence du  théorème  de  RoUe,  on  aura  ainsi  établi  que 
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toutes  les  racines  de  l'équation  ^(x)=o  sont  réelles 
et  inégales. 
De  Tégalité 

on  tire 

V',„=  -^i_[(^+v'F=7)"'-(a--v'iï^r"]. 

Si  donc  6  est  Tune  quelconque  des  racines  de  V^,^  =  <j, 
on  aura 

v,„(ê)  =  (6-+-/62-zr,y«+(6_^g7i:;)' 

ou  bien,  en  ajoutant, 

Or  la  première  égalité  donne  aussi 
à  cause  de  la  relation 


\ni 


g_-^g2_,= 


6_Hs/62-i' 


par  suite. 


et 


Or  les  quantités  V,„(6i),  V„;(6^),  .  .  .,  V,„(6,„_,  ), 
d'après  le  théorème  de  Roi  le,  ne  présentent  que  des  va- 
riations^ maïs  V;,,=  o  a  une  seule  racine  entre  —  i  et  6i  : 
c'est  la  racine  (|ue  nous  avons  désignée  par  a<  ;  par  suite, 

Vm(— I),     V,„(6i),     V,„(Sj),     ...,    V,„(  S,„_.,),     V„i(-hn 

oui  les  signes  de 

r-i)'",    (— 1)/«-«,    (-ir* (—1),    -r-i. 


On  a  donc 


par  suite, 


(    OOD    ) 

V„,(g,)  =,.(_,)/«-», 

V',/,(-4-l)=  2; 
*(6,)         =>[(  -,)m-l— A], 

*(^i)     =9.[(-hi)       —A]. 

A  étant  eu  valeur  absolue  plus  petit  que  1,  les  seconds 
membres  n'oll'rentquc  des  variations;  par  suite,  Téqua- 
tion  <I>(.r)=o  a  toutes  ses  racines  réelles;  la  première 
et  la  dernière  des  égalités  montrent  de  plus  que  toutes 
ces  racines  sont  comprises  entre  —  i  et  -4-  i . 

3.  Cberchons  maintenant  à  quelle  condition  doit  sa- 
tisfaire la  quantité  A  pour  que  l'équation  <I>(j:)=«» 
ait  une  racine  double.  Il  faut  pour  cela  que  <l>(x)=  o 
et  <t'(x)  =  o  admettent  une  racine  commune.  Soit  a 
celte  racine,  on  devra  avoir 

d'où  Ton  lire 


•1  (  a  -H  v^^ '  ^  '  —  ^  A    -  o. 

Mais  la  seconde  équation  nous  donne 


2/1/ 

—   I. 


d*où 
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Il  faut  donc  que  A  ==  dt  i  pour  que  l'équation 
(j:)=  o  ait  une  racine  double. 

Cette  condition  est  aussi  suffisante,  car  alors 

Si  m  est  pair, 

Si  A  =  i,  la  quantité  entre  parenthèses  est  de  la 
forme 

cp(a:)  étant  un  polynôme  entier  en  x-^  par  suite, 

toutes  les  racines  de  <î>(x)  =  o  sont  donc  doubles,  excepté 
les  racines  —  i  et  -h  i . 

Si  A  =  —  I ,  la  quantité  entre  parenthèses  est  un  po- 
lynôme entier  de  degré  —  ;  par  suite,  toutes  les  racines 

sont  doubles. 

Si  m  est  impair,  nous  voyons  que  les  racines  S|, 
62 )  •••>  6/n_i  de  Téquation  dérivée  ^'(a:)=o,  prises 
de  deux  en  deux,  annulent  ^(x),  car  nous  avons  trouvé 
les  formules  générales 

4>(-i)     =2[(-iV«     -A], 
<t>(6,)       =2[(- !)'«->- A], 


*(6;„_0=a[(~i)       -A], 
<i>(H-i)     =2[(-^l)        -A]. 

Ces  égalités  nous  montrent  que,  si  A  =  i, 
c^(6,)=o,        *(63)=o,        *(6,„_j)=o,        *(i)  =  o: 

les  — -—  racines  6i,  63,  .  .  .,  S/n-2  de  réquation  dérivée 


(  5^7  ) 
satisfont  donc  à  réquatîon  ^(a:)  =  o;  par  suite,  <î>(x)  =  o 

admet  les racines  doubles  6|,  63,  • . . ,  êm-2  et  la 

racine  i  qui  est  simple. 

Si 

A=  — I,        *(— i)=o, 

*(^i)=o,         *(6v)  =  o,         *ï>(6„i_,)=o, 

les  racines  6,,  6^,  .  . . ,  êm-\  sont  donc  racines  doubles^ 
de  plus,  —  I  est  racine  simple  de  l'équation  ^(a:)  =  o. 

II.  —  Equation  qui  noifiiE  cos  — ?  étant  donné  sina. 

4'.  Cette  équation  se  déduit  immédiatement  de  la  for- 
mule 

/        a        .   .     «X"*      /        a        .  .     a\"» 

2  c  sin  a  =  (  cos h  i  sin  —  )    —  (  cos e  sin  —  )    • 

\       m  mj         \       m  m/ 

Elle  devient,  en  posant  sina  =  B, 


a 
cos  —  =  :r, 
m 


2»B=(a?-+-v/ar»— 1)'"  — (37  — y/a:»— ï) 
ou 


m 


lia  = 


y'fn  sjx'^  —  I  —  2/ntB  ==  o. 

Cette  équation  est  irrationnelle;  l'équation  rendue 
rationnelle  est  donc 

V'^î(i— a:»)— 4m«B«=o. 

Soit  W(a:)  le  premier  membre  de  cette  équation, 

\r(ir)=V;j(i  — :rî)— 4m«Bî. 

Nous  allons  démontrer  que  ^'(x)=  o  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles. 
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Formons  pour  cela  la  dérivée  W\x) 

tt"(:r)=2V'„,V;„(i--x«)-~aarV;« 
ou 

r(ar)='iV;jV';„{i-:rî)~;rV;j. 

Or  on  sait  que  le  pol vnôme  V„|  satisfait  à  l'équalion 
différentiel  hî 

(I  -  xi)\:„-  ^V;„-4-  m«V,„  =  o: 
^ar  conséquent, 

et,  par  suite, 

Les  am  —  i  racines  de  Téquation  M^'(a:)=  o,  rangées 
dans  Tordre  croissant,  sont  donc 

Or  les  quantités  S  substituées  dans  le  premier  membre 
de  Téquation  W(x)=  o  donnent  toutes  —  ^Jm^B^,  par 
conséquent  un  résultat  négatif. 

Pour  établir  que  toutes  les  racines  de^(x)=:  o  sont 
réelles,  il  sufGt  de  démontrer  que  les  quantités  a,  racines 
de  V„i=  o,  rendent  ^""(x)  positif. 

Soit  a  Tune  quelconque  des  racines  ai,  Œj,  . .  . ,  a„  ; 

Or 

o --.- (a  H- v/^^^^~~i  r -^(a  -  v/?^~;)'"  ; 
d'où 

/fi 
par  suite, 
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Maïs  r identité 

nous  montre  que 

(1*011 

ou  enfin 

^(a)  a  donc  pour  valeur 

^(a)  est  par  suite  positif. 

Les  racines  de  Téqualion  ^'(a:)  =  o  sont  donc  toutes 
réelles  et  donnent,  quand  on  les  substitue  par  ordre  de 
grandeur  dans  ^F(x),  des  résultats  alternativement  de 
signes  contraires;  on  en  conclut  que  toutes  les  racines 
de  W(x)=  o  sont  réelles  et  inégales. 

o.   Clierchons  la  condition  que  doit  remplir  B  pour 
que  Téquation  W(x)=  o  ait  une  racine  double. 
Nous  avons  trouvé  l'expression  de  ^"'(.r), 

Si  c'est  une  racine  6  de  l'équation  ^^- (.r)=:  o  qui  ap- 
partient à  ^(j:)  =  o,  on  devra  avoir  B  =  o;  par  suite, 
^*(x)  se  réduit  à 

v;,î(i-^2); 

toutes  les  racines  6<,  êo»  •  •  •  ?  ^w-i  sont  doubles  et  Té- 
quation  admet  deux  autres  racines  qui  sont  -+-  i  et  —  i . 
Si  c'est,  au  contraire,  une  racine  a  de  V,„=:=  o  qui  sa- 
tisfait à  ^I^"^- )  =  ^9  ^^  ^^^^ 


(  56o  ) 
d'où 

2iB  =  2(a  -f-/a*— i) 


m 


Mais  on  a  aussi 

(a-f-/a2— i)*'"-Hi  =  o; 

par  suite, 

B«  =  i        ou        B=±i. 

Supposons  B-  =  I  et  formons  dans  ce  cas  la  fonction 

ou 

xïr(ar)  =  (v;„/r=^*-a/n)(V'^/i-ar«4-am); 

on  peut  écrire  cette  équation 
et,  si  l'on  remplace 


V'„/^ï^i 


m 


par  sa  valeur  qui  est 

(-,,  H_  yÇIZll)'"  -  (a?  -  v/5^'=^)'", 

il  viendra 

_  _L  iir(r)=     [(ar-Hy/i^^)'"  — (ar-Zâ^»^)"'—  lit] 


OU 


(  5<5.  ) 
ce  qui  peut  s'érrîrc  encore 


>  t 


(x  --v/^»-+-i)' 
ou 


OU  enfin 


-  2_ii-(^)=[(a:-+-v/:rî-i)"'-+-(:r-/^;rZ7)'«]V 

On  voit  donc  que,  dans  le  cas  où  B2=  i,  toutes  les 
racines  de  l'équation  V(x)=  o  sont  doubles  et  égales 
aux  racines  a  de  l'équation  \ m  =  o. 


m.  —  Eqcation  qui  donne  sin  —  >  étant  donné  cos/z. 

m 


6.  L'équation  qui  donne  sin  —  quand  cosn  est  donné 
se  déduit  de  la  foE*niule 


(et           .    .      (1  \"-        i           f*  .    .      t*   \ 

cos \-  i  sin  —  )     -+-  (  co? i  sin  —  ) 
m               m  J 


t  sin  —  1 

m  '     m  I 


■  Soit,  comme  précédemment, 


cosr/  —  A,         sin  —  —-  x\ 

m 


réquation  précédente  devient 


a  A  rt:  (/i  -  .r^H-  !>)'"  H-(v/ï  -  .r*—  ex)'" 
ooil 

u,„  =  (v/,T-r«-+-  />)'"+ (A'^^^  -  '>)"'• 

/l/iw.  f/e  Mathémat.,  3*  série,  t.  VIII  (Décembre  1889).       36 
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Si  în  est  pair, 


m 


ou 


m 


U,„=(-i)«V„.. 

L'équation 

U;n—  2A  =  o 

devient  donc  dans  ce  cas 

m 

OU 

m 

V,„-9,(-i)"«A-o. 

C*est  l'équation  ^(x)=  o  traitée  tout  d'abord. 
Si  m  est  impair, 

ce  qui  donne  pour  l'équation  cliercliée 

(^  H_/^;rzri)"*_(;r  —  v/;r2—  i)'"—  2  A  i"*  =  o 
OU 

V'„,  /a:* —  I  —  -2  /?i  A  i"*  =  o, 

m  — 1 

V',«/i— '^*— îim(-i)    »    A  =  o, 
qui  fournit  l'équation  rationnelle  de  degré  a  m 

qui  a  été  étudiée  en  second  lieu. 


IV.   —  Étant  donné  sin  «,  trouver  sin  — 


7.   Si  l'on  pose 


sina=B,         sm — =  a-, 

m 
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l'équation  dont  dépend  sin  —  est 


•2 1 B  =  (/i  —  j-* -+-  ixY'  —  (  ^i  —  r« ~  *>)'". 
Si  /7i  est  pair,  elle  devient 

> 


ou 


J!  t  B  -^  \,„ 


,    /ar«  — 


I 


m 


ou  enfin 

écjualion  qui  a  élé  étudiée. 
Si  m  est  impair, 

•..  i B  =  [( r  4- /.;ï3T)'" -h  (:r  - /^n^i)'"  ]  £' 
ou 

rn-\ 

ou  en  lin      ♦ 

m   -  l 


r7« 


V,;.-2(-l)      î       B   =   0, 

qui  n'est  autre  que  la  première. 

Les  conditions  dans  lesquelles  ces  équations  admet-^ 
tant  des  racines  multiples  sont  donc  les  mêmes  que  celles 
qui  ont  été  trouvées  dans  les  deux  premiers  cas. 
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CALCUL  DE  LA  CAPACITÉ  ÉLECTROSTATIQUE  DE  DEUX  FILS 

TÉLÉGRAPHIQUES  PARALLÈLES; 

Par  m.  J.-B.  POMEY. 


Nous  calculerons  cette  capacité  pour  Tunité  de  lon- 
gueur. Le  problème  est  donc  ramené  à  un  problème  de 
Géométrie  plane,  car  on  peut  faire  abstraction  dans  le 
calcul  de  la  dimension  parallèle  à  Taxe  des  fils. 

Formons  d'abord  Téquation  de  Laplace  en  coor- 
données bipolaires.  Nous  exprimerons  que  le  flux  de 
force  total  qui  sort  d'un  élément  de  surfa^cc  est  nul.  Cet 
élément  de  surface  sera  le  petit  parallélogramme  compris 
entre  les  quatre  cercles  décrits  des  pôles  O  et  O'  respec- 
tivement avec  les  rayons  r,  r-h  rfr,  /*',  /■'-h  dr' ,  Soient 
donc 

O  et  O'  les  deux  pôles; 

a  leur  distance  ; 

cp,  6,  6'  les  angles  du  triangle  qui  a  pour  côtés  a,  /'',  r,  et 

respectivement  opposés  à  ces  côtés  ^ 
enfin  V  le  potentiel. 

L'un  des  côtés  du  parallélogramme  élémentaire  a 
pour  longueur 

ôr 

La  force  normale  à  ce  côté  a  pour  intensité 

dS       d\       à\ 

-r-    =    --■    -+-    --7COSO. 

dr         Or        Or 
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En  tenant  compte  des  relations 

/•'*  =  r*  -f-  a*  —  lar  cos  6, 

r     _    '*'     _     ^ 
sin6'  ~~  sinO  ""  sinçp 

on  voit  que  le  flux  de  force  qui  traverse  ce  côté  a  pour 
expression 

\ôr         or  '/sincp 

Le  flux  qui  traverse  dans  le  même  sens  le  côté  op- 
posé a  pour  valeur  l'expression  précédente,  augmentée 
de  sa  diiFérentielle  relative  à  un  accroissement  de  r  égal 
à  dr. 

Or  la  relation 

a*  =  r*  -h  r'*  —  'i  rr'  cos  o , 

diflérentiée  par  rapport  à  r  et  y,  puis  /•'  et  ç,  donne 

c?cp        r'  costp  —  r  f>©        r  coscp  —  r' 

dr  rr' sincp  dr'  rr'sinç 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  la  difle- 
rentielle  du  flux  précédent,  et  sommant  les  flux  qui  tra- 
versent les  quatre  côtés  du  parallélogramme  élémen- 
taire, on  trouve,  pour  Téquation  de  Laplace,  au  facteur 

dr  dr'      , 

—: près, 

sino    * 

ôr^         dr*  ôrôr  'xrr  r  or         r    or 

Posons  V  =f(^u). 
Pour  u  -=  r,  on  a 


V^  Alogr-i-B 


Pour  u  ~-  r^  — •  7*'^,  on  a 
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Pour  II  =  r  -\-  /•',  on  a 

V  =  A  log(a  H-  /m* —  a»)  h-  B. 

Ou  obtient  ainsi  les  solutions  qui  répondent  à  des 
cylindres  circulaires  concentriques,  à  des  plans  paral- 
lèles, à  des  cylindres  Iioniofocaux. 

Nous  allons  employer  la  solution  V  =  A  log— ,  -+-  B. 

Soient 

A,  B,  R,  IV,  d  les  centres,  les  rayons,  la  distance  des 
centres  des  deux  cercles  de  section  droite  par  un  niètnc 
plan  des  deux  fils  télégraphiques  parallèles; 

—  =  Ci,  -  =  Cj  les  é(|uations  de  ces  deux  cercles; 

V,,  \.2  les  potentiels  des  deux  iils-, 

T  la  densité  en  un   point   M   de  Tun  des   (ils,   A  par 

exemple; 
du  réiément  de  normale  extérieure  en  M; 
erangleMAO; 
•]/,  ^'  les  angles  de  dn  avec  ()M  et  MO'. 


On 


aura 


V  =  -î — TT-^  lop  -  -r-  Vs  loj;  C,  —  lojr  Cj, 


vi,  d'après  ré(|uation  de  Coulomb, 

d\  0\  dr        à\  dr 


\TZ'S 


dn  dr  du        dr   dn 


ou 


_  I    Vi  —  Vj  /ros^j;         cosiJ^'X 

•'V  /' 

La  quantité  d'électricité  répartie  sur  l'unité  de  Ion- 


(  '^«7  ) 
gueur  du  cylindre  A  a  pour  expression 

0 

Or  on  a 


•   =  27:,  f        -, '-  =  o. 


bn  ellcL,  -^ — ~  est  1  angle  sous  lequel  on  voit  du 

point  O  rëlënient  Rrfô.  Comme  le  point  O  est  inté- 
rieur au  cercle,  la  somme  de  ces  angles  est  2  7r. 

De  memcy -, — ^  est  1  angle  sous  lequel  on  voit  du 

point  O'  Télément  R^8.  Comme  les  éléments  du  cercle 

se  masquent  Tun  Tautre,  O'  étant  extérieur,  la  somme  de 

ces  angles  est  nulle. 

Donc  il  vient 

V,-V, 


I      ^^ 

'>  lOf  

^  G, 

Or,  si  Ton  peut  supposer  les  diamètres  des  fils  infi- 
niment petits  par  rapport  à  leur  distance,  on  voit  que 
Ton  a 

a  =  t/,  Cl  =  —  f  Gt  =  rr  > 

a  R 

et  la  capacité  par  unité  de  longueur  est  alors 


1       ^' 

2  log 


RR' 


(  r>()8  ) 


II\B  APPLICATION  DES  COORDONNÉES  PARALLÈLES; 

Par  m:  m.  d'OCAGNE. 


Au  cours  de  ses  intéressantes  recherches  géométriques 
sur  les  figures  imaginaires,  M.  Tarry  a  rencontré  le 
théorème  suivant  : 

Si  les  sommais  M  et  N  d'un  triangle  MjVP  de  simili^ 
tude  constante,  dont  le  côté  MN  env^eloppe  une  courbe 
fie  classe  m ^  décrivent  deux  droites  parallèles,  le  som- 
met P  décrit  une  courbe  d'ordre  m. 

M.  Tarry,  eu  nous  communiquant  ce  théorème  qu'il 
a  obtenu  par  voie  synthétique,  ajoutait  que  sa  démons- 
tration analytique  devait  sans  doute  se  prêter  à  Temploi 
de  nos  coordonnées  parallèles. 

Nous  allons  faire  voir,  en  ellet,  que  cette  démonstra- 
tion s'obtient  très  simplement  par  Femploi  combiné  des 
coordonnées  parallèlei  de  droites  et  des  coordonnées  pa- 
rallèles de  points  pour  la  définition  et  les  propriétés  des- 
quelles nous  renvoyons  le  lecteur  aux  Mémoires  que 
nous  leur  avons  consacrés  (  *  ). 

D'ailleurs  la  solution  analytique  a  cet  avantage  sur 
la  solution  géométrique  que  non  seulement  elle  fait  cou- 


(*)  Pour  les  coordonnées  parallèles  de  droites,  voir  :  Étude  de 
deux  systèmes  simples  de  coordonnées  tangentielles  (Nousfclles 
Annales,  1884  et  i885)  ou  la  brochure  Coordonnées  parallèles  et 
axiales  (Gauthicr-Villars,  i885),  donl  ce  Mémoire  a  fourni  lu  ma- 
jeure partie. 

Pour  les  coordonnées  parallèles  de  points  :  Xouvelles  Annales, 
1887:  p.  'ipii. 
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naître  Toixlre  de  la  transformée,  mais  qu'elle  détermine 
complètement  celle-ci. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  ici 
est  le  suivant-  : 

Les  sommets  M  et  N  d^un  triangle  MiSP  de  simili- 
tude constante  décrii^ent  deux  droites  parallèles.  Con- 
naissant Veny^eloppe  du  cd/eMN,  trousser  le  lieu  décrit 
par  le  sommet  P. 

Appelons  A  m  etBt^les  droites  parallèles  décrites  par 
les  sommets  M  et  N.  Nous  les  prendrons  pour  axes  de 
coordonnées  en  supposant  Taxe  AB  des  origines  perpen- 
diculaire à  leur  direction  commune. 

Soient  alors  u  Gl  v  les  coordonnées  parallèles  de  la 
droite  MN,  p  et  g  celles  du  point  P.  Celles  du  côté  MP 
étant  u  et  v\  celles  du  côté  NP,  u'  et  i^,  on  a,  puisque 
le  point  P  est  à  la  rencontre  de  ces  droites, 

pu  -+-  qv'  =  I, 

pu'-h  qv  =\y 
d*oû 


.'=1^:^. 


I       \  —  qv 
u  =  ^ 


Dès  lors,  si  h  est  la  tangente  de  Tangle  constant  JNMP, 
on  a,  d'après  la  formule  (2)  de  notre  premier  Mé- 
moire (*  ),  en  posant  AB  =  rf, 


h  = 


4— -(^-)] 


(')  Nouvelles  Annales,  188^;  p.  4^3 


(  -^7^  ) 

ou 

.  , dipu-^  </<'  — i) ^ 

De  incine,  h  étant  la  tangente  de  l'angle  constant 
MNP, 

é/*/?  -+-(p  —  a)  [—  I  -+-(/>  H-  q)v\ 

De  (i)  et  (2)  il  faut  tirer  u  et  t^  eu  fonction  de  />  et  y. 
A  cet  ellet,  posons 

(3)  pu  -h  qv  —  I  =  s, 

(4)  i— M  =  r,, 

ce  qui  donne 

(•>)  (p-hq)u  -I  =  s  — çrr,, 

(6)  (p-^q)v  —  t  =  z-\-  pr^. 

Les  équations  (i)  et  (2)  deviennent  alors 

( 7 )  f^q^ï'^  —  htr^-     dt  -h  h  d^ q  =  o, 
(  8 )  ^7>''i*  H-  ^' £7i  -4-  rfs  ^-  X:  rf*/?  =  o. 

Multiplions  la  première  par  —  kp^  la  seconde  par  /ly, 
et  faisons  la  somme  -,  il  vient,  après  réduction  et  suppres- 
sion du  facteur  commun  s, 

hl:{p  -h  q)ri  -+-(A/?  -h  hq)  d  =  o, 
d*oii 

(o)  r=       d{kp  +  hq)^ 

Les  équations  (7)  et  (8) additionnées  membre  à  mcnibre 
donnent 

{A'p  -\-  hq  )Tj2  -   (  h  —  kyr^t  -^  d-ikp  ^  hq  )=  o. 

Substituons  à  r,,  dans  celle  équation,  sa  valeur  (9)^ 


(  •''>7'  ) 

nous  avons,  après  réduclion, 
d{kp  -^kg^H-  hk(h  —  k)(p-hq)z-h  dh"-  k^'(p  -h  qY  =  o, 

(Voii 

{kp-^hq)^-\-h^kHp-^qY 
('^^  '-"' hk(k-h){p^q) 

Porlaul  les   valeurs  (9)  et  (10)  de  r,  et  £  dans  (5), 
on  a 

\  hk{k-^h)(p-^  q)^d{kp-^hq)^  ) 

)       -h  d h* k^ip  -\-  q  )*  -^  dq( k  -    h)  ( kp  -hhq)\ 


a  = 


kk{k  —  h){p  -^  q)^ 

Rapproehons,  au  numérateur,  le  quatrième  lermc  du 
seeond  et  remarquons  fjue 

(kp  -h  hq)*-h  q(k  ^  h){kp  -\-  hq )={kp  -h  hq )k{p  -H  «7 ). 

Nous  avons  alors 

_  /i( k  —  h)-^  d( kf)  —  hq ) -^-  dk^ k(p  -i-  q) 
~  Jhik  ~  h){p'T'  q) 

ou 

_  dk(h^-^  \)p  -\-  dh(hk-^-i)q  —  h{  k  —  h) 
^"^         "-  kCk--h){p-^q) 

De  même,  on  tire  de  (6) 

dk(hk-^\)p  ■+-  dh ( k"*' -^\)q  -^k( k  —  h  ) 
'  k{k  —  li){p  ^  q) 

Les  formules  (1 1)  et  (la)  résolvent  le  problème  que 
nous  avions  en  vue.  On  voit  que  ees  substitutions  faites 
dans  une  équation  algébrique  de  degré  m,  en  u  et  ^', 
donnent  une  équation  de  degré  ///,  en  />  et  </.  Doue  : 

L'ordre  du  lieu  décrit  par  le  sonutict  P  est  égal  à  la 
classe  de  la  courbe  enveloppée  par  le  côté  AIN. 

En    partieulier  :    si    le  côté  MX  pivote   autour  d'un 
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point  fixe,  le  sommet  P  décrit  une  droite^  si  le  coté  MjN 
reste  langent  à  une  conique,  le  sommet  P  décrit  une 
conique  ^  etc. 

On  peut  particulariser  le  problème  :  par  exemple,  en 

supposant  les  angles  en  M  et  en  N  tous  deux  égaux  à  ■^• 

Alors  A  =  —  I ,  À  =  I ,  et  les  formules  (i  i)  et  (  1 2)  devien- 
nent 

I  —  dp  \  —  dq 

u  = >         V  = • 

p  +  q  p-\-q 

Par  suite,  si  le  côté  MN  reste  Langent  à  la  conique 

le  sommet  P  décrit  la  conique 

(,4)  I      H-(Cé£«—2Eé/-hF)y2-f-a[(A H- B)rf—(D -+-£)]/> 
(  —  2[(B-hG)c?— (DH-E)]^-4-A-h2B-+-G  =  o. 

Quelle  est  la  condition  pour  que  cette  conique  soit  un 
cercle?  Si  nous  écrivons  l'équalion  (i4) 

A>2^_  2B>^  -h  C'gr«-h  2D'/>  -4-  2E'y  -H  F'=  O, 

nous  savons  (*)  que  cette  condition  se  traduit  par  les 

relations 

A'-2B -+-G'=rf«r, 

D'— E'=o. 
Mais  ici 

A'-h  2B  H-  G'=  rf«(A  —  2B  -4-  G), 
D  — E'==G-A, 
F'=.  A  f-2B-x-G. 


(')  Nouvelles  Annales,  1887;  p.  49^.  Il  faut  remarquer  que,  daos 
la  Note  que  nous  citons  ici,  nous  avons  pris  pour  unilé  de  longucar 
la  deini-distanrc  des  origines,  ce  qui  modifie  légèrement  la  forme  des 
résultats. 


(  5:3  ) 

On  (loît  donc  avoir 

A  =  C        cl        B  =  o, 

c'est-à-dîre  que  Téquation  (ï3)  doit  avoir  la  mcnie 
forme  que  Téquation  générale  du  cercle  en  coordonnées 
rectangulaires.  jVous  avons  fait  voir  (*)  qu'une  telle 
équation  représente  Thyperbole  complémentaire  d'une 
hyperbole  tangente  aux  axes  Ai«  et  Bç'. 

Donc,  lorsque  les  angles  M  et  N  sont  tous  deux  égaux 

à  -rj  la  condition  pour  que  le  lieu  du  sommet  P  soit  un 

cercle  est  que  Venv^eloppe  du  cdfe?  MN  soit  une  hyper- 
bole dont  la  complémentaire  soit  tangente  aux  droites 
parallèles  décrites  par  les  sommets  M  et  N. 

Nous  pourrions  signaler  encore  bien  d'autres  cas  par- 
ticuliers dignes  d'intérêt;  nous  nous  bornerons  au  pré- 
cédent qui  fait  bien  ressortir  l'avantage,  pour  la  ques- 
tion qui  nous  occupe,  de  l'emploi  des  coordonnées 
parallèles. 


SUR  LES  SURFACES  DU  DEUXIEME  DEGRE ; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


iNous  nous  proposons,  dans  ce  qui  suit,  de  chercher 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équa- 
tion générale  du  second  degré  à  trois  variables  représente 
une  surface  du  second  ordre  d'une  nature  déterminée. 


(*)  N"  6G  de  noire  premier  Mémoire  {Nouvelles  Annales,  i885; 

p.  121  ).  I 


(  5:4  ) 


I.    CoKDITIOM    POUU    QUE    l'kQL'ATION    GI^NÉRALE 

nu    SFXOWD    DEGRt:    EEPHÉSENTK    UK    CONE. 

Considérons  J'invariant  de  la  foiictioa  liouiogène  du 
second  degré  à  quatre  variables  ar^  y^  3,  t 

=  A  ir«  +  A>*  -f-  Vz-i-  -h  '}.  V^yz  -î-  2  \V zx  h-  sk  B'.r r 

à  savoir 

A      B"    H'     C 

B"    A'     B      C 

B'     B      A"     G" 
G      G'     G"     D 


A  = 


On  a  idenliqu(Muent 


A/  ^ 


A 
B« 
B'     B 


B" 

B' 

1  17' 

A' 

B 

iF.V 

B 

A" 

•{FI 

G' 

G" 

^FJ 

et,  par  suile. 


A/*-- 


A 

B" 

B' 
ip' 


B" 
A' 
B 


B' 
B 
A' 


îf; 


-;f;.     iFl     F(:r,j,;;,/) 

Si  Ton  fait,  dans  celte  identité,  £  =  i,  F(j:,J'",  2,  /)  de- 
vient le  premier  membre  de  Téquatioude  la  surface  que 
nous  désignerons  simplement  par  F,  et;  si  Ton  désigne, 
pour  abréger,  par  X,  Y,  Z  ce  que  deviennent  les  demi- 
dérivées  de»  F  par  rapport  à  x^y^z  ,  l'identité  précédente 

devient 

A      B'    B'    X 

B'    A'     B      Y 

B'     B     A"    Z 

X      Y      Z      I' 


A  -^ 
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La  surfaco  conique  du  second  ordre  est  définie  par  la 
condition  que  son  centre  se  trouve  sur  la  surface.  Soient 
jTo)  y^')  ^0  l^s  coordonnées  du  centre^  pour  ces  valeurs 

de  «r,  j^,  Zy  on  a 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  —  o,         F  =  o  ; 

le  second  membre  de  l'idenlilé  précédente  est  nul  pour 
ces  valeurs  :  on  a  donc 

A  —  o. 

La  condition  A  =  o  est  donc  nécessaire. 

Cette  condition  est  aussi  suffisante^  car,  si  elle  est 
remplie,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  .r,  j  ,  r:, 


on  en  déduit 


o  =^ 


or  = 


A 

B' 

B' 

X 

B" 

A' 

B 

Y 

B' 

B 

A' 

Z 

X 

Y 

Z 

F 

A 

B" 

B' 

X 

B* 

A' 

B 

Y 

B' 

B 

A" 

Z 

X 

Y 

Z 

o 

0  désignant  le  déterminant  du  troisième  ordre 


0  — 


A      B"    B' 
B'    A'     B 

B'     B      A" 


que  nous  supposons  ditlérent  de  zéro. 

F  est  alors  une  fonction  homogène  et  du  second  de- 
gré des  fonctions  linéaires  X,  Y,  Z,  et,  comme  les 
plans  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  se  coupent  en  un  point 
unique,  Téq nation  F  =  o  représente  un  cône. 


(  ">76  ) 
H,  —  Conditions  pour  que  l'équatio-\  générale 

DU    SECOND    DEGRÉ    REPRÉSENTE    UN    CYLINDRE. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
Fécjuation  générale  du  second  degré  représente  un  cy- 
lindre sont 

A  =  o,        0  =  0. 

Elles  sont  nécessaires  ;  car,  si  Téquatiou  F  =  o  repré- 
sente un  cylindre,  la  surface  a  une  ligne  de  centres  5  par 
suite,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  trois  dérivées  de  F  par  rapport  à  or^y,  z 

XX-f-  fxY-K  vZ  =  0; 

on  a  donc,  entre  les  quanti  lés  X,  [a,  v  qui  ne  sont  pas 
toutes  nulles,  les  quatre  relations 

A  X-hBVH-B'v  =  0. 

B'X-H  A'jjL-hB  V  =  o, 

^^^  ^  B'X-hB  fx4-A%  =  o, 

C    X-f-C'fX-HCvrrO; 

par  suite,  les  quatre  déterminants  du  troisième  ordre 
formés  avec  les  coefficients  de  ces  équations  prises  trois 
à  trois  sont  nuls. 

Nous  les  désignerons  par  5,  o»,  Oj,  03  ;  8  étant  l'inva- 
riant de  la  fonction  homogène  des  trois  variables  x^j^  z 
qui  figure  dans  F  et  8|,  S,,  83  les  caractéristiques  du 
troisième  ordre  des  équations  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o. 

Si  la  surface  est  un  cylindre,  on  a  donc 

S  =  o,  Oi  =  o,  §2=0,  03  =  0. 

Or  8,  3|,  82,  83  sont  l(^s  coeflicicnts  de  D,  C",  C,  C  dans 
le  développement  de  A  suivant  les  éléments  de  la  der- 
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nîèrc  colonne;  A  est  donc  nul;  par  suile,  les  conditions 
A  =  o,  8  =  0  sont  nécessaires. 

Ces  conditions  sont  suHTisantes. 

En  eilel,  des  relations  A  =  o,  0  =  o  on  déduit 


A 

B" 

B' 

C 

B* 

A' 

B 

a 

B' 

B 

A" 

c: 

C 

C 

C 

0 

=  o. 


Le  premier  membre  de  celte  équation  est  une  fonction 
homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  C,  C,  O'  et 
de  la  forme 

aC«-4-a'C'«H-a"G''î-+-2pG"C'-^2p'CG''-h!?.p"G'G  =  o; 

les  coefficients  a,  a',  a",  p,  fi',  j5"  sont  les  éléments  du 
déterminant  adjoint  de  3.  Or,  par  hypothèse,  0  =  0; 
par  suite,  les  mineurs  du  second  ordre  du  déterminant 
adjoint  sont  tous  nuls;  on  a  donc 

a'a"- p»  =0,         a'p'  — 3'3  =0, 
a'a  — ?'*  =  o,         a'p"— |33'   =0; 

ces  mineurs  étant  ceux  de  l'invariant  de  la  fonction  ho- 
mogène en  C,  C,  C",  il  s'ensuit  que  cette  fonction  ho- 
mogène est  un  carré  parfait. 

Cette  fonction  est,  par  suite,  le  carré  de  l'une  quel- 
conque de  ses  dérivées  par  rapport  à  C,  C,  C";  la  fonc- 
tion étant  nulle,  les  trois  dérivées  sont  nulles;  on  a  donc 

a  Ch-?''G'h-P'G''=o, 
?'G-f-a'C'H-p  C"=o, 
|i'C_Hp  G'-ha''G"=o. 

Ces  trois  équations  ne  sont  autres  que  0|  =  o,  o.j  =  o, 
03=0;  les  quatre  équations  (a)  sont  donc  satisfaites 
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pour  des  valeurs  de  X,  [x,  v,  non  toutes  nulles;  par  suite, 
il  existe,  entre  les  dérivées  X,  Y,  Z,  la  relation  identique 

XX4-  {jlY-+-vZ  =  o; 

la  surface  est  donc  un  cylindre. 

m 

III.  —  Condition    pour  que  l'équation  générale  du 

SECOND      DEGRÉ      REPRÉSENTE      UN      SYSTEME      DE      DEUX 
PLANS. 

11  faut  exprimer  d'abord  que  la  surface  est  un  cylindre, 
d'où 

A  =  o,         0  =  0; 

il  faut  ensuite  que  les  traces  de  ce  cylindre  sur  cliacuu 
des  trois  plans  de  coordonnées  soient  un  système  de  deux 
droites. 

On  obtient  ainsi  les  trois  relations 


A'    B     C 
B     A"    G' 

C     G"     D 


=  0, 


A  B'  G 
B'  A"  G 
G     G'     D 


=  o, 


A     B"     G 
B'    A'     G' 

G      G'     D 


=  0, 


ce  que  l'on  peut  écrire  d'une  manière  plus  simple 


;  =0, 


=:  O. 


Les  conditions 


dA 


=  o, 


A  =  o, 


0  —  o. 


—  o. 


=  o 


sont  évidemment  suffisantes  pour  que  réquation  F  =  o 
représente  un  système  de  deux  plans. 

il  est  aisé  de  montrer  que  ces  conditions  se  ramènent 
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à  trois  équ niions  dislinclcs 


ô  =  o. 


dX" 


=  o. 


Pour  le  faire  voir,  nous  allons  établir  que,  sous  la  con- 
dition A  =  o,  on  a,  entre  les  mineurs  de  A,  les  relations 


dA     d\ 
àX    àX' 


dX    dX'        \i  dB")   *" 

-( 

âX        \2  OB')    ~ 


àX'  dX 
dX"  dX 


1  ôb) 


o, 


1        .      •  ,    ,     dl       ôl       d\ 

qui  montrent  que  les  trois  quantités  ^i   -y^»   -m  sont 

de  môme  signe  et,  par  suite,  sont  nulles  toutes  les  trois, 
lorsque  leur  somme  est  nulle. 

Soit   6   le  déterminant  adjoint  du  déterminant  A, 

c'est-à-dire  le  déterminant  dont  les  éléments  sont  tt» 

oX 

5Â''  JV'  Jd'  ~i  ôB"   '"'  ^"^*  ^^^^^  désignerons,  pour 
abréger,  par  n^  a\  a" ^  c/,  i,  i',  h'\  c,  c',  c";  on  aura 


e  = 


a 

b' 

b' 

c 

V 

a' 

b 

c' 

b' 

b 

a" 

c" 

c 

c' 

c 

d 

Eu  faisant  le  ])roduil  de  6  par  le  déterminant  B,, 


e,  = 


I 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

0 

ir 

B 

A 

C 

c 

C 

C" 

D 
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il  viendra 

1 

a 

b' 

b' 

c 

001  = 

o 

a' 
o 

b 

A 

c 
o 

() 

0 

o 

A 

comme  6  =  A',  Tégalité  précédente  devient 


ou 


AïO,=  («a'— ô'«)A^ 
Aei=  {aa'—b'^). 


Si  donc  A  =  o,  on  aura 


Or 


a  = 


aa!  —  b"^  =  o. 


f)A 


"*  =  j:v' 


par  suite, 


à\    f)A 


i)i  _/\  <>A  y  _ 


On  établirait  de  la  même  manière  les  deux  autres  rela- 

d\     d\      à\  1         « 

tions,  ce  qui  montre  que  jr  »  j^,y  rp-  sont  de  même  signe, 

et,  par  suite,  si  leur  somme  est  nulle,  chacune  de  ces 
quantités  est  nulle. 

Toutefois,  pour  affirmer  que  les  trois  quantités  ^> 
TT-,9  -TTi  sont  de  môme  signe,  il  faut  que  les  trois  mi- 


ueurs 


d\ 


()\ 


dB  '     OB' 


OB' 


ne  soient  pas  nuls  à  la  fois;  si  on  les  suppose  nuls,  deux 

j  •    ,     d\      e)A       ()A  11  ,         t 

des  quantités  -r-r-?  jr-,  >  --n?  sont  nulles,  et,  par  suite,  la 
condition 


d\ 


àl 


dX  "^  (hV 


(  ^>8,  ) 
entraîne  la  nullité  des  trois  quantités 

dX'     dX''     àX"' 

Remarquons  que  les  conditions  précédentes  entraînent 
la  nullité  de  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  de  A. 

IV.  —  Condition  pour  que  l'équation  générale 

DU    SECOND    DEGRÉ    REPRÉSENTE    UN    PARABOLOÏDE. 

On  sait  que  cette  condition  est 

8=  o. 
Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

V.  —  Condition  pour  que  l'équation  générale 
DU  second  degré  représente  un  cylindre  parabolique. 

11  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que  la  fonction  homogène 
du  second  degré  aux  trois  variables  jr,  j^  z  qui  figure 
dans  F  soit  un  carré  parfait.  On  sait  que  les  mineurs  du 
second  ordre  de  l'invariant  û  sont  nuls  dans  ce  cas,  et 
ces  conditions  sont  suffisantes. 

Il  est  aisé  de  montrer  que  les  six  égalités  qu'on  obtient 
ainsi  peuvent  être  remplacées  par 


N 


<)o  C?0  ()0 


û  =  o,  TT  -»-  TT-/  -+-   TTff   =  «• 


On  a  en  effet  les  identités 


àX  ÙX'      \'i  ùw)  ■"  '     ' 

Js!  ox'     \~A  on)  ~     ' 


OV  OX 
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qui  nous  montrent  que  les  conditions 


^  do        do         do 

d\        VA         o\ 


entraînent 


ào  _^  à^   _  do 

5Â  ~  ^'  5Â'  ~  ""'  dX' 


avee 

do  _  d^  _  d^   __ 

Jb  -  "'       dB'  ~  ""'       dn"  ~  ""' 


Les  deux  équations 


d^         ^^         d^ 
'  =  '''         d\'^dA''^dV='' 

équivalent  à  trois  conditions  distinctes  entre  les  coeilQ- 
cients. 


VI.  —  Condition  pour  que  l'équation  générale  du 

SECOND   DEGRÉ  REPRÉSENTE  UN   SYSTÈME  DE   DEUX  PLANS 
PARALLÈLES. 

Il  faut  d^abord  que 

^  do  do  do 

car  Téquation  d*un  système  de  deux  plans  parallèles  est 
nécessairement  de  la  forme 

(ax  -h  by-^  c>3)'-+-  'i\(ax  ■+■  by-\-  cz)  -h  jjl  =  o, 

L'ensemble  homogène  des  termes  du  second  degré  est 
donc  un  carré  parfait.  Il  faut  exprimer  de  plus  que  les 
traces  de  la  surface  sur  les  plans  de  coordonnées  sont  un 
système  de  deux  droites  ;  il  faut  donc  ajouter  aux  condi- 
tions précédentes  les  conditions  nouvelles 

àl  dl  dl 

J4    =  ^'  TV"'."  ^'  Tî^  ~  ^* 
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qui  eiitraîneiU 


d^_         d\         d\ 
ÔX  "^  dX'  "^  dX 


-h  -rr-.  H-   — ,  =  o. 


Il  reste  à  démontrer  que  les  conditions 


^ 


0=0,  —    4-  -.-T/  -»-    TTJ   =  o, 


âo  c>o  do 

(>^         (>A  ^A 

—  _i_  _f-  — 

OX       dX'       ÔX 


-„  =  o» 


sont  sufiisantes.  Cela  est  évident,  car  si  les  deux  pre^ 
mières  équations  sont  satisfaites,  la  surface  est  un  cy- 
lindre parabolique;  ces  conditions  entraînent  A  =  05 
-par  suite,  si 


les  trois  déterminants 


ÔX'  ^ 

ôl 
ÔX" 

=  0, 

nits 

dl 

â\ 

ôl 

dX' 

ÔX" 

ÔX' 

sont  nuls;  les  traces  de  la  surface  sur  les  trois  plans  de 
coordonnées  sont  donc  des  systèmes  de  droites  parallèles. 
La  din^ctrice  du  cylindre  parabolique  est  alors  un  sys- 
tème de  deux  droites  parallèles  et  le  cylindre  se  réduit  à 
deux  plans  parallèles. 

Les  trois  équations  précédentes  équivalent  à  cinq  con- 
ditions distinctes. 


VIL  —  Condition  pour  que  l'équation  générale 

DU  SECOND  DEGRÉ  REPRÉSENTE   UN  PLAN    DOUBLE. 


Il  faut  d^abord  que  les  trois  équations 


•N 


ô^  ôù^  où 

ÔX'^  ÔX''^  ÔX' 


0  =  0,  TT     -+-  -TT,  -+-  -^ITk   =  ^' 


/)A  t)A  ôl 
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soient  satisfaites;  il  faut  ensuite  exprimer  que  les  traces 
de  la  surface  sur  les  trois  plans  de  coordonnées  sont 
des  droites  doubles. 

Il  est  aisé  de  voir  (ju^aux  conditions  précédentes  il  faut 
ajouter 

=  o. 


àXdiV       dX'dX"  dX'dX 

Pour  le  démontrer,  clierclions  la  trace  de  la  surface 
sur  le  plan  des  xy  ;  son  équation  est 

9 

Xx^ -h  A'^* -h  '2 B'xy  -h  'xCx-h  7.  C'y  -+-  D  =  o  ; 

il  faut  exprimer  que  cette  équation  repi*ésente  une  droite 
double. 

Puisque  nous  avons  déjà  t^h,  =  o,  cette  équation  re- 
présente un  système  de  deux  droites;  ces  deux  droites 
sont  parallèles  puisque -77^^  est  aussi  nul;  il  faut  enSn 

que  les  traces  de  ces  droites  sur  les  axes  soient  confon- 
dues pour  que  les  deux  droites  soient  elles-mêmes  con- 
fondues; on  a  ainsi 

G>— AD  =  o,         G'»-A'D=o, 

les  égalités  ne  sont  autres  que 

ôV'àX'  ~  ""'        Jvôx  ~  '^' 
Mais  si  la  somm(; 

à^  A  ()i  A 


f)X'OsV       OX'dX 
est  nulle,  avec 


OX' 
cliacune  de  res  (juanlités  est  nulle. 
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Cela  résulte  en  effet  de  rideiitité 

le  second  membre  étant  nul,  les  deux  quantités 

;)«A      _^VA 

sont  de  même  signe,  et  par  suite,  si  leur  somme  est  nulle, 

chacune  de  ces  quantités  est  nulle,  et  cela  a  lieu  encore  si 

a»  A.  , 

5^^.^,  est  nul. 

Comme  on  en  dirait  autant  des  traces  de  la  surface  sur 
les  autres  plans  de  coordonnées,  les  trois  déterminants 

a«A         ^»A        (^«A 
dh^dM  dLdX'  5v5A 

sont  de  même  signe  et,  si  leur  somme  est  nulle,  chacun 
d'eux  est  nul  \  la  propriété  précédente  subsiste  encore  si, 
dans  la  démonstration,  on  suppose  nuls  les  déterminants 

analogues  à  Tp^np*  la  condition 

()ïA  <^2A  ;)ïA 


-H  X  .     ..  ,  -\r  -T-rr-r:    =  O 


dX'àX'       DAc^A"       dX'àX 

en  traîne  donc  la  nullité  des  trois  déterminants. 

Les  conditions  précédentes  sont  évidemment  suffi- 
santes. 

Pour  que  Téqualion  générale  du  second  degré  repré- 
sente un  plan  double,  il  faut  et  il  suffit  donc  que  Ton  ait 


> 


d^         ào  do 

ÔX  "^  ÔX'        "^  dX' 


'  =  ^'      ôx-^ôx'     -^5:v=^' 


fix  '  JT      "^  f)V  ~  ""' 

^2A  0*A  c?«A 


=  o. 


cWrJA'       ÔX'ÔX"       OX'OX 
Ces  équations  équivalent  à  six  conditions  distinctes. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  1590; 

Par  m.  le  Capitaine  BARISIEN. 


A  étant  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  D  par  rapport 
à  un  syslème  de  coniques  homofocales,  trouver  le  lieu 
des  points  de  rencontre  de  D  et  de  A,  lorsque  D  pivote 
autour  d'un  point  fixe.  (H.  Valdo.  ) 

L'équation  générale  d*un  système  de  coniques  homo- 
focales est 


0) 

x^                y* 

.      .  L,      . 

a»H-X    '    b^^\ 

Soit 

(2) 

X        y 

I. 


Téquatiou  de  la  droite  D. 

Cherchons  d'abord  le  lieu  A  des  pôles  de  la  droite  D. 
La  polaire  d'un  point  (X,  Y")  a  pour  équation 

/ox  ^X  vY 

Identifions  (2)  et  (3),  il  vient 

AX  =  rt2-hX, 

En  éliminant  \  entre  ces  deux  relations,  on  voit  que 
le  lieu  A  est  une  droite 

(  4  )  AX  —  HY  =  «s  -  b^  ^  c2, 

perpendiculaire  à  la  droite  D. 


(587) 

Si  ladroîle  D  pivote  autour  d'uu  point  ûxe  (a,  j3),  ou 
a  la  relation 

(5)  ApH-Ba  =  Ali. 

Pouravoir  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  D  et  de  A, 
il  faut  éliminer  A  et  R  entre  Téquation  (5)  et  les  deux 
suivantes 

(6)  \jr-i-hx-  \h, 

(7)  \x  —  hy  =  c*. 

En  retranchant  (5)  et  (6),  on  a 

A(7-p)-hB(x-a)  =  o. 

En  combinant  cette  dernière  équation  avec  (7),  on  en 
tire  A  et  B 


En  portant  ces  valeurs  de  A  et  Bdans  Téquation  (5), 
on  a  pour  Téquation  du  lieu 

Cette  courbe  du  quatrième  degré  est  une  stroplioïde 
oblique  ayant  le  point  donné  pour  point  doulde  et  son 
asymptote  parallèle  à  la  ligne  joignant  ce  point  au 
centre  des  coniques. 

L*équatîon  de  cette  asymptote  est;  du  reste, 

1'  —    i—  jr  _;_    * — 


a  aM-?'2 
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récejïlion  du  numéro  de  Janvier  1890  sont  priés  de  renouveler  immédiat etnent 


LIBRAIRIE   GALTHIER-VJLLARS  ET  FILS, 

QUAI  DES  GRANDS-AUGISTINS,   55,   A   PARIS. 


NOUVELLES  ANNALES  DE  HATHÉHATIOUES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS  . 

AUX  ÉCOLES  SPÉCIALES,  A  LA  LICENCE  ET  A  L'AGRÉGATION, 

BÉDIUÉ  PAB 

M.  Gh.  BRISSE, 

rrufessuur  a  l'ÉcoIo  Centrale  M  au  Lycée  Condorcet, 
Rcpctileur  à  l'Écule  l'ulytechniqoe. 


ET 


M.  E.  ROUCHÉ, 


Examinateur  de  sortie  à  r£cole  Polytechnique, 
Profe:«fteur  au  Conserratoire  des  Arts  «t  Métiers. 


Publloation   fondée  en    1842   par  MM.   Gerono   et  Terquena, 
et  continuée  par  MM.  Gerono,  Prouhet,  Bour^et  et  Britae. 


Les  ?f'mvelles  Annales  de  Mathèntatiques  paraiâseat  chaque  moià  el 
forment  par  an  un  volume  in-8  de  38  feuilles,  avec  figures  dans  le  texte. 
L'année  1889  est  on  cours  de  publication. 


:  20  volumes  in-8  (1842  à  1861) 300  fr. 

Les  tomes  I  à  VII,  X  et  XVI  à  XX  (1843-1848,  i85i,  1857-1861), 

ne  se  vendent  pas  séparément. 
T.es  autres  tomes  de  la  première  série  se  vendent  séparément.. . .       15  t'r. 

DEUXXiSMS  SÉRIE  :  20  volumes  iu-8  (  1862  à  1881  ) 300  Ir. 

Les  tomes  I  à  III  et  V  à  VIII  (i8(vî  h  1869)  ne  se  vendent  pas  séparément. 
Les  tomes  suivants  de  la  deuxième  série  se  vendent  séparément.       15  t'r. 

On  peut  se  procurer  Cunc  des  Séries  ou  les  deux  Séries  au  mojen  de  payements 

mensuels  de  30  Jf,  , 

La  TROISlijME  SÉRIE,  coinmeii'^ée  eu  18S2,  continue  de  paraître  chaque 

mois  par  cahier  de  \S  paîjes. 


Los  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 

Prix  pour  un  an  (12  numéros)  : 

Paris 15  fr. 

Départements  et  Pays  Taisant  parti»*  de  l'Union  postale 17 

Autres  pays 20 


